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Kalander ist Maalsstab für die bürger- 
liche Zeit und Zeitrechnung. Die Maafs- 
einheit gibt uns die Natur unmittelbar, 
indem die Erde in constant bleibendem 
Zeitabstande um ihre Axe und in einem 
ebenfalls constant bleibenden Zeitabstande 
um die Sonne sich dreht. Beide Zeit- 
maafseinheiten sind allen Erdbewohnern 
ohne Ausnahme gleich zugänglich, daher 
man sie schon in dem grauesten Alter- 
thum nnd auf allen Orten der Erdober- 
fläche als Maafseinheiten anerkannt fin- 
det, indem bei Jedermann das Bedürfnifs 
zur Zeitmessung mit seinem ganzen Le- 
ben verwebt ist. 

Ungeachtet man nur nöthig hat, den 
jebeinbaren Gang der Sonne zu beobach- 
ten um das Zeitmaafs zu erhalten, wird 
doch die Zeitmessung dadurch zusammen- 
gesetzt und schwierig, dafs es dem Schö- 
pfer gefallen hat, beide Zeitabstände, den 
für die Drehung der Erde um ihre Axe 
und den für den Umlauf der Erde in der 
Ekliptik, nämlich die Zeit eines Tages 
und die Zeit eines Jahres mit einander 
incommensurabel zu machen. Beider 
bedürren wir aber, denn wir haben täg- 
lich wiederkehrende und jährlich wieder- 
kehrende Lebensverhältnisse, Verrichtun- 
gen , solche die nach Theilen des Tages 
und solche , die nach Theilen des Jahres 
abgemessen werden. Der Naturforscher 
zählt nach Secunden , der Geschichtsfor- 
scher nach Jahren und nach Perioden 
von Jahrhunderten. 

Der künstliche Maalsstab für den Tag 
und die Theile des Tages ist die Uhr, 
der für das Jahr und die Theile des Jah- 
res der Kalender, allein Uhrmacher und 
Kalendermacher haben nie Hand in Hand 
gehen können und sio können es heut 
noch nicht. Beide haben uns mit rich- 
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tiger bürgerlicher Zeit zu versehen; der 
Uhrmacher kümmert sich aber nur um 
den constanten Tag und seine Theile, 
der Kalendermacher dagegen hat die bur- 

f etliche Zeit mit der astronomischen in 
intracht zu bringen. 

Man theilt den Tag in 24 Stunden, die 
Stunde in 60 Minuten , die Minute in 60 
Secunden. Das tropische Jahr, wel- 
ches unserer bürgerlichen Zeit zu Grunde 
liegt, wird durch die Zeit bestimmt, in 
welcher die Erde von dem Frühlingspunkt 
der Ekliptik ab fortgeht bis sie wiederum 
auf den Frühlirtgspunkt trifft. Da aber 
dieser Frühlingspnnkt alle Jahr um &0,1 
Bogensecunden der Erde entgegen kommt, 
80 beschreibt die Erde nur einen Bogen 
von 360° — 50,1” und die Zeit, in der 
dies geschieht, beträgt 365 Tage 5 Stun- 
den 48 Minuten und 51 Secunden, diese 
Secunden noch mit Decimalen. 

Es ist möglich, dafs wenn man die 
Zeitsecunde in 60 Terzien, diese in 60 
Quarten, diese in 60 Quinten u. s. w. 
eintheilt, das tropische Jahr mit dem 
Tage commensurabcl wird; es ist jedoch 
zu erwägen, dafs das tropische Jahr durch 
Beobachtung mit Winkelinstrumenten er- 
mittelt ist und dafs diese, so außeror- 
dentlich scharf sie schon ausgeführt, wenn 
sie noch schärfer sollten horgestollt wor- 
den können, immer als Menschenwerk 
unvollkommen bleiben werden , so dafs 
man mit der eben angeführten Zeit des 
Jahres, als sehr nahe der wirkli- 
chen wird zufrieden bleiben müssen. 

Die Geschichte des Kalenders ist weit- 
läuflg und ich will nur einige Perioden, 
die auf unseren heutigen Kalender influ- 
iren, kurz aufrühren. 

Im Alterthum suchte man den Mond- 
lauf mit dem Sonnenlauf in Ueberein- 
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Kimmung zu bringen; man hatte ein in 2 Monaten Jannarius und Februariua 
Jahr zu 12, das folgende zu 13 Monaten, hinzu, und hatte somit ein Jahr ron 365 
I)a aber der Mond unbekümmert um die Tagen mit 12 Monaten geschaffen. 

Sonne seinen eigenen Gang geht, so ent- Die Folge von diesem Kalender war, 
stand bald Verwirrung. Hierauf nahm dafs von Jahr zu Jahr die Nachtgleiche 
man SO Monate auf 4 Jahr; auch dies immer später kam als sie im Kalender 
hielt nur eine Weile aus. Solon endlich stand, und dafs man endlich das Feld 
fand sich veranlafst, die Sonne ganz zu ohne Kalender bestellen murste. 700 
ignorireu und nur nach Monden zu rech- Jahre nach Erbauung Roms war nnge- 
nen, von denen immer einer 29, der fol- achtet noch vieler inzwischen geschehenen 
gende 30 Tago hatte, was natürlich auch Einschaltungen von Tagen die Nacht- 
nicht lange Stich halten konnte, lieber gleiche bis in den Mai des Kalenders ge- 
diese Verwirrung macht Oristophanes rückt. 

einen Witz: Diana, die Güttin des Mon- Julius Caesar, um die allgemein (je- 
des klagt, dafs die Menschen an ihr Er- fühlte Verwirrung zu beseitigen, benef 
scheinen nicht mehr sich kehrten und den aegyptischen Astronom Sosigenes, 
die Götter, welche zu der Zeit sich ver- dieKalippus'sche Periode wurde zu Grunde 
sammelten , um die von den Athenern gelegt, nach welcher das Jahr 365$ Tage 
ihnen gebührenden Opfermahle einzuneh- hat , das Jahr 709 nach Erbauung Roms, 
men, müfsten halb verhungert in den 45 Jahr vor Chr. Geburt sollte mit dem 
Olymp zurückkehren. Wintersolstitinm (hent der 21te Decem- 

Nacn manchen Abänderungen durch ber) anfangen; allein 8 Tage später traf 
Schaltmonate, wie später auf Mosis Ge- Neumond ein, auf welchen damals Ge- 
heifs die Juden nur Mondenjahre haben wicht gelegt wurde, das Neujahr fing da- 
durften, in welche zur Uebereinstimmung her mit dem lten Januar, 8 Tage später 
mit den Sonnenjahren Monate eingeschal- an, das Wintersolstitium blieb auf den 
tet wurden , erfand Meton , Athenischer 24ten December, die Frühlingsnachtgleiche 
Astronom, 400 Jahr v. Chr. die berühmte fiel auf den 24ten März, und um dies 
19jährigo Periode, in welcher 12 Jahre möglich zu machen, erhielt das Jahr vor- 
aus 12 Monaten und 7 Jahre aus 13 Mo- her zu der Numa’schen Zeit von 355 Ta- 
naten, also 19 Jahre aus 235 Monaten, gen noch 90 Tage hinzu, im Ganzen also 
125 zu 30 und 110 zu 29 Tagen bestan- 445 Tage, woher es das Annus confusio- 
den. Zu Ende solcher Periode von 19 nis genannt wurde, besser aber, da alle 
Jahren geht der Sonnenlauf mit dem Confusion mit ihm aufhörte, auch den 
Mondlauf um noch nicht ganz 2 Stunden Namen annus confuslonis ultimus erhielt, 
auseinander, und somit dauerte diese Das tropische Jahr hat aber nicht volle 
Zeitrechnung 102 Jahre, wo sie von Ka- 365 Tage 6 Stunden, es fehlen noch 11 
lippus dahin verbessert wurde, dafs er 4 Minuten 9 Sccunden daran; daher fiel 
Meton'sche Perioden von 27760 Tagen etwa alle 120 Jahr die Frühlingsnacht- 
um einen Tag verkürzte und sic auf 27759 gleiche wieder einen Tag vor die des 
Tage reducirte. Die Kalipp'sche Periode Kalenders. Nun war aber zum Aerger 
ist also der Moton'sehen, was später der der christlichen Geistlichen öfter passirt, 
Gregorianscbe Kalender dem Julianschen dafs die Juden mit den Christen auf einer- 
wurae. Hierzu kommt, dafs mit Kalip- lei Tag das Osterfest feierten und die 
pus das Jahr 365 Tage 6 Stunden er- hohen Würdenträger der Kirche beriethon 
hielt, dafs also 300 Jahre später die Ka- in einem Concilium zu Nicäa, im Jahr 
lippsche Zeitrechnung dem Julianschen 325, also 370 Jahre nach Einführung des 
Kalender die Norm gab. Kalenders wie dem Uebelstand abzuhel- 

Romains hatte das Jahr auf nur 304 fen wäre. 

Tage festgesetzt und diese in 10 Monate, Da nun das Osterfest mit der Nacht- 
6 zu 30 und 4 zu 31 Tagen getheilt. gleiche Zusammenhang hat, so mufste 
Den ersten Monat widmete er dem Mars, nothwendig zur Sprache kommen, dafs 
daher sein Name Martius, unser heutiger die Frühlings-Nachtgleiche schon am 21ten 
März; die letzten, October, November, März, also 3 Tage vor der Kalondernacht- 
Decembor von den Zahlen octo , novem, gleiche eintrete. Es geschah nun zwar 
decem. Der erste März war der Tag der keine Reformation des Kalenders, aber 
Frühlingsnachtgleiche, an dem man an- seit dieser Zeit hat es ab und zu gegen 
fing die Felder zu bestellen. denselben ernste Angriffe gegeben, bis 

Dafs die im Jahr fehlenden 61 bis 62 im 16ten Jahrhundert Pabst Gregor XIII, 
Tage bald sich geltend machten ist klar, der sich gar zu (jern berühmt macheu 
und schon sein Nachfolger Numa setzte wollte, eine wirkliche Reformation des 
50, später noch einen Tag, also 51 Tage Kalenders veranstaltete. 
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Nun war aber Julias Cäsar ein Beide 
and dem christliehen Oberbirten war es 
nicht zuznmuthen, eine heidnische Zeit- 
rechnung herzustellen , woher denn der 
Kalender eingeführt wurde, wie er im 
Jahre 325 des Nicäer Conciliums hätte 
sein sollen, und wir haben demnach heut 
die Frühlingsnachtgleiche nicht auf den 
24ten sondern auf den 21ten März. 

In dem Jahr 1582 nämlich, wo die 
wirkliche Nachtgleiche schon auf den Ilten 
März fiel , zählte man auf den 4ten Octo- 
ber nicht den 5ten , sondern sogleich den 
15ten October und machte das Jahr um 
10 Tage kürzer. 

Nach Julius Cäsar war jedes Jahr, des- 
sen Zahl durch 4 ohne Rest theilbar ist, 
ein Schaltjahr, wie der Kalender noch 
heut in Rußland alten Stvls derselbe ist. 
Nach Gregor aber fallen alle Jahre, deren 
Zahlen ein Vielfaches von 400 ausdrücken, 
wieder als Schaltjahre aus und sind Ge- 
meinjahre, und so wird auch der Februar 
des Jahres 2000 nur 28 Tage haben. 

Es werden demnach Ton 400 Jahren 
des Julianischen Kalenders 3 Tage fort- 
genommen und der Fehler, der hiermit 
wieder begangen wird, beträgt innerhalb 
4000 Jahren einen Tag, der zu wenig 
fortgenommen ist, so daß alle 4000 Jahre 
noch ein Tag, indem ein Schaltjahr zum 
Gemeinjahr gemacht wird, fortzuneb- 
men ist. 

Es hat demnach Jahrtausende gedauert, 
ehe wir die von dem Schöpfer uns vor 
Augen gelegten beiden Zeiteinheiten rich- 
tig zu würdigen verstanden und einen 
gestempelten richtigen Kalender erhalten 
haben. 

Kalenderjahr. Das Jahr Ton 365 Ta- 


gen heilst Gemeinjahr, das von 366 
Tagen Schaltjahr. Julius Cäsar setzte 
unter Zuziehung des ägyptischen Mathe- 
matiker Spsigenes alle 4 Jahr diesen 
Schaltag ein, so dafs jedes Jahr durch- 
schnittlich 365 Tage 6 Stunden hatte 
(Julianischer Kalender). Aber das Son- 
nenjahr, die Zeit von dem Stande der 
Sonne in dem Frühlingspunkt bis znm 
nächst folgenden Eintritt derselben in 
den Frühlingspunkt, besteht nicht aus 
365 Tagen 6 Stunden, sondern es ist 
365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 51 Se- 
cunden = 365,242256944... Tage lang, 
also um 11 Miuuten 9 Socnnden kürzer. 
Daher beträgt der alle 4 Jahr einge- 
schaltete Tag zu viel und dies betrug 
von Julius Cäsar bis Gregor dem 13ten 
schon 13 Tago, oder vielmehr, da schon 
unter Angustus bei wahrgenommenem 
Irrthum eine Rectification von 3 Tagen 
erfolgt war, 10 Tage. 

Gregor setzte nun auf das Gutachten 
und den Vorschlag des Astronom Aloys 
I.ilias im Jahr 1582 statt des äten Octo- 
liers den löten October und Terordnete 
dafs die Schalttage boibehalten würden, 
daß auch das Jahr 1600 noch ein Schalt- 
jahr sein solle, dafs aber die Jahre 1700, 
1800, 1900 wieder Gemeinjahre würden, 
und dafs dieselbe Ordnung in jedem fol- 
genden Cyclus von 400 auf einander fol- 
genden Jahren statt fände. Unter der 
Voraussetzung also, dafs der bürgerliche 
Tag am 15ten October 1582 mit dem 
astronomischen Tag übereinstimmte, hat 
man alle 400 Jahre eine constante Diffe- 
renz zwischen wahrer Zeit und Kalender- 
zeit gegen den vorhergegangenen Cyclus 
wiederholt. 

Das Ite Säculum vom löten October 
1582 bis zum löten October 1682 hatte 


25 Schaltjahre zu 366 Tagen, sind 9150 Tg. 

75 Gemeinjahre zu 365 Tagen, sind 27375 , 

Summa die ersten 100 Jahr 36525 Tg. 

Nach wahrer mittlerer Zeit gerechnet 100 Jahre 

zu *65 Tage 5 Stunden 48 Minuten 51 8ecunden 36524 Tg. 6 St. 25 M in. 
Differenz in den ersten 100 Jahren zwischen wahrer 
Sonnenzeit und Kaiendetzeit 18 St. 35 Min. 


Dem Kalender nach waren, während ger dazu gebraucht, sie war also 1 8 Stun- 
die Sonne 100 mal ihre Bahn vollständig den 35 Minuten weiter vorgerückt und 
durchlaufen hatte 36525 Tage zu 24 Stun- das Kalenderjahr 1682 war mithin gegen 
den verflossen. In Wahrheit aber hatte das astronomische Jahr um 18 Stunden 
die Sonne 18 Stunden 35 Minuten weni- 35 Minuten zurückgeblieben. 
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October 1782 enthielten 49 Schaltjahre und 161 

Gemeinjahre mit 73049 Tg. 

Die wahre Sonnenzeit 200x 365 Tg. 68t. 48 Mn. 51 8c . 73048 Tg. 10 St, 50 Min. 

Differenz in den ersten 200 Jahren zwischen wahrer 
Sonnenzeit nnd Kalenderzeit 13 St. 10 Min. 

Die Kalenderzeit hatte in den zweiten Kalendenahr 1782 war nnr um 13 Stun- 
100 Jahren die wahre Zeit wieder um den 10 Minuten gegen das astronomische 
5 Stunden 25 Minuten eingeholt und das Jahr zurückgeblieben. 

3 Säcula vom 15ten October 1582 bis zum 15ten 

October 1882 enthalten 73 Schaltjahre und 227 
Gemeinjahre mit 109573 Tg. 

Die wahre Sonnenzeit 300x365 Tg. 5 St. 49Mn.51 Sc.=109572 Tg. 16 St. !5Min. 
Differenz in 300 Jahren zwischen wahrer Sonnen- 
zeit nnd Kalenderzeit 7 St. 45 Min. 

Die Kalenderzeit wird also im Jahre 5 St. 16 Min. 'sich nähern und das Jahr 
1882 der wahren 8onnenzeit abermals um 1882 nur noch um 7 St. 45 Min. zurück sein. 

4 Säcula endlich bis znm 15ten October 1982 ent- 
halten 97 Schaltjahre nnd 303 Gemeinjahre mit 146007 Tg. 

Die wahre Sonnenzeit 400 x 365 Tg. 5 St. 48 Mn. 51 Sc. 146096 Tg. 21 St. 40 M in. 

Differenz in 400 Jahren zwischen wahrer Sonnen- 
zeit und Kalenderzeit 2 St. 20 Min. 

Das letzto der 400 Jahre bleibt also ren werden die Differenzen zwischen wah- 
gegen das 400te astronomirte Jahr nur rer Zeit nnd Kalenderzeit um diese 2 St. 
um 2 Stunden 20 Minuten zurück. 20 Min. grölser: 

In dem folgenden Cyclus von 400 Jah- 

Das Jahr 2082 ist gegen wahre Zeit an Kalenderzeit zurück: 

18 St. 35 Min. + 2 St. 20 Min. = 20 St. 55 Min. 
Das Jahr 2182 13 » 10 , +3 , 20 , = 16 , 30 . 


Das Jahr 2282 7, 45 , +2, 20 , = 10 , 6* 

Das Jahr 2382 2, 20 , +2, 20 , =4, 40. 


400 Kalenderjahre enthalten 146094 Es ist mithin gegen das tropische Son- 
Tage, mithin das Kalenderjahr im Mittel nenjahr um 21 Secnnden zu grofs. 
365,2425 Tage zu 24 Stunden = 365 Tg. In Betreff des Cyclus Ton 4 auf ein- 
6 St. 49 Min. 12 Sec. ander folgenden Jahren hat man : 

Am löten Oct. 1583 waren rergangen . . . 365 Tg. 

Das astronomische Jahr hatte 365 T g. 5 St. 48 Min. 51 8ec. 

Das Jahr 1683 war also Toraus um 5 St 48 Min. öl Sec. 

Am löten Oct. 1584 waren vergangen . . 731 Tg. 

2 astronomische Jahre betrogen 730 Tg. 11 St. 37 Min. 42 Sec. 

Das Jahr 1584 war also zurück um 12 St 22 Min. 18 8ec. 

Am löten Oct. 1585 waren vergangen . . 1096 Tg. 

3 astronomische Jahre betrugen 1095 Tg. 17 St. 26 M in. 33 Sec. 

Das Jahr 1585 war also zurück um ~ 6 St 33 Min. 27 Sec. 

Am löten Oct. 1586 waren vergangen . . 1461 Tg. 

4 astronomische Jahre betrugen 1460 Tg. 23 St. 15 M in. 24 Sec. 

Das Jahr 1686 war also nur noch zurück am . 44 Min. 36 Sec. 
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Die Differenz zwischen den Jahren 1683 und 1684 betrug 18 St. 11 Min. 9 Sec. 
, , . , . 1584 , 1585 , 5 . 48 , 51 . 

, . , „ . 1685 , 1586 , 5 , 48 „ 51 . 


Dm von den 15ten Octobern auf die 44 Min. 36 Sec., da das Jahr 1600 ein 
ersten Januare zu kommen, hat man bei Schaltjahr und das Jahr 1700 ein Ge- 
der constanten Differenz von 2 auf ein- meinjahr gewesen ist. 
ander folgenden 4jährigen Cykeln mit 

Vom 16ten October 1582 bis zum 15ten Oct. 

1698, 29 Cyclus zu 44 Min. 36 Sec. Differenz. Das 

Jahr 1698 war also zurück um 29-(44Min. 368ec.) = 21 St 33 Min. 24 See. 

Vom 15ten Oct 1698 bis lten Januar 1701 
sind 2 Jahr 77 Tage, sind 807 Tage], nach dem 
Kalender zu 24 Stunden, nach wahrer Zeit = 

2 sVs x (365 Tg. 5 St. 48 Min. 51 Sec.) also voraus 

(6 st. 48 Min. 51 Sec.) 12 St. 45 Min. 4 Sec. 

Mithin war der erste Januar 1701 zurück um 8 St. 48 Min. 20 Sec. 

Vom lten Januar 1701 bis zum 1. Jan. 1861 
sind, da das Jahr 1800 ein Gemeinjahr war, 

39 Schaltjahre zu 366 Tagen . . 14274 Tg. 

125 G emeinjahre zu 365 Tagen . . 45625 , 

164 Jahre zusammen mit 59899 Tg. 

Die astronomische Zeit beträgt 164 Jahre zu 

365 Tg. 6 Std 48 Min. 61 Sec 58890 Tg. 17 St. 31 Min. 24 Sec. 

Der lte Januar 1861 wird also um den lten 
Januar 1701 voraus sein an Kalenderzeit gegen 

die astronomische Zeit um 17 St. 31 Min. 24 Sec. 

Der lte Januar 1701 war an Kalenderzeit ge- 
gen die astronomische Zeit znrück um ... . 8 St. 48 Min. 20 Sec. 

Folglich ist der lte Januar 1861 an Kalender- 
zeit gegen astronomische Zeit voraus um . . . 8 St. 43 Min. 4 Sec. 


Aus der obigen Berechnung, dafs nach 
je 400 Jahren das Kalenderjahr gegen 
das astronomische Jahr um 2 Stunden 
20 Minuten znrückbleibt, geht hervor, dafs 
zur Differenz beider Jahre von einem 
24 

Tage — x 400 =4100 Jahre gehören. Nach 

4000 Jahren also mul* ein neues Schalt- 
jahr zum Gemeinjahr werden. 

Kalotte, s. „Calotte*. 

Kalte Zoneu sind die beiden Theile 
der Erdoberfläche als Calotten von den 
Wendekreisen ab, in deren Scheitel die 
Pole liegen; so geoannt wegen der dort 
herrschenden kältesten Temperatur gegen 
die anderen Zonen der Erde. Bedeutet 
Fig. 267, Bd. II., pag. 2: AB den Aequa- 
tor, EF einen Polarkreis, D den Pol, so 
ist die Calotte EOF eine der beiden kal- 
ten Zonen. 

Von der Abplattung der Erde an den 
Polen abgesehen ist eine kalte Zone 
= ln • CD • DH. 

Es ist DH = CD (1 - co« Z DCF) 


Mithin die Zone 2rr CD* x (1 — co» / DCF ) 
Nun ist ZßCF=23$Grad 
Daher die Zone = 2 -0,08294 -n CD 1 
Mithin verhält sich eine kalte Zone zur 
Erdoberfläche wie 0.08294 : 2 = 1 : 24 
so dafs beide kalte Zonen etwa den 12ten 
Theil der gesammten Erdoberfläche aua- 
mabhen. 

Kammlinie. Hierunter versteht man 
die Linien, nach welchen die Räderkämme 
geformt werden. Es sind diese die Cy- 
clo i d e , die Epicycloide und die Hy- 
ocycloide. Erstere gibt die vortheil- 
afteste Form für Kämme, wenn ein 
Stirnrad in eine gezahnte Stange greift. 
Die zweite für Kämme, wenn Kammrad 
und Getriebe zusammen greifen und für 
Kämme der gewöhnlichen aufserhalb in 
einander greifenden Stirnräder; letztere 
für die selten in Anwendung kommen- 
den Stirnräder, von denen das eine in- 
nerhalb des Kranzes gezahnt ist. Der 
Vortheil in jedem einzelnen Fall besteht 
darin, dafs je zwei zusammengreifenden 
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Kämme in jeder noch so kleinen Zeit 
gleich grofse Wege zurücklegen. 

Kanalwaage, s. „Canalwaage.“ 

Kanten (Stereom und Kryst.) sind die 
Durcbsrhnittslinien zweier Flächen ; beim 
Krystall sind diese Flächen immer Ebe- 
nen, die Kanten also gerade Linien. 

Die Kanten werden unterschieden 1, 
nach der Gröfse des Neigungswinkels bei- 
der die Kante bildenden Flächen, Kan- 
ten winket genannt. Kanten heilsen 
nämlich stumpf, wenn deren Kanten- 
winkel stumpf; scharf, wenn deren Kan- 
tenwinkel spitz (scharf) sind. Kanten 
in demselben Krystall heifsen gleich, 
wenn deren Kantenwinkel gleich sind, 
sonst ungleich. 

Die Kanten eines Krystalls werden 2, 
unterschieden nach deren Lage-. Kanten 
heifsen Scheitolkanten, wenn sie in 
einem Endpunkt der Normalaxe des Kry- 
stalls endigen, wenn sie also Ton zwei 
Scheitelfläcneu gebildet werden; Rand- 
kanten, wenn sie von einer Scheitel- 
fläche und einer Seitenfläche oder von 
einer Endfläche und einer Seitenfläche 
gebildet werden. 

Kantenwtnkel sind die Neigungswinkel 
zweier io einer geraden Linie, einer Kante 
sich schneidenden Ebenen mit einander. 

Kardioide (xriodi« Herz) eine herzfur- 
migz Linie der 4ten Ordnung also eine 
Curve der 3ten Klasse, weil sie durch 
eine Gleichung vom 4ten Grade bestimmt 
wird. Die Construction der Linie ist ein- 
fach: 

Han nehme einen beliebigen Kreis, den 
Grundkreis ADII vom llalhmesser AC , 
ziehe von dem Endpunkt A desselben lau- 
ter Sehnen, wie AD, verlängere diese zu 
beiden Seiten , trage vom zweiten End- 
punkt D der Sehne auf derselben nach 
beiden Seiten hin Stücke DB, DF, so 
sind B, F Punkte der Kardioide. In dem 
verlängerten Durchmesser sind K in Ent- 


Fig. 725. 



fernung von 2 Kreisdurchiuessern AJ von 
A und der Punkt A selbst die Curven- 
punkte, AK die Mittellinie, und von die- 
se: aus die Curve zu beiden Seiten con- 
gruente Hälften. 

2. Um die rechtwinklige Coordinaten- 
glcichung zu erhalten, fälle die Normale 
BE, ziehe die Sehne DJ, 

so ist &ADJ &AKB 
Daher AJ : AD = AB : AB 
Setzt man nun den Halbmesser AC 
des Grundkreises = r, für den Curven- 
punkt B die Abscisse AF=x, die Ordi- 
nate BE = y, so hat man 

AB = y'x* + y t -, AD = yfx* + y'-2r 
also 2 r : j/x’ + jf* — 2r = + y* : * 

woraus die rechtwinklige Coordinatenglei- 
chung für den Punkt B, dessen Radius- 
vector AB durch den Grundkreis liegt. 
y* - 2 (2r> + 2rx - x’j y 1 - 4r**+ *« = 0 (1) 

3. Für den Punkt F kat mau, wenn 
AF der Radiusvector, FG die Ordinate, 
AG die Abscisse ist 

AJ : AD— AF-.AG 
Hier AG = x, ; FG = y, gesetzt 


AF = )'»,*+ Sb*; AD = DF— AF =2 r — 1*,* + y, J 
Mithin 2r : 2r — + y * = | x,‘ + y,* : * 

woraus die rechtwinklige Coordinatengleichung für den Cnrvenpnnkt F, dessen lla- 
diusvector AF aufserhalb des Grundkreises liegt: 

’J* + 2 (- 2 r> + 2rx, + x,*) y,» + 4r*,» + x,‘ = 0 (2) 


Zu dieser Gleichung kommt man anch, so gilt die erste Coordinatengleichung 
wenn man — 2r für 2r in die erste Co- für die Kardioidenpunkte , welche unter- 
ordinatengleichung setzt. halb LM , die zweite für die Punkte, welche 

Zieht man durch den Punkt A eine oberhalb LM liegen. 

Linie LM normal dem Durchmesser AF, 4. Für die Kardioide gibt es eine ein- 
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fache Polargleichung. Nimmt man den /_ F.AB = rp rur Polarabscisse , so ist der 
Radinssector 

AB = AD + DB = AJ cot <p + DB = 2r cor <p + 2r 

= 2r (1 + cm <p) = a (3) 

und AF= DF- AD = 2 r(\-co»rp) = t, (4) 

Für ar = 0 wird a = 4r (AK)-, a, = 0 
Für x = 90° wird « = 2r; a, = 2r (.4M and AL) 

Um au erfahren, unter welchem Win- ser Linie am entfernteaten, iat hat man 
kel x der Kardioidenpunkt über LM die- desaen Höbe über LM 

= k = a, X rin (90° — <p) = 2r (1 - eo» <p) cos <p (5) 

k wird also ein Maximam für cos <p = { also A = Jr (6) 

Die Ordinate y (wagrechte Entfernung Ton AK iat = 2r (1 — cor ff) sin cp = +r| 3 (7} 


5. Um die obigen Coordinatengleichun- 
gen mit den Polargleichangen in Ver- 
gleichung tu bringen hat man 

rr = a cor ip = 2r (t + cor <f ) cot <p 


x, — a, cor cp = 2r (L — cor <p) cot <p 
y = a rin (p — 2r (1 -f cot tp) rin <p 

y, = a, rin <p = 2r (1 — cor <p) sin < p 




Ans Gleichung 6 ersieht man, dafs x, Also für einen Punkt unter LM: 
im Maxime = |r iat. = 4r»(l + co,^» ^^ ^ 

« . 4r* — if* ^ y —2 r &\nq> 2 2 

^ ^ ^ 4r* Für einen Punkt über LM-. 

6. Nach dem Art. Curvenlehre pag. 186 g u f, (q - 4r*(l -ciy) 3 _ 
mit Fig. 637 hat man 9 2r #in (p 2 2 

Subtangente CJ = ~ Tangente BJ = ^ /**+ (^)’ 

Also für einen Punkt unter LM: 

Tg = C0 ‘ ^ F'dr* (1 + cot <jr)* + 4r* «in *<p ss — 4r • cot ~~ cot ~ 

* —2r st» <p. r ' r 2 2 

Für einen Punkt über LM: 

Tg = ar fr ‘ ~ e0 ‘ 7)’ +‘ 4r ’ *** V = <r *•* -j- -y- 


Subnormnle CN = 


8a 

ö<p 


Für einen Punkt unter LM-. 
Subn = - 2r rin <jp 


Für einen Punkt über AM: 


Suin = 2r rin <p 

JVonnoJr ÄM = j/a» + (|^)* 


Für einen Punkt unter LM: 

Norm = ( 4r s (1 cot <f) 3 + 4r 3 rin 2 <p = 2r | 2 (1 -f cor </ ) — 4r ■ cor ^ 
Für einen Punkt über LM: 

Norm = J'4r* (1 — cor 9)’+ 4r* rin *<p = 2c yT (1 - cor tp) = 4r • rin 
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Katadioptrisch. 

Kitadloptrlsch ist jedes Vergröfserungs- 
werkzeng, es mag die Eigenschaft der 
Vergrößerung durch Brechung der Licht- 
strahlen (dioptrisch) oder durch Zurück- 
werfnng derselben (katoptrisch) erlangt 
haben. 

Katakaustische Linie, s. den Art. 
.Brennlinie* mit Fig. 251. 

Kathete ist in jedem rechtwinkligen 
(geradlinigen und sphärischen) jede der 
beiden den rechten Winkel einschliefsen- 
den Seiten. In einem sphärischen Drei- 
eck mit 2 rechten Winkeln ist jede der 
3 Seiten eine Kathete und 2 Seiten sind 
zugleich Hypotenusen-, in einem sphäri- 
schen Dreieck mit 3 rechten Winkeln ist 
jede Seite Kathete und zugleich Hypo- 
tenuse. r 

Katoptrik ist die Disciplin der opti- 
schen Wissenschaften, welche mit der 
Zurückwerfung der Lichtstrahlen durch 
8piegel sich beschäftigt. 

Kaustische Linie, 8. T. w. „Brenn- 
linie*. 

Kegel ist ein Körper, der begrenzt ist 
von einer Kreisebene und einer Fläche, 
die so beschaffen ist, dafs sich in ihr ein 
Punkt befindet, welcher mit jedem ande- 
ren Punkt derselben und einem Punkte 
des Kreisumfangs immer in einer und 
derselben geraden Linie liegt. Dieser 
Punkt heilst die Spitze des Kegels, 
jeder Kreis d ie Gr u ndfläche oder der 
Grundkreis; die zweite begrenzende 
Fläche der Kegelmantel, die gerade 
Verbindungslinie der Spitze mit dem Mit- 
telpunkt des Grundkreises die Axe des 
Kegels; eine gerade Linie, welche die 
Spitze des Kegels mit einem Punkt des 
Grnndkroises verbindet eine Seite des 
Kegels und der Abstand der Spitze von 
der Grundfläche die Höhe des Kegels. 
In Figur 726 ist ABDE der Grundkreis, 

C die Spitze, die geraden Linien CA, 
CB, CD, CE sind Seiten des Kegels. 

2. Aus der Erklärung des Kegels geht 
hervor, dafs jede ans der Spitze nach 
dem Kreisumfang gezogene gerade Linie 
mit allen ihren Punkten in dem Kegel- 
mantel liegt. Hieraus folgt, dafs jede 
von der Spitze aus durch den Kegel ge- 
legte Ebene wie FG den Kegel in einem 
geradlinigen Dreieck CAB dnrchschneidet. 

3. Eine Ebene UJ , welche durch die 
Spitze C eines Kegels und durch eine 
Tangente JK seiner Grundfläche gelegt 
wird, bat nur eine einzige gerade Linie, 
nämlich die gerade Verbindungslinie der 
Spitze C mit dem Berührnngspunkt L 


Kegel, 


726. 



zwischen Tangente und Kreisumfang mit 
dem Kegel gemein; alle übrigen Punkte 
dor Ebene, wie z. B. M liegen außerhalb 
des Kegels. 

Schneidet eine dem Grundkreis paral- 
lele Ebene den Mantel eines Kegels, so 
ist die Durchschnittslinie eine Kroislinie, 
deren Mittelpunkt in der Axe des Kegels 
liegt. Sein Umfang verhält sich zum 
Umfang dos Grundkreises, wie dor Ab- 
stand der Spitze von der Dnrchschnitts- 
ebene zu dem Abstand der Spitze von 
der Grundfläche; die Flächen dieser Kreise 
verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab- 
stände von der Spitze. 

Es sei Fig. 727 AB!) der Kogel, C der 
Mittelpunkt seines Grundkreises, also AC 
seine Axe; half sei die von dem Kegcl- 


Fig. 727. 



mantel mit der 4= der Grundfläche durch 
den Kegel gelegten Ebene gebildete Durch- 
schnittslime und c der Durchschnittspunkt 
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dieser Ebene mit der Axe AC. Ziehe 
Ton der Spitze C zwei Linien AB, AE 
nach den Umfangspunkten B und E des 
Grandkreises : 4, e seien die Durchschnitts- 
punkte dieser Linien mit der Durch- 
schnittslinie bedf. Lege durch die Linien 
AB, AC, AE und AC zwei Ebenen; 4c, 
ec seien deren Dnrchscbnittslinien mit 
der darchgelegten Ebene, 
so ist bc Ar BC und ec -(= EC (s. , E b e u e * 
No. 29 mit Fig. 589) 
folglich ist A A4c oo A ABC 
und &Aec*e &AEC 

Hieraus 4c : BC = Ac : AC 
und ec : EC = Ac : AC 

folglich 4c : BC = ec : EC 

Da aber C der Mittelpunkt des Grund- 
kreises ist, so sind BC und EC als Ra- 
dien einander gleich, folglich ist auch 
4c = ec. Da nun 4 und e beliebige Punkte 
sind, so folgt daraus, dafs auch alle übri- 
gen Punkte des Umfangs bedf gleichen 
Abstand von c haben, dafs daher bedf 
eine Kreislinie mit dem Mittelpunkt c ist 

Man fälle aus der Spitxe A auf die 
Grundfläche das Loth AE, und dies treffe 
die durchgelegte Ebene in den Punkt f. 
Zieht man nun die Linien CE und cf, 
so liegen diese in der Ebene ACE, sind 
parallel, verhalten sich wie AF : Af und 
zugleich wie EC : ec = BC : bc. Die Kreis- 
umfänge verhalten sich aber wie die ihnen 
xugehorigen Halbmesser, folglich verhal- 
ten sich die Kreisumfänge bed : BED wie 
die ihnen zugehörigen Hohen bf -. BE, und 
die Kreisflächen wie die Quadrate ihrer 
Halbmesser, also wie die Quadrate der 
zugehörigen Kegelhöhen. 

5. Ein Kegel, dessen Axe senkrecht 
auf der Grundfläche steht, heilst ein ge- 
rader Kegel, oder auch weil seine 
sämmtlichen Seiten einander gleich sind, 
ein gleichseitiger Kegel. Ein Ke- 
gel, dessen Axe schief auf der Grund- 
fläche steht (Fig. 727) heifst ein schiefer 
Kegel oder auch ein ungleichseiti- 
ger Kegel Aehnliche Kegel, s. u. 
.Aehnfich‘. Die Namen stumpf- 
winklige, spitzwinklige, recht- 
winklige Kegel erhalten die Kegel von 
der Beschaffenheit ihres Winkels an der 
Spitze. 

6. Ist der Kegel ein schiefer Kegel, so 
gibt es anfser dem System der mit dem 
Grundkreise parallelen Durchschnittskreise 
noch ein zweites System von parallelen 
Dnrchschnittsebenen , welche auch Kreise 
sind und Wechselschnitte des Kegels 
heifsen. Deren Durchmesser in dem nor- 


mal auf der Grundfläche befindlichen 
Axondurchschnitt sind antiparallel. 

Durch einen beliebigen Punkt H in 
dem Durchmesser BD einer der Grund- 
fläche parallelen Durchschnittsebene BED, 
wenn A ABD der normale Axenqner- 
schnitt des Kegels ist , ziehe die Linie 
KL antiparallel mit BD, so dafs also 
ZAKL = ^AUH und ^ALK = Z 'ABD, 
und lege durch KL eine der Axe AC 
normale Ebene KGLJ, so ist diese Ebene 
eine Kreisebene und die Durchschnitts- 
linie GJ beider Ebenen steht auf dem 
Axendreieck ABD normal , folglich auch 
normal auf den beiden im Axendreieck 
ABD befindlichen Linien BD und KL 
in dem allen dreien Linien gemeinschaft- 
lichen Dnrchschnittspunkt II. 

Da nun BJDG ein Kreis ist, so hat 


man 

Nun ist 
hierzu 

GH » = Bll x DH 
Z_ DLH = £ KBH 
DHL = /fBHK 

daher 

&DHL ™ &KHB 

woraus 

DH ; LH = KH : BH 

oder 

LH -X KU = BH x DH 

mithin 

LHxKH=GH J 


Mithin ist, weil der Punkt H ein in 
dem Durchmesser BD ganz willkührlich 
angenommener Punkt ist die Ebene KGLJ 
ein dem Kreise BEDJ congruenter Kreis. 

7. Der Mantel eines geraden Kegels 
ist so grofs als ein Dreieck, dessen Grund- 
linie dem Umfang des Grundkreises und 
dessen Höhe der Seite des Kegels ist. 

Man beschreibe in und um den Grund- 
kreis des Kegels zwei einander ähnliche 
Vielecke, die Seiten des inneren Vielecks 
einzeln den Seiten des äufseren Viel- 
ecks. Erstere sind Sehnen im Grund- 
kreise, letztere Tangenten an dem Grund- 
kreise. Nun bilde man zu diesen Seiten 
als Grundlinien Dreiecke, deren gemein- 
schaftliche Spitze die Spitze des Kegels 
ist, so fallen alle Dreiecke über dem in- 
neren Polygon innerhalb, alle Dreiecke 
über dem äufseren Polygon aufserhalb 
des Kegelmantels; die inneren Dreiecke 
unter sich und die äufseren Dreiecke un- 
ter sich sind congruent und gleichschenk- 
lig. Das Loth aus der Spitze auf jede 
der inneren Grundlinien gefällt, d. h. 
die Höhe jedes der inneren Dreiecke, sei 
4, das Loth auf die äufseren Grundlinien 
ist die Seite l des Kegels, die Seiten 
selbst seien a und A so hat man die 
Summe der inneren Dreiecke = {nah, die 
der äufseren = An AI. Zwischen beiden 
Flächenräumen ist offenbar der von ihnen 
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eingeschlossene Kegelmantel begriffen. 
Ist dieser = M, so hat man 
i»aA< in.it 

Ist ferner V der Umfang des Grund- 
kreises, so hat man, da dieser von bei- 
den Polygonen eingeschlossen ist 
na<U < nA 

nnd da k < I, so hat man hieraus 
4 nah < { Ul < j nAI 

Mit dem beliebigen Wacbsthnm von n 
kommen die Polygonnmfänge dem Kreis- 
nmfang nnd die Höhe h der Seite / im- 
mer näher, mithin kommen beide Drei- 
eckssummen $nah nnd i nAI sowohl dem 
Kegelmantel m als auch der Fläche \Ul 
beliebig nahe und sowohl M als {VI sind 
deren Grenzwerthe und einander gleich. 

Da nun ) VI der Inhalt eines Dreiecks 
ist, dessen Grundlinie der Umfang des 
Grundkreises nnd dessen Höhe die Seite 
des Kegels ist, so ist der Kegelmantel 
diesem Dreiecke gleich. 

8. Wenn man durch einen Kegel eine 
mit der Grundfläche parallele Ebene 
führt und den oberen Thcil fortnimmt, 
so heifst der zurückgebliebene mit swei 
Endflächen versehene Theil des Kegels 
abgekürzter oder abgestumpfter 
Kegel. Ist die durchgeführte Ebene + 
der Grundfläche so ist der Kegel gerade 
abgekürzt, ist sie der Grundfläche nicht 
schief abgekürzt. 

Der Mantel eines geraden und gerade 
abgekürzten Kegels ist gleich einem Tra- 
pez, dessen parallele Seiten den Umfän- 
gen der beiden Endkreise gleich sind nnd 
welches das zwischen den beiden End- 
kreisen begriffene Stück der Seite des 
Kegels zur Höhe hat. 

An der Seite CA des ganzen geraden 
Kegels errichte in A die Normale AF = 
dem Umfange des Grnndkreises AB, ziehe 
die gerade Linie CF, so ist A CFA = dein 
ganzon Kegelmantel. Ziehe ÜG A AF, 


Fig. 728. 



so hat man, wenn CJ die Axe des Ke 
gels ist, und H der Punkt, in welchen 


sie die obere Endfläche DE schneidet. 

Umfang AB: Umfang DE =AC : CD 
aber auch AC: CD = AF:DG 

folglich Umfang A B :Umfang DE = AF: DG 
Da nun AF= Umfang AC 

so ist DG = Umfang DE 

daher A CDG = Kegelmantel CDE 
folglich ist das Trapez ADGF= dem Ke- 
gelmantel ABDF.. 

10. Der Mantol eines gerade abpkürz- 
ten geraden Kegels ist gleich einem 
Rechteck, dessen Grundlinie gleich dem 
Umfange des in der Mitte beider End- 
kreise ihnen b durchgelegten Kreises 
und dessen Höhe die Seite des abgekürz- 
ten Kegels ist. 

Durch die Mitte K der Seite AD führe 
den Durchschnitt EM =b beiden Endkrei- 
sen AB und DE und errichte in K die 
Normale KL auf AC, so ist (nach Satz 9) 
KL = dem Umfange des Kreises KM. 

Nun ist aber das Rechteck von der 
Grundlinie KL und der Höbe AD — dem 
Trapez ADFG, folglich ist der Satz er- 
wiesen. 

11. Der Mantel eines geraden Kegels 
ist gleich dem Mantel eines Cylinaers, 
der den halben Durchmesser der Kegel- 
grundfläche zum Durchmesser und die 
Seite des Kogels zur Höhe hat. 

Ist (Fig. 728) CH=\CJ , so ist auch 
DF.-\AB und Umfang WK= jUmfang AB. 
Da nun der Kegelmantel nach No. 9 
= $• Umfang AB mal AC , so ist der Ke- 
golmantol auch = Umfang DE mal AC 
also = dem Mantel eines Cylinders von 
dem Durchmesser DE und der Höhe AC. 

12. Der Mantel eines geraden Kegels 
CAB ist gleich dem Mantel eines Cylin- 
ders dessen Höhe die Höhe CJ des Ke- 
gels ist nnd dessen Grundfläche die in 
der Mitte D der 8eite auf derselben bis 
zur Axe CJ errichtete Normale DO zum 
Halbmesser hat. 

Es sei, Fig. 729, CAB der Axeaquer- 
schnitt eines geraden Kegels, CJ die 
Höhe, CH=$CJ, DE + AB. Ziehe DO 
normal AC, 

so ist r AC AJ ADOW 

weil deren Seiten gegenseitig auf einan- 
der normal stehen. 

Hieraus folgt CA : DO — CJ : DH 
und wenn man DH und DO als Halb- 
messer von Kreisen ansieht, 

CA : Umf. DO = CJ : Umf. DH 
woraus CA x Umf. DH = CJ x Umf. DO 
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Nun ist aber CA x Umf. Off (nach Satz 
1 1) gleich dem Kegelmantel nnd CJ x 
Umfang DO ist gleich dem Cylinderman- 
tcl Tom Halomesser DO des Grundkrei- 
ses und der Höhe CJ des Kegels. 

13. Der Mantel eines gerade abgekürz- 
ten geraden Kegels ist gleich dem Man- 
tel eines geraden Cylinders, dessen Höhe 
dje Seite des abgekürzten Kegels und 
dessen Grundfläche gleich der in der 
Mitte der Höhe genommenen mit den 
Endflächen parallelen Durchschnittsfläche 
ist. 

Der Satz ist mit dem Satz 10 erwiesen. 

14. Der Mantel eines gerade abgekürz- 
ten geraden Kegels ist gleich dem Man- 
tel eines geraden Cylinders von einerlei 
Höhe mit dem abgekürzten Kegel, dessen 
Grundkreis aber die in der Mitte der 
Höhe auf der Kegelseite bis in die Axe 
errichtete Normale zum Halbmesser hat. 

Ist (Fig. 721) DE AB der abgekürzte 
Kegel, KM in der Mitte zwischen AB 
und DE parallel, P deren Durchschnitts- 
punkt mit der Axe, KO normal AC, so 
fälle das Loth DN und man hat wie 
No. 12 

A DAN co A KOP 
daher DN:KP=AD.KO 

Oder HJ-.KP=AD-.KO 
also auch HJ : Umf. KP= AD : Umf. KO 
oder HJ x Umf. KO = AD*. Umf. KP 

Da nun (nach No. 10) AD x Umfang KP 
= dem abgekürzten Kegelmantel nnd 
HJy. Umfang KO der im Satz bezeich- 
nete Cylindermantel ist, so sind beide 
Mäntel einander gleich. 

15. Die Oberflächen gerader schief ab- 
gestumpfter und schiefer Kegel sind nur 
durch höhere Analysis zu finden möglich, 
die Endformcln srnd nur durch Reihen 
zu integriren. 

16. Ist der Halbmesser der Grundfläche 


eines geraden Kegels = B, seine Höhe H 
seine Seite L 

so ist die Grundfläche =nR} 
der Umfang derselben = 2,-ift 
der Inhalt des Kegelmantels =,t BL 
die Seite L = |ff’ + Ä* 
also der Inhalt des Kegelmantels auch 
=»« yin+ h > 
Ist der Halbmesser der zweiten End- 
fläche eines gerade abgestumpften gera- 
den Kegels = r, seine Seite /, seine Höhe 
A, so ist 

der Umfang des oberen Endkreises — 2 nr 
der Mantel = n (B + r) t 
die Seite l = j'A* + (/l — r) 1 
der Mantel auch =zr (fi + r) pV-Kfl— rj* 

17. Der körperliche Inhalt eines Ke- 
gels ist so grols als eine Pyramide Ton 
gleich grofser Grundfläche und Höhe. 

Man beschreibe in und um den Grund- 
kreis zwei ähnliche reguläre Vielecke, be- 
trachte diese als Grundebenen von Py- 
ramiden, die ihre Spitze in der Kegel- 
spitze haben, so ist der Kegel zwischen 
beiden Pyramiden begriffen. Eine Pyra- 
mide, deren Grundfläche gleich grofs ist 
mit dem Grundkreis des Kegels und die 
mit demselben einerlei Höhe hat, ist eben- 
falls zwischen jenen beiden Pyramiden 
begriffen. 

Nun aber ist der Unterschied der in- 
neren und der äufseren Pyramide gleich 
der Pyramide ron derselben Höhe, die 
den Unterschied der Grundflächen jener 
beiden zur Grundfläche hat. Der Unter- 
schied dieser Grundflächen kann aber 
duroh Vermehrung der Seitenzahl beider 
Polygone beliebig klein werden, also auch 
der Unterschied der Pyramiden , und da- 
her müssen die zwischen ihnen begriffe- 
nen Körper}, der gegebene Kegel und die 
Pyramide ron gleicher Grundfläche und 
gleicher Höhe mit ihm gleich grofs sein. 

18. Der körperliche Inhalt eines Ke- 
gels ist = dem dritten Theil eines Cy- 
linders von derselben Grundfläche und 
derselben nöhe. 

Es sei CAB der gegebene Kegel im 
Axenquerschnitt, AB der Durchmesser 
= 2,40 = 2/1 der Grundfläche, CD seine 
Höhe ff. Theile diese Höhe von der 
Spitze C herab in m gleiche Theile. wie 
CE, EP, FG ..., bezeichne diese Höhen 
mit h so ist m h = H. Führe durh jeden 
Theilpunkt eine Ebene + der Grund- 
fläche und construire in und um den 
Kegel Cylinder von der Höhe A. Der 
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Fig. 730. 



erste äufsere Cylinder von der Höhe 
CE = k hat die Grundfläche vom Durch- 
messer aa, und die Höhe EC = k, der 
zweite äufsere Cylinder die Grundfläche 
vom Durchmesser rc und die Höhe FE 
= k , der mte äufsere Cylinder hat die 
Grundfläche von Durchmesser AB und 
die Höhe Ay = k. 

Bezeichnet man den Halbmesser der 
Grundfläche aa mit r, die Grundfläche 
seihst also mit ar’, so ist die Grund- 
fläche cc = 4vr’, die folgende 9,vr’, n. s w. 
Die mte AB - m’»r’. Sämmtliche Cy- 
linder umschliefsen den Kegel und deren 
Summe 


nr’A + 4.1 r’A ■+■ 9,-rr’A + .... m’.vi ’A = Jm(m + l)(2m 1) vr’A 


ist gröfser als der Kegel. fläche ce . .., der mte die Grundfläche xx. 

Der erste innere Cylinder besteht in sämmtliche Cylinder haben die Höhe A, 
der Äxe CE und ist = 0, der zweite hat sie werden von dem Kegel eingeschlos- 
die Grundfläche aa, der dritte die Grund- sen, and deren Summe 

nr’A + 4»r*A -f 9»r’A + (m — 1)’ »n’A = K« — 1) » (2m — 1) »r’A 

ist kleiner als der Kegel. Hieraus hat man 

Im (m -f- 1) (2m -f 1) »r’A > Kegel > j (m — 1) m (2m — 1) »r’A 


Bei beliebigem Wachsthum vom m ver- 
schwindet die Einheit immer mehr und 
mehr gegen m und beide den Kegel ein- 
schliefsenden Gröfsen nähern sich belie- 
big dem Körper 

J m • m • 2m • ,-rr’A — fm* »r’A 
Nun ist nach Voraussetzungmr= .40 =R, 
also m’»r’ = »Ä’, nnd mA = CD = U. 

Demnach ist der Inhalt des Kegels 
= A»fi’//. D. h. = dem dritten Theil 
eines Cvlinders von der Grundfläche und 
der Höhe des Kegels. 


Fx = Kegel Ccc - ,-r/y’ 8x + C = n • 


Für x = 0 fällt der Kegel in die Spitze 
C zusammen, wird = 0 und folglich wird 
auch C = 0. Mithin ist 

der Kegel Cce = — • • x* 

Setzt man für CF die Höhe CD, also 
II für x, so erhält man 

den Kegel CAB = //» = J »R’tf 

19. Der körperliche Inhalt eines gerade 
abgekürzten geraden Kegels ist gleich 
dreien vollständigen Kegeln von einerlei 
Höhe mit dem abgekürzten, deren Grand- 


Durch Integralrechnung erhält man das 
Resultat einfacher: 

Nimmt man CD zur Abscissenlinie, C 
zum Anfangspunkt der Abscissen, setzt 
CF = x, Fc = y, so bat man 
CF : Fe = CD -.DB 
oder x:y = H:R 

R 

woraus y = - x 

MM 

Nun ist die Cubaturformel für Um- 
drehungskörper, indem nämlich das &CDB 
um CD sich umdsehend den Kegelranm 
beschreibt : 

/IN’«*«' t-p' ,+c 

flächen der Reihe nach der untere, der 
obere und das Mittel beider Endkreise 
sind. 

Ein Kegel ist gleich einer Pyramide 
von gleicher Grandfläche und Höhe; führt 
man durch beide Körper parallel mit den 
Grundflächen genommene Durchschnitts- 
ebenen in gleichen Abständen von der 
Spitze, so sind in beiden Körpern diese 
Durchschnittsflächen einander gleich. Die 
beiden oberen Körper sind daher einan- 
der gleich, also auch die beiden abge- 
kürzten unteren. D. b. Ein abgekürzter 
Kegel ist = einer abgekürzten Pyramide 
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wenn beide gleiche Endflächen nnd gleiche 
Höhen haben. Nun gilt aber der Satz 
Ton der abgekürzten Pyramide also auch 
vom abgekürzten Kegel. 

20. Ein gerader gerade abgekürzter Ke- 
gel ist = dem dritten Tbeil Ton dreien 
Cylindem, welche mit dem Kegel gleiche 
Höhe haben, Ton denen der eine die un- 
tere, der zweito die obere Grundfläche 
und der dritte das Mittel beider Grund- 
flächen zur Grundfläche hat. 

Es sei, Fig. 729, der Axenquerschnitt 
DF, AH des abgekürzten Kegels mit dem 
Durchschnitt CED des Ergänzungskegels, 
AJ sei R, DH = r , HJ = //, so hat man 
die Ergänzungshöhe CII aus der Pro- 
portion 

AJ : DH = CJ : CII 
oder R:r-k + CH-.CH 

woraus CH = k und CJ=k- - ^ — 

/{ - r R - r 

Nun ist der Kegel CAB= \aR , k- 

der Kegel CDE = 1 irr’ k • 
folglich der abgekürzte Kegel ABDE 

= J n* • = J.-rA (r» + rR + R •) 

ti — r 

womit der Satz bewiesen ist 

Kegelmantel, s. u. .Kegel*. 

Kegelschnitte. Construction derselben, 
t. den Art.: .Brennpunkte der Ke- 
sr»> schnitte*, pag. 421 mit Fig. 257 bis 
269. 8 ferner .Brennpunkt der Pa- 
rabel*, pag. 416 mit Fig 253 bis 255; 
.Brennpunkte der Ellipse*, pag. 
218 mit Fig. 256; .Brennpunkte der 
Hyperbel*, pag 420. S. ferner den 
Art. ,Curven* Ton No. 12, pag. 174 
bia No. 27, pag. 184 mit Fig. 532 bis 535, 
welches das rein Analytische enthält; 
«Bahn der Weltkörper" von No. 12, 
pag. 296 mit Fig. 188 bis 191; .Bahn 
der Weltkörper, die Ellipse*, pag. 
303. 

Kegelspiegel ist ein Spiegel mit ke- 
gelförmiger Oberfläche. Die katoptrischen 
Gesetze , welche für die Entstehung des 
Spiegelbildes hier einwirken, sind in dem 
Art. . Cylinderspiegel* speciell aus- 
einander gesetzt. Dieselben |auf die Ke- 
gelform des Spiegels angewendet, ergeben 
die hierhergehörigen Resultate. Die Ge- 
setze der Spiegelung sind wie beim ebe- 
nen Spiegel und man hat auch beim 
Kegel jeden Punkt, der einen Lichtstrahl 
aumimmt, als den Punkt einer die Ke- 
gelfläche tangirenden Ebene in betrachten. 


Es sei CAB, Fig. 729, der Dnrchschnitt 
eines Kegels, C dessen Spitze, CD des- 
sen Axe, also AC, BC Seiten des Ke- 
gels, so kehren die Lichtstrahlen in sich 
selbst zurück, die normal auf eine Seite 
des Kegels fallen. So z. B. tritt das 
Bild von dem Punkt E in der Normalen 
EK auf den Punkt F in FE nach E zu- 
rück ; der Lichtstrahl F.G dagegen reflec- 
tirt nach GH, wenn /_ EGB = ^HGC ist. 

Ist also E das Auge, so empfängt es 
in 0 das Bild von II ; alle innerhalb des 
Winkels II GE befindlichen Gegenstände 
werden vom Auge in E innerhalb der 
Linie GF gesehen. Dm z. B. zu erfah- 
ren , wo der Lichtpunkt J in den Spie- 
gel fällt, fälle aus J die Normale JL auf 
BC, verlängere diese rückwärts bis M, 
so dafs JM = EF, ziehe MF und JN +- MF 
so ist N der verlangte Spiegelungspunkt. 


Fig. 731. 



Denn es ist JM - JL = FN .NL 
oder EF:FN = JL>NL 

mithin A BFN co A JLN 

woraus Z.ENF=JNL 

2. Um mittelst des Kegelspiegels ein 
bestimmtes Bild zu sehen, denn eine ab- 
zuspiegelnde Zeichnung, welche wie beim 
Cylinderspiegel ein Zerrbild ist, so ver- 
fährt man für Anfertigung eines solchen 
Bildes folgendermaafsen. 

Es sei Fig. 732 der Kreis die Gröfse 
der Grundfläche des Kegelspiegels, so 
zeichne auf der Papierfläche das Bild, 
welches durch den Spiegel erscheinen 
soll. Es sei A ein Punkt des Bildes, so 
ziehe den Halbmesser CE mit Verlänge- 
rung EG durch den Punkt A, errichte 
in C ein Loth, es sei CD die Höhe der 
Axe des Kegels und in der doppelten 
Höhe CB der Ort des Auges. Ziehe ED, 
so ist DEC das halbe Profil des Kegel- 
spiegels. Ziehe nun BA , welche die Ke- 
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gelseite DE in F schneidet, so ist F der 
Punkt auf der Oberfläche des Kegelspie- 
gel* , in welchem durch das in B befind- 

Fig. 732. 



Denn wenn 3 Kräfte mit einander im 
Gleichgewicht sein sollen, so ist Bedin- 
gung: Erstens, dafs sie in einerlei Khene 
sich befinden nnd iweitens in einerlei 
Punkt sich schneiden. Verlängert man 
also die Kräfte V, P, Q bis in die Hitte 
des Keils, so schneiden sie sich in einem 
Punkt C, und deren Gleichgewicht er- 
fordert 

Fig. 733. 


liehe Auge der Punkt A gesehen werden 
soll und der dem Punkt A in der Zeich- 
nung entsprechende Pnnkt mufs die I.age 
haben, dafs seino Spiegelung in F ge- 
schieht. Demnach hat man nur nöthig 
an die Linie F.F in F einen Z OFE = 
ZAFE ru zeichnen, und man erhält in 
der Papierebene des tu verzeichnenden 
Zerrbildes G als den Punkt, der von B 
aus gesehen in F reflectirt. 

Keil ist ein festes dreiseitiges Prisma, 
auf dessen Seitenflächen Kräfte wirken; 
er war bei den Alten die sechste Potenz. 
Von den drei wirkenden Kräften sind 
twei gegeben, die dritte ist tu bestim- 
men; jene beiden sind die Widerstände 
des Keils, die dritte ist die Kraft des 
Keils. Die Seitenflächen, anf welche 
die Widerstände wirken, heilsen die Sei- 
ten des Keils, die Seitenfläche anf 
welche die Kraft wirkt, der Rücken des 
Keils. In der Regel wird angenommen, 
dafs Kraft und Widerstände in einerlei 
auf den Seitenflächen normal befindli- 
chen Ebene sich befinden. Daher nennt 
man auch, weil es auf die Länge der 
Flächen nicht ankommt, die Durchscnnitts- 
linien der drei Seitenflächen in jener nor- 
mal durchgelegten Ebene Seiten nnd 
Rücken des Keils. Der Neigungswinkel 
der beiden Seitenflächen also der Win- 
kel der Seiten in der Durchschnittsebene 
heifst der Winkel des Keils. 

2. Sind die Kraft und die Widerstande 
auf den Rücken und die Seiten des Keils 
normal wirkend, miteinander im Gleich- 
gewicht, so verhält sich die Kraft zu den 
Widerständen wie der Rücken zu den 
Seiten des Keils. 



V: P-.Q = iinzPCQ:>iH VCQ-.ünZPCV 
= tin D : tin B itinA 
mithin sind V : P : Q = AB : AD : BO 

3. Wenn auf die beiden Seiten des 
Keils unter beliebigen Winkeln Wider- 
derstände wirken, die nur ihren Rich- 
tungen nach znrückweichen können, so 
soll eine auf den Rücken des Keils wir- 
kende Kraft so bestimmt werden, dafs 
mit Rücksicht auf die Reibung der Sei- 
ten des Keils an den Widerständen, ent- 
weder die geringste Vermehrung oder 
die geringste Verminderung der Kraft 
ein Vor- oder Rückgleiten des Keils zur 
Folge hat. 

Es sei ABC, Fig. 725, der normale Durch- 
schnitt des Keils, in dessen Ebene alle 
Kräfte gerichtet angenommen werden. 
Ualbire den zACB durch CD, D V sei 
die Richtung der auf den Rücken AB 
wirkenden Kraft P, PE und QF seien 
die Richtungen der Widerstände P und 
Q, die gegen die Keilseiten so wirken, 
dafs sie bei Aufhebung des Gleichge- 
wichts nur nach diesen Richtungen vor- 
oder rückgleiten können. Um die Lage 
dieser Kräfte zu bestimmen, setze Z DCA 
= Z DCB = a, Z DEP=ß, ZDFQ = y, 
Z CD V = i. 

Wären keine Reibungswiderstände vor- 
handen, so würden die mit V im Gleich- 
gewicht befindlichen Pressungen aus P 
und 0 anf die ihnen vorstehenden Sei- 
ten AC, BC nach normal anf denselben 
befindlichen Richtungen CD und HD 
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wirken und die der Kraft V gleichgel- 
tenden auf die Wirkungen P und <J ver- 
theilten Seitenkräfte nach DG nnd DH 
gerichtet sein 

Der von der Berührung der Gegenla- 


gen mit den Keilseiten her- 
rührenden Reibung zufolge 
haben die Widerstände Rich- 
tungen, die für P+ Reibung 
(ft) zwischen DG und V und 
die für Q + ft zwischen DH 
und V liegen. Und zwar sind 
I V D und IV'ß diese Richtun- 
gen, und zugleich Ü\V und 
ß I V die Richtungen der den 
Widerständen P + ft und 
Q + ß fürs Gleichgewicht 
entgegenwirkenden Seiten- 
kräfte IV und IV’ der Kraft 
V , wenn £GDW =/_HDW 
- r der Reibungswinkel ist. 

Nun hat man für's Gleich- 
gewicht, wenn DW zur Mo- 
mentenaxe genommen wird, 
IV • Ha IVßlV’ 

=• v.iH rßir 

... rin ruw' „ 

wo " us u= ri7WDW v 

Nun ist 

Z IVßlV’ =-Z CDH - 2, = 180° - 2« - 2r 


Z VDW' = Z VDH - t = Z CDU - <T - r = 90° - n 

woher w = ^±J±^. y 
ztn 2 (a + r) 

Eben so ist, D IV znr Momentenaxe genommen, 


0 ) 


IV' 


sin VßlV sin (Z CDG+ J — i) ii»(90 < '+ J - fr - i) co«(o-)-r-<J) 
: «in IVß W" " ' = rin 2 (n + 0 rin 2 (« + Vj ~~ 


•tu 2 (n + l) 


sin 2 (tf + r) 


Die nach J IV gerichtete Seitenkraft IV tung, nach welcher die Widerstände aus- 
nnd der nach JE gerichtete Widerstand weichen können, normal sein mufs. 

P geben nur eine Mittelkraft, welche im Ist also JK normal JE, so mufs JK die 
Falle des Gleichgewichts auf der Rieh- Richtung der Mittelkraft aus IV und P sein. 

Nun ist aber Z EJW = Z EJC + Z WJC = ß - n + GJD = 9O° + 0 - n - r 
und /.KJW=^EJW- /_EJK = ß-«-i 

Daher JK zur Momentenaxe genommen Richtungen der Kräfte Q und IV' auf 
Prin 90°= P= Wrin(ß — ft - i) F’<? eine Normale ML, so ist diese die 

p Richtung der Mittelkraft zwischen diesen 

und IV — — ; — (3) beiden Kräften, von welchen Q nach NF 

nn[ß-a — i) un( j yy nac lj Dyyn gerichtet ist; 

Dm IV’ zu bestimmen errichte in M, nnd es ist q tin NML _ |g. fil) w'ML 
dem Durcbscbnittspunkt zwischen den 


, Nun ist 

z EM IV = z PNC + z W'UC = y - r. + Z IV’OC= y - n + Z ßßiY = y 
folglich Z W'ML =ZFMIV — FML = y — a—i 

Q 


und 


IV’ = — . , 

sin (y — n — i) 


n + 90°-» 


( 4 ) 


Werden diese Werthe von IV und IV’ (Gl. 3 und 4) in die obigen Gleichungen 
1 und 2 für IV uud IV’ substituirt, so erhält man 
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«iw 2 (a + r) 


P = - 


«in 2 (a + t) 


»i» (ß — a — t) cot (a + i + 1 ) «in (y — n — ») co» (a + 1 — d) 


C« 


Aus diesem doppelten Ausdruck für V Gleichgewicht in der oben betrachteten 
ergibt eich die Bedingungsgleichung für Art allein bestehen kann, nämlich: 
die Grüben P und Q, bei welchen das 


P : Q = »in (y — a - r) co« (a + 1 — d ) : «in (ß — a — t) • cot (a 4 d + r) 


( 6 ) 


2. Es ist also im betrachteten Fall V 
für's Gleichgewicht mit P und Q am 
grüfsten, weil mit der geringsten Ver- 
mehrung Ton V' der Keil Torwarts ge- 
trieben wird. 

Soll aber die Kraft V‘ blofs das Rück- 
gleiten des Keils Terhindern, so dafs bei 
der geringsten Verminderung Ton V das 
Rückgleiten geschehen würde. Dann ist 


schon die Reibung mit ihrem 'Widerstande 
R dem Widerstand V zu Hülfe gekom- 
men und hat einen Theil der Kraft P + Q 
zum Rückgleiten selbst übernommen. Ea 
ist also r ' = P + Q - R. • Aus diesem 
Grunde mufs in den Torigen Formeln 
der /_% subtractiT genommen werden. 

Man hat demnach für diesen Fall 


Für Gl. 2 : W a» & + * * ) V = “»fr * ~ V 

»in 2 (a — «) «in 2 (n — f) 

Für Gl. 3: W= P 


»in (/! + *- n) 


Für Gl. 4: W’ = 


Für Gl. 5: V = 


»*" (y + *-«j 

»in 2 (a — ») 


P=- 


«in 2 (n — ») 


(7) 

(«) 

<») 

<?(10) 


»in (ß + t — o) co» (n + d — ») * »in(y+r — o)co»(a— d— r) 

Für Gl. ß: P: Q = »in (y+ r — n) • co» (a — d — r : «in (/J-f r — n).co»(a + <t — f) (1 1) 
3. In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung ist d = 0, ß = y. 

»in 2 (a ± i) »in 2 (a ± i) n 


Dann wird V = 


mithin P- Q 


. f — 

»in (ß — a t r)co« (a±i) »in (/J — a t r) cot (n ± ») 1 


y= 2 » » (" * 0 p 


/IA\ 

Setzt man nun Q = P, bringt den Si- ' «in 0* — n r t) ‘ 
nns des doppelten Winkels im Zähler Bringt man diese Winkel ebenfalls auf 
auf den einfachen Winkel, so bat man die einfachen, so erhält man 


F=2P 


«in n cot r ± cot n «in r 


2 P — 


«in a 1- cot s lg t 


= 2 P- 


«in (d — a) cot r of cot (ß — o) »in r sin (ß — o) ff co« (ß — n) lg t 
«in n /» co« n 


»in (ß — n) t ft cot (ß — o) 

4. Wenn die Richtungen der Widerstände normal gegen die Seiten des Keils 
sind, so ist ß = 90° + a, also 

y — 2 **" ± 0, p _ 2 «in ( " * *) p _ 2 (»in o co» r ± cot rt «in i) 

«in(90°T») co« i cot t 

— 2 (»in a ± cot a lg i) P= 2 (»in a ± p cot n) P. 

5. Wenn die Richtungen der Widerstände normal auf die Axe oder Länge de» 
Keils sind, so ist ß = 90°, also 

y = P= t‘±*S“±D P=2Plo(a±r) = 2P-^— — =2 J»*LÜL 

»in [90° -(«!:)] co«(a=t|) * l^lgalgt l^fi/ja 

6. Wenn V ein Minimum sein soll, so mufs der Nenner ein Maximum sein, 
also in Formel 12 der Nenner = 1. Dann hat man 

,9 — («*t) = 90° 
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also 

nnd 


fl = 90° + o t » 

V = 2P»in («±t)= 2 P (sin a cos i ± cos n sin s) 

_ _ , . > «n(**» n:1: cos a lg ») 

= 2P(»ii* « ± cos « le i) cos r = 2P- ■ — T 

VI + Ij «r 

_ g p sin n ± (i cot a 

VT+ 7*”’ 


7. Die Resultate des Gleichgewichts 
durch u ausgedrückt, werden unmittelbar 
folgender Art gefunden. Es sei, Fig. 735, 
ABC der mittlere normale Querschnitt 
des Keils, DC die den Winkel an der 
Spitze halbirende Mittellinie, auf diese 
wirke die Kraft V und die beiden glei- 
chen Widerstände P wirken unter dem 
mit DC. 

Bezeichnet man den von jedem Wi- 
derstande P auf jede Seite ausgeübten 
Normaldruck mit iV, so äufsern die ein- 
ander berührenden Flächen eine Reibung 
uN, welche längs der Seiten des Kegels 
als Hindernifs wirkt. 

Soll nun das Gleichgewicht so bestimmt 
werden, daCs die geringste Vermehrung 


Fig. 735. 



Ton V eine Fortbewegung des Keils zur 
Folge hat, so mufs I’ im Gleichgewicht 
sein mit den Normalpressungen i V, den 
die Seiten des Kegels von den Wider- 
ständen erleiden und mit den seine Be- 
wegung in der Richtung DC hindernden 
nach CA und CB gerichteten Reibungen 
fiN. D. h. Die Normalpressunjjen und 
die Reibungshiudernisse müssen eine nach 
CD gerichtete der V gleiche Mittelkraft 
geben. 

Nun bilden die Normalpressungen EF 
= JV mit DC den Z SFC = 90° — a. Setzt 


man ihre Mittelkraft FG = Q, so ist Q 
= 2 • KP »in FEE' — 21V »in o, die Reibun- 
gen betragen zusammen ££’ = 2u EF cos a 
= 2 ii N cot «, 

mithin ist V = 2 (sin a + ft cot a) JV 

Um IV mit P zu vergleichen hat man 
dem nach P£ gerichteten Widerstande 
entgegen den Normaldruck N gegen P 
in £ nach der Richtung FE, welcher aus 
der nach DC wirkendeu Kraft V sich zer- 
legt. 

Diesem Normaldruck JV entgegen wirkt 
nach der Richtung AC die zwischen 
den Berührungsflächen der Keilseiten und 
den von P angetriebenen Vorlagon ent- 
stehende Reibung tiN. Reducirt man die 
Kraft und die Reibung fiN auf die Rich- 
tung Ton P, so mufs die algebraische 
Summe der beiden reducirten Wirkun- 
gen + P = 0 sein. 

Also N cot PEN — fiN cot PEA - P = 0 
oder JV »in (fl — a) — fiN cot (fl — a) - P— 0 

P 

woraus N = . r tu , 

sin (fl — a) — n cot (fl — «) 

Diesen Werth in den obigen Ausdruck 
für V gesetzt, gibt 

r_;r Sin « + H cot n 

sin (fl — n) — ft cot (fl — n) 

8. Dieser Ausdruck ist derjenige Werth 
von I', dessen geringste Vermehrung eine 
Aufhebung des Gleichgewichts zur Folge 
hat, indem dann der Keil vorwärts ge- 
trieben wird. Der Ausdruck verwandelt 
sich unmittelbar in den für dasjenige V, 
welches als Minimum bei der geringsten 
Verminderung das Rückgleiten des Keila 
zur Folge hat, wenn inan u subtractiv 
nimmt, wie dies No. 2 für r auseinander 
gesetzt ist, man hat also 

y, _ , p sin n - ft cot a 

»in (fl - «) + H cot (fl — a) 

Keilzahlen werden bisweilen diejenigen 
Zahlen genannt, welcho ein Product aus 
3 ungleichen Zahlen sind als 5x6x7=210. 

Kennzahl gebräuchlicher Kennziffer, s. 

„Charactefistik*. Kennzahl ist je- 
denfalls entsprechender, denn es kann 
die Cbaractenstik eine aus zwei oder meh- 
reren Ziffern bestehende Zahl sein. 


IV. 
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Keplers Gesetze Uber des Lauf der 

Planeten Die frühere Planetentheorie 
war folgende: 

• 1. Die Bahnen aller Planeten sind 

Kreise. 

2. Die Sonne befindet sich nicht in 
dem Mittelpunkt dieser Kreise. 

3. Innerhalb des Kreises befindet 
sich ein Punkt, der Ansgleichungspnnkt 
(pnnctum aequans), von dem ans 
gesehen der Planet in gleichförmiger Be- 
wegung in sein scheint; d. h. dafs der 
Planet von jedem Ort seiner Bahn aus 
gehend 'gedacht, in gleichen Zeiten gleiche 
Winkelgeschwindigkeiten hat und somit 
überall in gleichen Zeiten gleich grobe 
Kreisbogen zu durchlaufen scheint, wie- 
wohl er Ton der Sonne aus betrachtet 
in ungleichförmiger Bewegung sich be- 
findet. 

Wenn der Kreis eine Planetenbahn, C 
dessen Mittelpunkt, S den Ort der Sonne 
bedeutet, so sollte dieser Punkt, der Ans - 

f 'leichungspunkt für die Erdbahn 
m Mittelpunkt C liegen, so dafs also die 


Fig. 736. 



hatte sich bei den Astronomen so fest- 
gesetzt, dafs sie Ton Copernicns und 
Tycho de Brahe auch auf Kepler über- 
ging and bei ihm feste Wurzel fafste. 
Schon Ptolemäus (160 J. n. Chr.) hatte 
excentrische Kreise für die Bahnen der 
Planeten and der Sonne , welche sich 
simmtlich um die Erde dreheten. 

Dafs die Erde allein die Ehre hatte, 
gleichförmig sich zu bewegen, die ande- 
ren Planeten nicht, lag offenbar in der 
Beobachtung grober Excentricitäten bei 
den übrigen Planeten die, mit Ausnahme 
der Venus, bei welcher sie kleiner ist, 
alle viel grölser sind als bei der Erde. 
Bei dem Mars beträgt sie fast das Acht- 
fache der der Erde und gegen ’/>° des 
halben groben Bahndurchmessers. 

Es ist übrigens klar, dafs der Punkt 
p dem Aphel A zu näher liegen mufs, 
weil dort wegen der Langsamkeit des 
Gestirns ein nur kleiner Bogen gegen 
den am Perihel bei dort grober Ge- 
schwindigkeit in einerlei Zeit zurückge- 
legt wird. 

Kepler bemühete sich nun, auf dem 
excentrischen Kreis des einen oder des 
anderen Planeten den Ort jenes Aus- 
gleichungspunkts zu ermitteln. Tyoho 
hatte sich viel mit dem Mars beschäftigt 
nnd gefunden, dafs pC und Sc verschie- 
den seien, Kepler setzte Zweifel darein, 
und beschlofs, eine genaue Untersuchung 
nochmals selbstständig vorzunehmen, warf 
sich auch die Frage auf, wie denn die 
Erde gegen alle übrigen Planeten in Be- 
treff der Lage dieses wichtigen Punktes 
eine Ausnahme machen sollte. 


Erde eine wirklich gleichförmige Bewe- 
gung hatte, indem zu den gleichen Win- 
keln aCß und yCJ auch gleiche Bogen 
aß und yS gehören. 

Bei den anderen Planeten dagegen lag 
der Ausgleichungspunkt der Sonne ge- 
genüber ebenfalls excentrisch in p, von 
wo aus der Planet gleiche Winkelge- 
schwindigkeit hatte, so dafs gleichzeitig 
die gleichen £ rpr) und ypi und mit 
ihnen die ungleichen Bogen i ij und yi 
durchlaufen wurden. 

Bei der Erdbahn war nun CS die Ex- 
centricität, was sie noch jetzt ist, bei den 
anderen Planeten war dagegen pS als 
Excentricität festgestellt, was sie nicht 
ist. 

Man sieht, die Beobachtungen waren 
so scharf und die Schlüsse so richtig, 
dafs die Astronomen der Wahrheit sehr 
nahe kamen. Allein die Idee von den 
Planetenbahnen in excentrischen Kreisen 


Um dies zu ermitteln war vor allen 
Dingen die Excentricität der Erdbahn zu 
bestimmen, und dies that Kepler auf fol- 
gende Weise mit Hülfe von Marsbeob- 
achtungen. 

Der Mars hat eine Umlaufszeit von 
686,979.. also von 687 Tagen. Wird 
derselbe, wie Kepler gethan, 3 mal, das 
zweite Mal an dem 687 ten Tage nach 
dem ersten, das dritte Mal an dem 687ten 
Tage nach dem zweiten Beobachtungstag 
beobachtet, so hat sich der Mars bei jeder 
Beobachtung in einem und demselben 
Punkt am Himmel befunden, und der 
auf die Ekliptik reducirte Ort ist jedes- 
mal derselbe Punkt M in der Ebene der 
Ekliptik. 

Hat die Erde bei der ersten Beobach- 
tung in E gestanden , so ist sie in 365 
Tagen wieder in £ gewesen und hat nuu 
in den nah bis zum zweiten Beobach- 
tungstage verflossenen 322 Tagen den 
Bogen tE"E' beschrieben und steht an 
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diesem Tage in E'\ am dritten Boobach- 
tungstage in E", so dafs Bogen EE'- 
Bogen EE'. Es sei C der Mittelpunkt 


Fig. 737. 



der Ekliptik, AP die bekannte Absiden- 
linie, S die Sonne. Die Figur wird zu 
weiterer Berechnung verzeichnet. 

Mit den bekannten Orten M und S ist 
auch die Richtung MS, die heliocentrische 
Länge des Mars bekannt, die Richtungen 
ES, E'S, E"S die Längen der Sonne 
und die Richtungen EM, E'M, E"M die 
geocentrischen Längen des Mars sind be- 
obachtet. Die Z ESM, z E'SM, z E"SM 
sind = der heliocentrischen Länge des 
Mars weniger den Längen der Erde in 
den Punkten E, E', E". Desgleichen 
sind gemessen die ZSE.W, SEM und 
SE'M. 

Es sind mithin den Dreiecken SEM, 
SE'M und SE'M sämmtlichc Winkel be- 
kannt und aus ihnen die relativen Urö- 
fsen deren Seiten, wenn man eine der- 
selben z. B. MS oder AP als Einheit 
nimmt. Bekannt sind also die Seiten 
ES, E'S, e'S. 

Mit den bekannten Seiten Es und E'S, 
dem eingeschlossenon Z ESE' (Unter- 
schied der Längen der Erde in den Stand- 
punkten E, E) construirt nun Kepler das 
neue /_ESE'\ eben so die Dreiecke ESE" 
nnd E’SE"] hieraus sind also anch die 
Winkel des neuen Dreiecks EE'E" be- 
kannt. 

Der Periphcriewinkel EE”E‘ ist = j 
Centriwinkel ECE’, folglich sind in dem 
gleichschenkligen A ECE’ die Z E'EC 
und EE'C bekannt, nnd zwar jeder = 
90° — \ECE und mit diesen die Seite EC. 

Die Seite ES ist aus dem ASE.V be- 
kannt, der /_CES = /_SEE' — ^CEE', 
folglich ist das A ESC bekannt und mit 
diesem die verlangte Linie CS. 


Die numerische Ansführung aller die- 
ser höchst mühsamen nnd langwierigen 
Rechnungen ergab für den Halbmesser 
PC = 1 die Länge CS = 0,01 8. (Es ist 
dies die Excentricität der Erdbahn, welche 
in der neuesten Astronomie bei gröbe- 
ren llülfsmitteln 0,0167 .. gefunden wor- 
den ist.) Aber Tycho hatte früher schon 
die Entfernung (Sp) der Sonne von dem 
punctum aequans, für welchen er irr- 
thümlich das Centrum C genommen 
hatte, =0,036 gefunden nnd somit war 
erwiesen, dafs der A u sgleichu n gs - 
punkt auf der einen nnd die Sonne 
auf der anderenSeite in gleichen 
Abständen von dem Mittelpunkt 
der Bahn entfernt sind. 

Hierdurch war es möglich, den Radius- 
vcctor der Erde bei jedem beliebigen 
Standpunkt derselben in der Ekliptik zu 
finden. Denn bei voransgesetzter Kreis- 
form derselben hatte Kepler (s. oben) 
den Halbmesser CE — CE’ = CA — CP ge- 
funden. Für irgend einen Standpunkt 
£’ der Erde zog Kepler die Linie £'p. 
Da nnn von p ans die Erde gleichförmig 
sich bewegt, so betrachtete er / :E’pA 
als die mittlere Anomalie, welches zwar 
nicht richtig (vergl. „Anomalie*), al- 
lein bei der geringen Länge von Cp ge- 
gen CA einen nur geringen Unterschied 
giebt. Mit dem bekannten Z E'pA ist 
auch sein Supplement ^EpC bekannt, 
hierzu der bekannte Halbmesser CE' und 
Cp macht das A E'Cp bestimmt. Hier- 
aus erhält man das Supplement /_E‘CS 
von ^.E'Cp und man hat in dem &ECS 
durch den Halbmesser E’C, der Excen- 
tricität CS und dem eingeschlossenen 
/_ ’ E'CS des A E'CS auch den Radiusvec- 
tor SE' gefunden. (Unter E einen be- 
liebigen, nicht den oben angeführten ße- 
obaentnngspunkt E verstanden.) 

Mit der solchergestalt festgestellten 
Theorie der Erdbahn konnte auch die 
Theorie für andere Planeten ermittelt 
werden, nnd Kepler unternahm dies für 
den Mars, der ihm schon für die Erdbahn 
gedient und für welche Tycho so sehr 
vor- nnd mitgearbeitet hatte. 

Aus den bekannten Winkeln SEE' 
und SEE in dem berechneten A EE'S 
und den gemessenen Winkeln SEM, SE'M 
waren die Winkel MEE und ME'E be- 
kannt geworden; man kannte also in dem 
A EEN die Seite EM und also in &ESM 
die Seiten ES und EM nebst dem von 
ihnen eingeschlossenen Z SEM und hatte 
somit die Seite SM, den auf die Ekliptik 
reducirten Radiusvector des Mars nnd 
Z ESM die heliocentrische Länge des 
Mars in der Ekliptik. 
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Wegen der den vorstehenden Berech- 
nungen zu Grunde Hegende Kreisform 
konnten deren Resultate mit denen ans 
Beobachtungen nicht genau übereinstim- 
men, besonders für den Mars, dessen Bahn 
eine so bedeutende Excentricität also eine 
von dem Kreise auffallend .abweichende 
Form hat. Der Unterschied bei Winkeln 
betrug acht Minuten. Dies war der Grund, 
dafs Kepler mißtrauisch wurde, die Kreis- 
form in Zweifel zog und daran ging die 
Form der Bahn am Mars genauer zu un- 
tersuchen, wonach er die Ellipso fand 
und somit der Urheber einer gänzlichen 


Umgestaltung der astronomischen Prin- 
cipien wurde. 

Er berechnete nämlich nach der Theo- 
rie des excentrischen Kreises 3 Abstände 
des Mars, den einen nahe dem Peribel, 
die anderen beiden etwa 90° von dem 
ersten Abstand entfernt, also ungefähr, 
wo die kleine Axe der Marsbabn hin- 
trifft, und suchte dann dieselben Abstände 
durch wirkliche Beobachtungen. 

Die berechneten Abstände waren alle 
größer als die beobachteten : Sie waren, 
den mittleren Halbmesser der Erdbahn 
= 1 gesetzt 


berechnet 1) 1,66605 2) 1,63883 3) 1,48539 

beobachtet 1) 1,66255 2) 1,63100 3) 1,47750 

Unterschied 1) 0,00350 2) 0,00783 3) 0,00789 


Der Unterschied in der Nähe des Pe- 
rihcls war am geringsten, die beiden an- 
dern ziemlich gleich grofs , am größten 
(wegen der dort hin! reffenden kleinen 
Axc der Ellipse), und es war somit er- 
wiesen, dafs die Marsbahn eine ge- 
schlossene Curve von ungleichen 
H au ptdu rch m essern, und deren 
längerer Durchmesser die Absi- 
denlinie ist. 

Aus Tycho's ihm Unterlassenen Pa- 
pieren bestimmte er des Mars 
aphelische Länge 1,66780 
perihclische Länge 1,38500 

Unterschied 0,28280 

und die nälfte 0,14140 die Excen- 

tricität der Marsbahn. Kepler fand dem- 
nach für die Marsbahn eine ovale Curve, 
kam bald auf den Gedanken, dafs sie 
eine Ellipse, fand durch Rechnung nach 
der Theorie der Ellipse diese Voraus- 
setzung sicher und nachdem Kepler die- 
selben Resultate einer ovalen Bahn bei 
noch anderen Planeten vorfand, so ent- 
stand das erste Keplersche Gesetz. 


Durch den Vergleich der Entfernungen 
der Planeten von der Sonne mit deren 
Umlaufszeiten, dafs z. B. Jupiter nur 
bk mal weiter als die Erde von der Sonne 
absteht und doch 11 f Jahre, also llfmal 
mehr Zeit als die Erde zur Umdrehung 
braucht, indem (5J)’ sehr nahe = ist 
(11 f )* brachte ihn auf die dritte Regel s 

Die (Juad ratzahlen der Umlaufs- 
zeiten der verschiedenen Plane- 
ten verhalten sich wie dieCubik- 
zahlen der mittleren Abstände 
dieser Planeten von der Sonne. 

Keplers Problem, s u. dem Art. .Ano- 
malie“ mit Fig. 66. 

Kernform, (Kryst), s. v. w. .Grund- 
form“. 

Kette, Mefskette, s. u. Baculo- 
metrie. 

Kettenbrnch ist ein Bruch, dessen Zäh- 
ler eine ganze Zahl, dessen Neuner eine 
ganze Zahl nebst einem Bruch ist. S. 
den Art. .Bruch“ No. 3, pag. 434. Z. B. 

2 


Die Bahnen sämmtlicher Plane- 
ten sind Ellipsen, in deren einem 
Brennpunkt die Sonne steht. 

Das zweite Keplersche Gesetz, 
in gleichen Zeiten worden von 
dom Radinsrector ungleiche Bo- 
gen in der Bahn aber gleiche See- 
toren beschrieben. 

Es heilst dies, dafs die vom Radius- 
rector in gleichen Zeiten dor Bahnebene 
abgeschnittene Flächeuräumo einander 
gleich sind. Dieser Satz ist in dem Art. 
.Bahn“, pag. 272 mit Fig. 167 erwiesen, 


4 + 


2 + 


5 + . 


In der Regel ist jeder der Zähler die 
Einheit wie: 


5 + - 


3+ ~r 

4+ t 

Ist der erste Bruch mit ) zu Ende, 
dann hat man den untersten Nenner 
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3 13 

2+ -r- = -r-; der Bruch des ersten Neu- 
5 5 

ners ist also - - = — und der ganze 

13:0 13 


Kettenbruch = = = 

. , 5 57:13 

4 + l3 

Der /.weite Kettenbruch ist = 


26 

67 



1 _ 
29:7 


5 + 


3+ 2ä 


1 

6 +-’ 

T 94 : 29 


5 + 


29 

94 


1 

499:94 


94 

499 


Der Art. .Bruch“, No. 5 zeigt, dafs 
mit Verwandlung eines Bruchs in einen 
Kettenbruch der grölste gemeinschaftliche 
Theiler zwischen Zähler und Nenner aus- 
gestolsen und der Bruch in seinen klein- 
sten Zahlen angegeben wird, sobald man 
den Kettenbruch wieder in einen reinen 
Bruch umformt. 

2. Der Kettenbruch dient auch dazu, 
um das Verhältnis grofser Zahlen oder 
Zahlen mit vielen Decimalen näherungs- 
weise in kleineren Zahlen auszudrücken. 
Z. B. Das Verhältnis des Durchmessers 


eines Kreises zu dessen Umfang ist = 
1 :3, 141592653 .... 

Man erhält den Kettenbruch 


3 + 


7 + 


1 


15+ j- , 

1 + 292 + t | 1 

1 + - 


1 + 


nnd hieraus die Näherungswerthe 


1 

2 +... 


22 1 
3; 3j = y;3 + i 


7+ l5 


_ = ?33. 3 + l 
1 106’ + 


7+ 16+T 


-355. 3 , I 

“113’ 3 + 


7 + - 


15 +— T 

1 + 292 


103993 

33102 


Es ist y = 3, 14285... 

iS =3 > ui5o9 -~ 

= 3,1415929 ... 


so entsteht der Kettenbruch für 
6 ' 1 


m + - 


»+ 


P + - 


Dieser Bruch weicht erst in der 7ten 
Decimalstelle von der richtigen Zahl ab 
nnd ist also ziemlich genau. 

3. Es sei der Bruch — in einen Ket- 


? + - 


r+ 


Der uneigentliche Bruch 

i , 1 

“ = !»+ — 

tenbrnch zu verwandeln und man habe: 5 , j_ 

a c h _ d + , 1 

T = m + T' 7-" + 7 ! f + T 

i f 9+ — 


» + .. 


= P+ j“’ T = » + Ti 


7 =T+ V 


e 

'=a + A 

9 9 


r+ 


s + ... 

Der Kettenbruch gibt folgende Nähe- 
rungswerthe 


a c .1 .1 

- = »+ T = » + j = m+ 

s»H — n + - 




p + - 


9 + 
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Hieraus erhält man aus den hinterein- 
ander aufgefuhrten Werthen von ~ 


b nc+d 

II. (mn + 1) 4 = «n + d 

I. mb=a- c Ferner 

Ans dem ersten und zweiten Werth entsteht III. (mnp + p + *) * = (’•/’ + 1) a — t 


rv. (mnpf + pf + mq + mn + 1) h = (npq + q + «)« + f 

4. Nimmt ]man den ersten Brach — , so hat man denselben in seinen Werthen 

4 1 _ 1 _ 1 _ 1 

a ~ c “ . 1 .1 


, c 1 

m+ — *1 — 


»+-r 


m + - 


n+ 


1 


m + • 


« + 


P+-Ä 


» + ' 


i»+- 


» + - 


» + - 


P + - 


? + ' 


P+--T 

»+- 


r+- 


r+- 


* + 7 


nnd in seinen Nähernngswerthen 

4 1 « np + 1 

o ’ m’ mn + 1’ m»p + p + m’ mnpg + pq + mq + mn + 1 ’ 

npqr 4 gr + nr + np + 1 


npq + q + n 


mnpqr + pqr + mqr mnr + mnp + r + p + m 

„..411 1 c 

Nun ist = . . , — c 

— mm (me + e) 


m + T 


1 


nc + d 


a mn + 1 ' 


"+ r 


mn + 1 mnc + md+c mn+1 
npd + nn + d 


= + 


(mne + md+c) (mn+1 ) 


mnpd + mne + pd + md + e 


» + - 


P + ~d 

Mithin *- *±L- = - 


67 


216 

201 


s 


a mnp + p + m [(mnp + p + m)d + (mn + l)e] [mnp + p + m] 

Von den Nähernngswerthen ist also 216 1147 I 5 
der erste so grofs, der zweite zu klein, 1080 | 

der dritte zu grofs, der vierte zu klein; 
überhaupt der ungerade Werth zu grofs, 
der gerade zu klein. 

5. Will man einen gegebenen Bruch 
in einen Kettenbruch verwandeln so ver- 
fährt man am leichtesten auf die Weise 
wie man den gröfsten gemeinschaftlichen 
Theiler zweier Zahlen sucht. Z. B. der 
216 


15 j 67 4 

| 60 j 

7 1 15 1 2 

14 


1 i 7 I 7 
7 ! 
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Der Kettenbrnch ist 



1 



6. Um die Näherungswerthe der Rei- 
henfolge nach in erhalten macht man 
folgendes Schema in drei Columnen. Die 
erste Colnmne für die durch snccessire 
Division erhaltenen Quotienten, die iweite 
Colnmne für die Zähler, die dritte für 


die Nenner. Für jeden Broch ist der 
Bruch y = 0 als erster Näherungswerth 

in setien und der iweite Näherungswert!» 
ist immer 1 dividirt durch den ersten 
Quotient. Mit diesen beiden Näherungs- 
brüchen fängt man das Schema an. Jeder 
»te der folgenden Näherungsbrüche er- 
hält mm Zahler den ihm vorstehenden 
Quotient multiplicirt mit dem vorherge- 
henden (n - ljten Zähler + dem diesem 
vorstehenden (i* — 2)ten Zähler und mm 
Nenner denselben Quotient multiplicirt 
mit dem (n-l)ten Nenner + dem (n— 2)ten 
Nenner: 


uotient 

Zähler 

Nenner 

0 

0 

1 

5 

1 

5 

3 

3 X 1+ 0= 3 

3 x 5+ 1= 16 

4 

4 X 3+ 1= 13 

4X 16+ 5= 69 

2 

2X13+ 3= 29 

2 X 69 + 16= 154 

7 

7x29 + 13 = 216 

7x154 + 69 = 1147 


„ , 216 Beispiel. Das tropische Jahr enthält 

D»e Näherungswerthe des Bruchs — = 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 51 8e- 

cunden. Das Verhältnis eines Tages 
mm Jahre in annähernden Brüchen an- 
sugeben. 


Da. Jahr hat 365 + — Tage = 365 + ^ 

Man erhält folgende Tabelle für den ächten Bruch 


Quotient 

Zähler 

Nenner 

0 




0 




1 

4 




1 




4 

7 

7 X 

1 + 

0 = 

7 

7 X 

4 + 

1 = 

28 

1 

lx 

7 + 

1 = 

8 

lx 

29 + 

4 = 

33 

4 

4 X 

8 + 

7 = 

39 

4x 

33 + 

29 = 

161 

1 

lx 

39 + 

8 = 

47 

lx 

161 + 

33- 

194 

1 

lx 

47 + 

39 = 

86 

lx 

194 + 

161 = 

355 

1 

lx 

86 + 

47 = 

133 

lx 

355 + 

194 = 

549 

1 

lx 

133 + 

86 = 

219 

1 X 

549 + 

355 = 

904 

3 

3x 

219 + 

133 = 

790 

3 X 

903 + 

549 = 

3261 

3 

2 X 

790 + 

to 

w— 

CO 

II 

1799 

2 X 

3261 + 

904 = 

7426 

1 

1 X 1799 + 

790 = 

2589 

1 X 

7426 + 3261 = 

10687 

3 

2 X 2589 + 1799 = 

6977 

2 X 10687 + 7426 = 

28800 


Demnach hat ein Tag die näherungsweisen Verhältnisse aun» tropischen Jahr 
1 : 365* ; 1 : 365* ; 1 : 365*; 1 : 365,**; 1 » 366,** u. s. w. 

KettenliMe ist eine vollkommen bieg- Endpunkten unbeweglich befestigt ist, in 
same unausdehnsame Linie, die an ihren der Lage, dafs Gewichte, die auf ihr nach 


eind also 

0 1 3 13 «L. 211 

1 ! 6 ! 16’ 69’ 154 : 1147 


Digitized by Google 


Kettenlinie. 


24 


Kettenlinie. 


irrend einem Gesetz vertheilt sind, im 
Gleichgewicht sich beffnden. Sind die 
Gewichte so vertheilt, dafe auf jede noch 
so kleine Länge der Linie gleich grulse 
Gewichte kommen, so heißt die Linie 
eine gemeine Kettenlinie. 

2. Die Bedingungen für die Ge- 
stalt einer Kettcnlinie xnbestim- 
men. 

Gewichte sind + gerichtete Kräfte, es 
sind also alle Punkte einer Kettcnlinie 
in einer durch die Aufhangepunkto ge- 
legte Vertikalebene begriffen. Sind A, 
B die Aufhangepunkte der biegsamen 
Linie, C der tiefste Punkt derselben, so 
nehme man die durch C gerichtete Ver- 
tikallinie CJ zur Abscissenlinie und für 
irgend einen Punkt £ der Kettenlinie 
seien CD = x und ED — y die rechtwink- 
ligen Coordinaten. Die Länge des Bo- 
gens CE sei V, und das auf diese Länge 
nach irgend einem Gesetz vertheilte Ge- 
wicht = V. Die Tangente der Linie im 
Punkt £ bilde mit der Horizontalen AJ 
den Winkel o. 

8ollte nun das Stück AE. der Ketten - 
linie hinfort genommen werden, und da- 
für zwei Kräfte angebracht, die eine ho- 
rizontal, die andere vertikal gerichtet, so 
müssen dieselben so beschaffen sein, dato 
die aus ihnen hervorgehende Mittelkraft 
nach der Tangente EH gerichtet ist, 
welche der Bpannung der Linie im Punkt 
E das Gleichgewicht hält 

Es sei diese Spannung in £ = », die 
Horizontalkraft = Q, die Vertikalkraft = P, 
so mufs die Mittelkraft ans P und Q 
nach EG gerichtet und =s sein. 

Folglich ist 

P—ssincp und Q = scos<f 

Fig. 738. 


und P i + ß* = #* sin *<p -|- s* cos ~ a* 
woraus * = J'P 3 ß» 

Die Spannung im Scheitel C sei = », 
so ist dieselbe nach der dort horizontalen 
Tangente rechts und links gerichtet. Wenn 
man nun den Theil BC der Linie hin- 
fortnimmt, so mufs in C nach der Hori- 
zontalen CS rechts eine Kraft S ange- 
bracht worden, und daun wären die Kräfte 
P, ß , 5 und das Gewicht V miteinander 
im Gleichgewicht. Sind aber Kräfte im 
Kaum mit einander im Gleichgewicht, so 
müssen sie auch mit nngeänderten Rich- 
tungen an einem Punkt angebracht das 
Gleichgewicht halten und daher müssen 
auch die Kräfte P, ß, S, V in £ mit 
ungeänderten Richtungon angebracht im 
Gleichgewicht sein. Alsdann sind aber 
gerade entgegengesetzt P und F, ß und 
5; also kaun das Gleichgewicht nur be- 
stehen, wenn P= V und ß = S. 

Zcrl egt man also in irgendeinem 
Punkt£ die Spannung horizontal 
und vertieal, so ist die horizon- 
tale Seitenkraft = der Spannung 
5 im Scheitel und die Verticale = 
dem auf dieKettenlinie zwischen 
diesem Punkt und dem Scheitel 
vertheilten Gewicht. 

Nun war oben 

Q = scosn und P = stina 
folglich hat man auch 

s cos a = S und t sin a = V 
Hieraus s’sC' + V* 
und « = t'c* + e* (1) 

Dividirt man die beiden vorletzten Glei- 
chungen durcheinander, so erhält man 
sin «_ F 
cos a S 
V 

oder tg n = — (2) 



Nun ist der Winkel, den 
die Tangente im Punkt £ mit 
der Abscissenlinie CJ bildet 
= 90° — p, folglich ist nach 
dem Art. , Cu rve nl e hre * , 
Formel 2, pag. 185 


*9 o) = — 
lg a 


_ö, 

Ox 


Mithin nach Gleichung 2 


9jf_ _S 
0x~ V 


( 3 ) 


Ist nun V als eine Function 
entweder von x oder von y 
gegeben, so hat man im ersten 

Fall das ^ durch x ansge- 
drückt, das Integral dieses 
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Ausdrucks nach * wird dann ~ bestlm- 
8x 

men und die Gleichung der Kettenlinie 
bekannt sein. Ist dagegen V als Func- 
tion ron y gegeben, so ergibt das Inte- 
gral ^ die Gleichung der Kettenlinie. 

Ist aber drittens V als eine Function 
rom Bogen * bestimmt, so mufs das Dif- 
ferenzial in Beziehung auf e angegeben 
werden Es ist aber nach dem Art „C u r- 
venlebre“ V. pag. 191 

§-:=« 

8y _ Dy # 0* .© 

8» 8x 8 t 18 r\ 

V8x/ 

Mithin nach Gleichung 3 und 4 

(?) 


8y_ 


Es ist ebenso 


MiY 


s 

l'S 1 +T* 


( 5 ) 


bx 

bi = 


8x 8y _ 
8y 8c - 


© 

© 


folglich nach Gleichung 3 und 5 
8* S V V 
bt~ 


l/s*+r> s 
3. Die Gestalt der Kettenlinie 
an bestimmen, wenn die Gewichte 
darauf so yertheilt sind, dafs die 
auf die einzelnen Theile dersel- 
ben kommenden Gewichte wie die 
Frojectionen dieser Theile auf 
eine Horizontale sich verhalten. 

Das Gewicht, welches auf einen Bogen 
kommt, dessen horizontale Projection die 
Längeneinheit ist, sei = p, so ist das Ge- 
wicht des Bogens CE, weil y seine Ho- 
nzontalprojection ist, = py. Setzt man 
diesen Werth für V in Gleichung 3, so 
erhalt man 

Dx py 

9x _ 1 py 


Die Gleichung für die Kettenlinie in 
diesem Fall ist 

, 28 

y’ = -x (7) 

Folglich ist die Kettenlinie bei 
der angenommenen Vertheilnng 
des Gewichts eine Parabel, deren 
2S 

Parameter = — ist. 

P 

Es sei c die Länge einer Linie, auf 
welcher ein Gewicht dergestalt yertheilt 
ist, dafs auf jede Längeneinheit = p 
kommt und dies so vertheiite Gewicht sei 
= der Spannung im Scheitel, so ist cp = S. 
Diesen Werth yon S in Gleichung 7 sub- 
stituirt, ergibt 

y* = 2c* (8) 

Sind CJ = 4 und AJ = l die Coordina- 
ten des Anfangspunkts A der Ketten- 
linie, so wird für x = k und y = l 

P = tck 

„ P 
woraus 2c = — 

Diesen Werth in Gleichung 8 snbsti- 
tuirt, gibt 

= (9) 

Zur Bestimmung der Länge des Bo- 
gens CE = t hat man die Gleichung 4: 


also 


• ‘fi! '+(&)' *• 

'■'/t 


Nun ist y : 

“•“* Ufkf, 0» 

Diesen Werth in die Integralformel 
substituirt, gibt 

fV'+ifx»' <“> 

Setzt man , um das zu integrirende 
Differenzial rational zu machen. 

'P~ 




hieraus 


so wird 


Folglich ist x= j ^8y=j-~y J 


wo die Constante 
auch x - 0 wird. 


»egfällt, weil - für y = 0 


1+ 4Ax = ‘ 

P _1 

4A * a 1 — 1 

und daher — = — ■— . _ . ? . * 

ös 44 (»»-1)* 

Substituirt man diesen Werth in die 
Integralformel 11, so erhält man 


P ffb} 
"24 J 
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** ** 1 A , B 

Nnn Ut («*^1^ - (» + 1)* (» - 1)* “ (» + 1)’ + (* - 1)’ 

Um die unbekannten Zähler A und B — ** — 4.4* = 0 
an finden verfahrt man nach dem Art. woraus mit » dividirt 
,, Integral No. 30, pag. 304 und man A = mithin Ä = 

* »’ = A (» - \f + B (s + 1)» Demnach ist 

Diese Gleichung geordnet und auf Null r 1 _ _ 1» , I» 

reducirt gibt (»+!)>(»— 1)* (s + 1) 1 T (* - D* 

»’_(i + B — l)-it(,A-B)+A + B = 0 nn j 

Für i — O entsteht A — B . n . 

Setzt man diesen "Werth in dieselbe / * ”* - i / . ‘“'ii /- - 

Gleichung so ist A + B = 0 und es entsteht J (»* -1)* (» +1)’ J (»— 1)* 

Schreibe - 1 f ,‘^s * Ö‘ + + */(£& ' 9 ‘ + */ Ä 

" ■ - *frh + k fi Ä? + */Ä + */ Ä 1 

= -*fc.(» + l)-i r J T + ito(s-l)-*.ji I 
P /* »’ 8s P r s + 1 2s 1 , „ 

<uh8r •=-5iy^r«i-8sL , "i3i+irriJ + c 

Nun ist s=|/ 1 + 

Diesen Werth in die letzte Formel für e gesetzt, In j-— Terwandelt in ln 

P, 8 kx + P + Av'k*(.ikx + P) ,Vhx(.*kx + P) , „ 

gtbt t = j- h ln ji + Tk +C (13) 

p 

Für i = 0 wird e = 0 mithin hat man 0 = — ln 1 = 0 und C = 0. 

Ist die Länge .IC des Bogens = l, so ist * = *, und 

L .ryji±^±pmi +I ^eri ' m 


4. Die Gestalt der Kettenlinie Uithin nach No. 2, Gleichung & nnd 6 

zu bestimmen, wenn die Gewichte 8y _ S 8 

auf die Kettenlinie selbst gleich- ^ - ^T ~^j (0 

mäfsig Tertheilt sind, oder die iS’ + e’ FS’ + pV 

Gleichung der gemeinen Ketten- , 9x _ pv 
linie zu finden. nn 8e - l/ci _l „a e 2 ' ' 

Setzt man wiederum das Gewicht, wel- ' , . 

cbes auf die Längeneinheit der Ketten- Ans der IW6lteD Gleichung hat man 
linie selbst kommt = p , so wird V = pt. 


f- --ß = = : t)'=±-J{S'+pH*) *2 p*« 
J l'S’ + p’e* 2 P 


* = i-ys» + p*ti*+c (3) * = i(i/S , + p*«’*-S) (*) 

Für r = 0 wird auch e = 0, mithin hat woraus durch Umformung 
man p* ** + 2p Sa = p’ e’ (6) 

n _ B _ ... . Ist c die Länge eines Theils der Eet- 

0= - + C; mithin roUstandig unliaie, deren § e „ icht = d „ Spannung 


Digitized by Google 


Kettenlinie. 


27 


Kettenlinie. 


S am Scheitel, so ist pc = S, und diesen 
Werth in die letzte Gleichung substituirt, 
gibt dieselbe 

x* + 2« = e* (6) 

Es läfst sich also, wenn e bekannt ist, 
für jede Länge e eines Bogens der Ket- 
tenlmie vom Scheitel abgerechnet dieAb- 
scisse x des Endpunkts dieses Bogens 
bestimmen. 

Setzt man nun den Werth S = pc in 
das Differenzial von y, Gleichung 1, so 


erhält man 

8y _ _ 

Bv 
Also 


pc 


p \'c* + »’ + «’ 


r de 

1= e / — 

J |'C ä + 


= c In (« + yc* + «*) + C 

ge* + 

ist für « = 0 auch y = 0; gibt 


Nnn 

C = — c In c 
Daher vollständig 


r [fi» (e + V'c 3 + »’) — /» c] ss c In V * c> * 


CO 


Nun ist ans Gleichung 6: 
v = \'2cx + x* 

Diesen Werth in Gleichung 7 substi- 
tnirt, gibt 

, c+x + yicx+x* 

y = c In — — — 

c 

welches die gesuchte Gleichung der ge- 
meinen Kettenlinie ist. 

Ist die Lage des Scheitels und der Auf- 
hangepunkte der Kettenlinie gegeben, so 
seien A und f die Coordinaten des einen 
Aufhangepunkts, den Scheitel wiederum 
als Anfangspunkt der Coordinaten genom- 


men; alsdann mufs S so beschaffen sein, 
dafs wenn man * = A setzt , y dadurch 
= f werde , deshalb hat man zur Bestim- 
mung von c die Bedingnngsgleichung: 

„ cte « + »-H«± g 

C 

Dividlrt man beiderseits mit c und geht 
zur Exponentialgrö&e über, so ernilt 
man 

t T_ c + A + l/ädÄ + Ä» 
c 

oder +2eA + A* = c« c - c - k 


w j_ jl 

oder 2cA + A 8 = c»# e + e* + A , -2c , e* -flehe" + 2cA 


folglich reducirt und mit e* dividirt: 
li J_ 

,« _2e c +1 = 0 

e 

welches zur Bestimmung von c die Ex- 
ponentialgleichung ist, welches nur durch 
Proberechnungen geschehen kann. 

Man pflegt daher behufs der Anwen- 
dung der Kettenlinie die entgegenge- 
setzte Bestimmung zn machen, nämlich 
für A anf einander folgende Vielfache von 
c anzunehmen nnd dadurch zu bestim- 
men , welches Vielfaches A von c ist. 
Man erhält nämlich aus der letzten Glei- 
chung 

y = i« T + *«' r -l 

Setzt man nnn — = m, so findet man 
c 

durch diese letzte Gleichung unmittelbar 
für . — eine bestimmte Zahl; diese sei i«, 
so dafs man hat k = nc und f = mc; da- 


her = — 

A n 

Setzt man nun für m nach einander 
die Werthe 0,1; 0,2 u. s. w. so bestim- 
men sich hierdurch entsprechende Werthe 

für n und auch für Bringt man 

nun diese zusammengehörigen Werthe in 
eine Tabelle, die so weit fortgesetzt wird, 

dafs die Werthe von alle diejenigen 

Fälle begreifen , welche in der Ausübung 
für das Verhältnifs von A und f Vorkom- 
men , so darf man in einem besonderen 
Fall wo A und f gegeben sind, nur den 

Qnotient bestimmen, diesen in der 

Tabelle aufsuchen, so findet man die ihm 
entsprechenden Werthe von « nnd i». 
Oder 

I = mc und A = ite 


Dividirt man nnn f durch m oder A 
durch w, so erhält man für den vorlie- 
genden Fall den erforderlichen Werth 
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von e und dinn ist vermöge der obigen 
Gleichung such für jeden Werth ron x 
der ingehörige Werth von y bestimmt. 

Die Länge der Ketteniinie yom Schei- 
tel bis mm Aufhangepunkt ergibt sich 
dann aach unmittelbar durch die obige 
Gleichung 6: » = | 2cx -f **, wenn man 
darin i statt x setit. 

Anch die Spannung der Kette tatst 
sich in jedem Punkt bestimmen, denn es 
war im Allgemeinen nach No. 2 
» = 1 / ^TP’ = 1 / S'+ F* 

Folglich im gegenwärtigen Fall 
«= J ■ , p , c*+P*e*=P j/e* + 2cx+x* — p (c -\-x) 

Die Spannung » wächst also vom Schei- 
tel, wo sie = fc ist bis rum Aufhänge- 
punkt, wo sie den Werth = p(c + A) er- 
hält, wo also die Gefahr des Zerreifsens 
am gröfsten UL 

5. Die Gleichung einer Kettenlinie tu 
bestimmen, wenn auf dieselbe ein zwei- 
faches Gewicht, das eine gleichmäfsig 
nach der Länge derselben, das andere 
aber nach der horiiontalen Projection 
vertheilt ist. 

Es sei das anf die Längeneinheit der 
Kette kommende Gewicht = p , das pro- 
portional ihrer horizontalen Projection 
vertheilte Gewicht auf jede Längenein- 
heit = f, so ist das auf den Bogen r vom 
Scheitel ab gerechnet kommende Gewicht 
= p* + yy, letzteres weil die Projection 
des Bogens e die Ordinate seines End- 
punkts ist. Man hat also nach der bU- 
nerigen Bezeichnung 

F = p. + « 0) 


Nnn war allgemein, nach No. 2, Glei 
chung 6 nnd 6 

8y_ 

~ p'Sä+T* 

8x = r_ 

8» _ y's r +T'* 

Es ist aber nach Gleichung 1 
V 1 

v — y 

P P 

8e _ 1 | S| 

8F“7 >'8F 

8y _ 8y 8e 
8P _ 8»’8K 
Setzt man für beide Differenziale ihre 
obigen Werthe aus Gleichung 2 und 5, 
so erhält man aus Gleichung 6: 

8y _ S (l i 8y \ 

8P ^S’+P*'? P SF/ 

und hieraus das Differenzial entwickelt 

S 0) 


und 


also 


aber 


( 2 ) 

(3) 

(4> 

(S) 

(«) 


Sy _ 

8K ?s + pV /s« + ps 


Dm dies Differenzial rational zu machen 
*+F 


setze man l'S*+ F* 
so entsteht quadrirt S* = s’ + 2*P 

und " **'* 


mithin 


8F 
8s ‘ 


und F* = s + 


F= • 

S» + s» 
2s* 

S*-s> 


2s 


S*±s» 

2s 


( 8 ) 

( 9 ) 

( 10 ) 


Da nun 


Sy Sy »F 8 / a*+a* \ 

8's~8F , Si'~ ... + 2s* ) 

?S+ p__ 


oder 


so ist 


Sy S (S* -j- s*) 

8s" s(ps*+2ySs + pS*)' 


s* —-./($* + **) 8» 

y ^'s(s*+^/s + s>) 


Setzt man den trinomUchen Factor des 
Nenners = 0, so erhält man zwei Wur- 
zeln a und ß der Klammergröfse. 


R = 

ß = 

folglich y = 
Setzt man 




(y-kV-p*) 

(? + l-'y’-p*) 
+s*)8s 

V 

*(*-«)(* — P) 


( 12 ) 

(13) 

(U) 


S*+s* _ A_ B C 

S (» — (l) (s — ß) s s — o s — ß 


so erhält man 


aß 


B- 


S* + n» 


(«-««’ 

Diese Werthe in die Integralgleichung substitu 

__AS /’8»_£S / s» CS r 8» 

P J • P J P J *-i 


c- s ,+ß * 

~{ß-a)ß 
substituirt, gibt 
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i . BS . . CS . _ 

also » = -hl In (s — o) /n(s - 5)-fC 

P P P 


(15) 


Für x = 0 wird y = 0 and * = 0 x = 0 auch K = 0, also für x = 0 wird 

Nun ist i = i/S*+ K* — V und F = p* + oy * = VS’ = S 

I , , r Man erhalt also zur Bestimmung der 

Folglich wird nach Gleichung 1 für Constante die Gleichung: 


0 = -— US-~ ln (S -!>)- — ln(S-ß)+C 
P P P 

Mithin vollständig 

AS, S BS, S- a , CS, S- ß 

y= — In In + — In f 

P * P »-« P »-/* 


(16) 


Um nun ebenso eine Gleichung tur 
Bestimmung von x zu erhalten, hat man 
die ersten beiden allgemeinen Gleichun- 
gen 3, No. 2 und 7, No 5 


Oy _ '8*/_ S 




(8»’) 

)x = 9x Oy _ (OK/ 

OK “ Oy ‘ OK _ ^8y) ~ , S + p | S» + K* " *■'“,$ + p ( 

Setzt man hier wiederum, um das Differenzial rational zu machen, 


j/S* + K* = .+ K 
so erhält man, wie vorher die Integrale zur Bestimmung von x: 

S» + s« 

* 2s* 

S* — s* 


K = ^’; ,'F+ K*=- S,+ *’ 9r 


2s 


2s ’ 8s 


8x_8x.9K_ f & + »*\ S* — s* 

8 s OK Os ~ g r S* + s’ * V 2s* / 2 s 8 (2 iqS + p&* 


*(2sy.S + pS* + ps*) 


2s 


Mithin 


1 /• (S‘-s 4 )0s 


_,« -,.- 2 i?,s_ s , t . M,s +s .,* 

Für — „ schreib — + 

*« + 2 ’' s*fS*s* s‘+?^ s*+S*s* ,«+?£? ,> + s» t » 

P _ _ P P 


= -l + - 


s* + S> s* 


Dann hat man x 


L ,*(** + 

v P i 


9s 


Betzt man nun — 


— Ss* + S* s* + S 4 


(,* + 2 »Ss + S>) 


s-o s-4 s» + s 
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und entwickelt wie vorher, so erhält man Oder wenn man bemerkt, dafs aß als 
iaS . , , ... letites Glied in dem Product (» -«)(•- ß) 

+ 5* * ... — - — - — * 


A'=f- 


^/j' + sv’ + s 4 

B 1 = _? 

/J’OJ-n) 

C'- — 

<<ß 

0' = -?».-^ 

F °ß 


= dem letzten Gliede S* des Trinoms, 
so hat man 

-S-' 

und D' = — — • S 

P 

Behält man die unbestimmten Coeffi 
cienten vorläufig bei, nnd intogrirt 


1 /T , , A' , B' ’C ß'l. 

L " 1 + rni + r^ + ?r + 7 J Ö ‘ 

so hat man x = - ^ [— s + A' Ih (* - n)+ B'ln (s - ß) - ^ + D' In sj + C 


1 = S 


Zur Bestimmung der Constante hat man für ar = 0, am Scheitel r = 0 also 


Also ° = - i [— S + A'/n(S-<.) + iJWi.(S- / J)-^ + B’/«s] + C 

also vollständig * = — J-fs — S + A’ ln ? — -+ B'ln ~ ^ + D’/n— 1(17) 

£p L 9 — ft ( — p « d 6 J 


Es bleibt nun noch übrig in den Aus' 
drücken für y und x für a, ß, A, B .. 
ihre Werthe einzuführon. 

Nun ist A = = 1 

aß 


ä = — =-^L= 

«(«-/») tV-p* 


c= — 


S* + (S J 


ß(.«-ß) iV-p» 

• _ y a,+ y “L + = = S ‘-« 1 = (S . + n«) (S «-^ 

«* (a — /3) «* (a — 0) «*(« 

(aß + a*)(aß-n*) _(ß + a)(ß- a) _ , ^ __ 1 

= ' .»(—«' -<B+Ä -"' 


ä’= 


n’ {a — ß) n* ( a — ß) n* (n — ;?) «* (n — ß) 

3fS 

P 

-j-fi’ + Sßß’ + P - (S t + ß t )(S ,_ß t) 


ß*(ß~") 


ß'ifl-a) 


; =-(«+«= 2 ! s 


C =S» und ß'= -^S 
P 

Diese Werthe in beide Formeln für y und x substituirt, gibt aus Gl. 16 u. 1? 

y= ir,,i — L. h gu + _i_ h «i.fl 
p[ . w-p’ Vi'-p* 

. i(._,+!l? h «^« + .!f» h 5rJ + L , -,_!L« to £) 

3p\ p i — a p t—ß s p */ 

_S-s gS (S-q)(J-fls 
i r p’ (s — <0 (s — />) S 


Da es nun im Allgemeinen nicht müg- die zusammengehörigen Werthe vou x 
lieh ist, z zwischen beiden Gleichungen und y zu berechnen, 
vou y und x zu eliminiren, so rnufs man d* » = j.'s>+ p_ p, 8 o ist i immer 
sich damit begnügen, für s aufeinander Heiner als S. Man wird daher, weil auch 
folgende Werthe zu setzen und daraus dj e Spannung S am Scheitel noch un- 
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bestimmt ist, auf einander folgende ge- 
brochene Vielfache Ton S für ; anneh- 
men, indem man von den Zehntheilen 
anfängt, dann Hunderttheile n. s. w. setzt. 
Die Formeln in den obigen Gleichungen, 
wovon die Logarithmen zn nehmen sind, 
werden dann unabhängig von S, weil 
anch a und ß, S als Factor enthalten. 

Die Logarithmen lassen sich daher voll- 
ständig Bestimmen und man wird für 
jede Substitution für x und y Vielfache 
von S erhalten. 

Entwirft man nun , wie bei der g e m e i - 
nen Kettenlinie, eine Tafel der so 
erhaltenen verschiedenen Werthe von x 
und y , indem man darin theils x theils 
y als Vielfache von S, und dann anch 

wieder die Quotienten von — , welche 

absolute von S unabhängige Wahlen sein 
werden, und es ist dann in einem be- 
sonderen Falle das Verhältnifs der Coor- 
dinaten des Aufhangepunkts gegeben, so 
sucht man den Verhältnifsnamen unter 
den Quotienten von x und y auf und 
man findet daneben zugleich auch, welche 
Vielfache diese Coordinaten von S sind. 
Wenn man daher alsdann diese Coordi- 
naten mit den Vervielfältigungszahlen 
dividirt, so ergibt sich der für diesen Fall 
zugehörige Werth von S. 

Kettenmessung, s. „Baculometrie“. 

Kettenrechnung ist eine Rechnung in 
einem Ansatz von eigenthümlicher Form, 
dem Kettenansatz, Kettensatz, so 
genannt, weil der Ansatz in beliebig vie- 
len Sätzen besteht, von denen jeder Satz 
mit dem Hintergliede des ihm vorherge- 
henden Satzes als Vorderglied wieder an- 
fangt, so dafs der ganze Rechnungsansatz 
eine Aebnlichkeit mit einer Aneinander- 
reihung von Kettengliedern hat. 

Wenn das Verhältnifs zweier Gröfsen 
A, B gesucht wird, so kann man dasselbe 
finden , wenn das Verhältnifs beider Grö- 
fsen mit anderen Gröfsen, mit Zwischen- 
gröfsen gegeben ist. Wenn z. B. A : C 
= m:n, B : D = p : q, C : D = r : t gegeben 
sind. Alsdann hat man den Ansatz in 
Proportionen 


A:C = m:» 

D : B = y : p 

C: D = r:t 

woraus A : B = mq r : npi 

Es kommt nur darauf an, dafs die ver- 
mittelnden Größen in den .ersten und 
den zweiten Gliedern so verthcilt werden, 
dafs sie sich bei der Multiplicatinn der 
gleichnamigen Glieder einander aufbeben. 

Der Kettensatz entsteht nun, wenn 
statt der Proportionen Producte genom- 
men werden und zwar in der Ordnung, 
dafs das Hinterglied jedes Satzes mit dem 
Vorderglied des folgenden gleichnamig 
wird. Mit dem Frageglied wird als Vor- 
derglied des ersten Satzes angefangen 
und das Hinterglied des letzten Satzes 
ist mit demselben gleichnamig. 

Das obige Beispiel würde ein Ketten- 
satz sein in der Form 
txB = A 
mA = mC 
iC = rD 
pD = qB 

hieraus x • mp — mqr 

Da nun x • Ä = A 

so ist B = — = -- A oder A = B 
x mqr mp 

DieKettenrechnungist eine Rechnungs- 
art, die bei den complicirtesten Verhält- 
nissen bei nur geringer Aufmerksamkeit 
keinen Irrthnm im Ansatz zuläfst. Ueber- 
legungen für etwaniges Vorhandensein 
umgekehrter Verhältnisse, die in Elemen- 
tarschulen früher den Gegenstand einer 
höheren Rechnungsart, der umgekehr- 
ten Rege lde trie ausmachten, Kommen 
hier nicht vor, und daher ist den Rech- 
nungsmännern , den Kaufleuten dieser 
Kettenansatz das einfachste und sicherste 
Rechnenmittel. 

Beispiel. Wie viel an preufsischem 
Courant sind 300 oldenbnrger Pistolen, 
wenn 35} Stück derselben auf X Mark 
bei 21} Karat fein kommen, wenn 35 
preufsische Friedrichsd’or auf 1 Mark bei 
21 Karat 8 Grän fein kommen und wenn 
1 preußischer Friedrichsd'or 5 Thlr. 20 
Sgr. Courant gilt? 


Ketten- Ansatz 

Wie viel (x) preufs. Thaler (sind) = 300 oldenb. Piat. 

(wenn) 35} Pistolen = 21} Karat 

(wenn) 21} Karat = 35 Friedrichsd'or 

(und wenn) 1 Friedrichsd'or = 5} Thaler 

Hieraus - °° ^ preufs. Thaler = 559 Thlr. 19 Sgr. 3,82 Pfennige. 
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Kettenregel - ist die Regel, nach wel- 
cher beim Ansatz und der Ausrechnung 
eines Kettenrechnungsexempels verfah- 
ren wird. 

Kettenutl, s. u. , Kettenrech- 
nung.* 

Kettenstab, s. u. .Baeulometrie.* 

Kettenatange, eben daselbst. 

Kippregel ein Winkelmaafsinstrument 
besteht in einem metallenen Lineal mit 
senkrechtem Ständer in dessen Mitte, in 
welchem ein Gradbogen in einer senk- 
recht auf dem Lineal befindlichen Ebene 
anf nnd nieder bewegt werden kann um 
Höhenwinkel zu messen. Der Gradbogen 
ist zu diesem Behuf entweder mit Diop- 
tern oder einem Fernrohr in Verbindung 
gebracht. 

Klammern. Die Anwendung derselben 
f6r Gröfsen complexer Form, deren Be- 
deutung s. den Art.: .Algebraische 
Zeichen*, pag. 62, rechts. 

Klammergröfse heilst jeder in einer 
Klammer eingeschlossene complexe Aus- 
druck. 

Kleiutet, s. .Gröfstes und Klein- 
stes*, mit Fig. 678 bis 680. 

Klima. Hierunter verstanden die al- 
teren Geographen eine Zone anf der Erd- 
oberfläche zwischen zweien Parallelkrei- 
sen, von denen in dem einen der längste 
Tag | Stunde länger ist als in dem an- 
deren. Sie theilten nämlich jede der 
beiden Ualbkngeln vom Aequator bis 
znm Polarkreise in 24 Klimate. Am 
Aeqnator nnd anf beiden Zonen vom 
Aeqnator bis zu jedem Wendekreise ist 
der längste Tag 12 Stunden am Polar- 
kreis ist der längste Tag 24 Stunden und 
man hatte also zwischen dem Aequator 
und jedem Polarkreis 24 Klimate. Von 
den Polarkreisen bis zum Nordpol wur- 
den noch Klimate angeordnet, die alle 
so unterschieden waren, dafs in dem er- 
sten Parallelkreis der längste Tag einen 
Monat, in dem zweiten zwei Monat u. 
s. w. bis znm sechsten, dem Pol wo der 
längste Tag sechs Monate dauert. 

Die geometrische Constrnction dieser 
klimatischen Theillinien ist in dem Art. 
.Breite, geographische* mit Fig. 
214 gezeigt und die Richtigkeit erwiesen. 
Hierbei will ich, um etwanige Täuschun- 
gen zu vermeiden, bemerken, dafs der 
Ort 0, der in der Art beschaffen ist, dafs 
in ihm und dem ganzen ihm zugehörigen 
Parallelkreise der längste Tag 16 Stun- 
den (Bogen EDn, der halbe Tagebogen 


= --? y Halbkreis EDi) nicht in dersel- 

ben Erdhalbkugel QDq liegt, in welcher 
die Construction ausgeführt ist, wo Qq 
der Aequator und P den Pol bedeutet, 
sondern in der Halbkugel Pqp. Es ist 
o der richtige Ort, wenn Pq Aequator, 
q Pol nnd oo’ sein Parallelkreis gedacht 
wird. 

Die sechs Klimata der kalten Zone wer- 
den auf dieselbe Weise construirt: Es 
sei Qq der Aeqnator, PC die Axe, EC 
der Halbmesser der Ekliptik in dem Durch- 
schnitt mit dem Aequator, so gibt die 


Fig. 739. 



auf CE Normale (e) in dem Punkt t die 
Richtung des mit dem Aequator paral- 
lelen Polarkreises. 

Theilt man den Quadrant eK in sechs 
gleiche Theile, fällt ans den Theilpunk- 
ten Normalen auf CE, von den dortigen 
Theilpunkten, die mit dem Aequator qQ 
parallelen 11,22,.. (CQ = 66), zieht 
EE^CP, so hat man, wenn man sich 
CP als Aequator, Qq als Erdaxe denkt, 
EE den Polarkreis, und die auf dem Bo- 
gen EQ bestimmten Theilpnnkte 1 bis 6 
in Q die entsprechenden Punkte für die 
mit EE parallelen klimatischen Parallel- 
kreise. Der Theilpunkt 1 bestimmt den 
Kreis für die Orte In welchen der längste 
Tag einen Monat dauert; der Pnnkt 2 
den Kreis für 2 Monat Dauer u. a. w. 

Kllnobasisch ( Kryst) heifst die Lage 
der Basis gegen die Normalaxe des Kry- 
stalls, wenn dieselbe schiefwinklig ist 
(s. Axensystcm der Krystalle). 

Klinometer («lii-oa» ich neige) ist der 
wissenschaftliche allgemeine Name für 
jedes Nivellirinstrument, mit welchem 
man also die Neigung einer Linie oder 
einer Ebene gegen Horizontalen bestimmt. 
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Klloorhombiscbes KrysUUisationssy 

< stem ist das 5te System, das zwei und 
eingliedrige System, bei welchem 
zwei ungleichartige Axen unter schiefen 
Winkeln sich schneiden, beide aber von 
der dritten ihnen ungleichartigen Axe 
rechtwinklig geschnitten werden. 

Klinorhomboldisches Krystallisations- 
System ist das sechste System, das ein 
und eingliedrige System, bei wel- 
chem drei ungleichartige Axen unter 
schiefen Winkern sich schneiden. 

Knoten heilst in der Geometrie der 
Punkt, in welchem eine Curve zum zwei- 
tenmal trifft; ein Theil derselben wird 
von diesem Punkt in beiden Seiten eine 
geschlossene Rundung wie bei der nn- 
teren Konchoide, Bd. II. pag. 167, Fig.523. 

Knoten in der Astronomie sind die 
Durchschnittspunkte zweier gröfaten Kreise 
an der Himmelskugel; besonders die 
Durchschnittspunkte einer Planeten- oder 
(’ometenbahn mit unserer Erdbahn, der 
Ekliptik und ebenso die einer Mondbahn 
um ihren Planeten. Die Dnrchschnei- 
dnng beider Bahnen geschieht in zweien 
einander gegenüberliegenden Punkten, die 
gerade Verbindungslinie beider Punkte 
geht durch den beiden Planeten gemein- 
schaftlichen Centralkörper, die Sonne. 
Diese Verbindnngslinie heilst die Kno- 
tenlinie. 

Die Ekliptik theilt die Himmelskugel 
in zwei Hälften, die nach dem Nordpol 
über uns, also sichtbare Uimmelskugel 
beifst die obere, dio nns unsichtbare 
nach dem Südpol hin liegende die untere 
Halbkugel. Die Knotenlinie theilt beide 
sich durchschneidende Bahnen ebenfalls 
in zwei Hälften. Die in der oberen Him- 
melshalbkugel liegende Hälfte der Pla- 
netenbahn heilst die obere, die in der 
unteren Halbkugel liegende die untere 
Hälfte. Der Knoten, in welchem der 
Planet in die obere Halbkugel tritt, heiit 
der aufsteigendc Knoten, der Knoten 
in welchem der Planet in die untere 
Halbkugel tritt, der niedersteigondo 
oder der absteigende Knoten. Was 
hier von Planeten gesagt ist , gilt auch 
für Cometen und unseren Mond. Beide 
Knoten sind 180° von einander entfernt. 

Der Planet oder Mond hat in dem Kno- 
ten keine Breite, u weder geozentrische 
noch heliozentrische Breite, und es gibt 
dieser Umstand das Mittel an die Hand, 
durch Beobachtungen dos WeRkörpers 
den Ort seine» Knotens zu ermitteln; 
man bat nur nöthig, ihn in zweien Orten 
zu beobachten, in welchen er gleiche 

IV. 


Breiten hat, von welchen die eine die 
nördliche, die andere die südliche Breite 
ist, so dafe er das zweite Mal so viel 
über oder unter der Ekliptik sich befin- 
det, als das erste Mal er unter oder über 
der Ekliptik stand. Addirt man beide 
beobachteten Längen und nimmt von 
der Summe die Hälfte, so erhält man 
die Länge des Knotens, indem man den 
Lauf des Planeten während der zwischen 
beiden Beobachtungen begriffenen Zeit 
gleichförmig annimmt. 

Ist dieser Knoten der aufsteigende , von 
dem man bei jedem Planeten zu zählen 
anfängt , so hat man ln dem östlichen 
Abstande desselben vom Frühlingspnnkt 
die Länge des Knotens. Diese Länge 
wird nun auf der Planetenbahn vom Kno- 
ten aus rückwärts, also innerhalb der 
südlichen Halbkugel abgetragen and de- 
ren Anfangspunkt ist der Nullpunkt für 
die heliozentrischen Längen des Planeten 
in seiner Bahn. Von der bestimmt an- 
gegebenen Länge des augenblicklichen 
Orts eines Planeten die Länge seines 
Knotens abgezogen, gibt die Länge des 
Planeten vom Knotenpunkt, welche das 
Argument der Breite des Planeten, 
durch welche die Redaction des Planeten 
auf die Ekliptik ausgeführt wird. 

Die Knoten der Planeten behaupten 
nicht fest ihren Ort in der Ekliptik, sie 
machen ebenso wie die Nacbtgleichen- 
punkte, der Frühlings- und der Herbst - 
punkt, rückgängige Bewegungen , so dafs 
Längen-Abnahmen entstehen, weiche eine 
Folge der gegenseitigen Attraction der 
Weitkörper sind, durch welche sie sich 
anziehen und früher in ihre Bahnen kom- 
men als bei dem vorher gewesenen Um- 
lauf. Bei den Planeten beträgt diete 
Rückbewegung bei jedem Umlauf etwa 
eine Bogenminute, bei dem Monde da- 
gegen beträgt sie jährlioh 19 Grad, so 
360 

dafs die Mondknoten in = 19 Jahren 

den Zeichen entgegen durch die ganze 
Ekliptik gerückt sind. 

Knotenlinie, s. n. .Knoten*. 

Knotenmonat, s. v. wie „Drachen- 
monai“, s. d. und „ astronomischer 
Monat“ No. 4. 

Körper. Euklid sagt im 11. Buoh, 1 
und 2 Erklärung: Ein Körper ist was 
Länge, Breite und Tiefe hat. Eines Kör- 
pers Grenze ist Fläche. 

Die Geometrie oder vielmehr der Theil 
der Geometrie, welcher sich mit den Kör- 
en beschäftigt, die Stereometrie, 
t nut den von den Grenzen einge- 
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schlossenen körperlichen Raum und 
die Grenzflächen den mathematischen 
Körper zum Gegenstände; mit der den 
körperlichen Raum ausfallenden Masse, 
mit dem physischen Körper beschäftigt 
sich die angewandte Mathematik. 

Die Art der Grenien bestimmt den 
Körper. Ein Körper wird begrenzt Ton 
lauter Ebenen oder von lauter krummen 
Flächeu oder von geraden und krummen 
Flächen zugleich. 

Körper, die von lauter Ebenen be- 
grenzt werden, sind entweder prisma- 
tisch oder pyramidalisch oder po- 
lyedrisch. 

Prismatische Körper, Prismen 
sind solche Körper, die von zwei einan- 
der gegenüberstehenden congruenten Drei- 
ecken, Vierecken oder Vielecken und von 
dazwischen liegenden Parallelogrammen 
begrenzt werden. Die ersteren beiden 
Figuren sind die Grund- oder Ende- 
benen, oder die Grund- oder End- 
flächen, die Parallelogramme die Sei- 
tenebene n oder Seit enflächen. Der 
Character der Prisma ist also, dafs pa- 
rallel mit einander durch die Seitenflä- 
chen gelegte Ebenen congruente Figuren 
geben. 

Ist eine der Endflächen der anderen 
nicht parallel, so sind sie einander nicht 
congruent, die Seitenflächen sind Tra- 

f sze und das Prisma heilst ein abge- 
ürztes Prisma. 

Pyramidalische Körper, Pyra- 
miden sind solche Körper, die ein Drei- 
eck oder Viereck oder Vieleck zur Grund- 
fläche haben und deren Seitenflächen 
alle in einem Pnnkt, der Spitze, Drei- 
ecke bildend, zusammen laufen. Der 
Karacter der Pyramide ist also dafs pa- 
rallel mit einander durch die Seitenflächen 
gelegte Ebenen ähnliche Figuren bilden. 
Hat die Pyramide statt einer Spitzo eine 
obere Endfläche, so sind die Seitenflächen 
Vierecke, die Pyramide heilst abgekürzt. 
Ist die obere Endfläche der unteren pa- 
rallel, so sind die Seitenflächen Trapeze, 
die Pyramide heifst gerade abgekürzt; 
ist die obere Endfläche der Grundfläche 
nicht parallel, so sind die Seitenflächen 
Trapezoide, die Pyramide heilst schief 
abgekürzt. 

Eine Abart der Pyramide ist der Obe- 
lisk, nämlich ein Körper, bei dem die 
Seitenflächen eine solche Lage haben, 
dafs sie nicht in einer Spitze, sondern in 
einer geraden Linie, einer Schärfe en- 
digen. 

Ein polyedrischer Körper, ein Po- 
lyeder ist ein Körper, der von lauter 


verschiedenseltigen Figuren eingeschlos- 
sen ist. Sind die den Körper begren- 
zenden Figuren alle regelmäßig nnd con- 
gruent, so heilst der Körper ein regel- 
mäfsiges Polyeder. Es gibt deren 
nur fünf: 

1. Das Tetraeder, deren Begren- 
zungsflächen aus 4 gleichseitigen Drei- 
ecken bestehen. 

2. Das Octaeder wird »on 8 regel- 
mäßigen Dreiecken begrenzt. 

3. Das Icosaeder wird von 20 re- 
gelmäßigen Dreiecken begrenzt 

4. Das Hexaeder, der Würfel wird 
von 6 Quadraten begrenzt. 

5. Das Dodekaeder wird von ltre- 
gelmäfsigen Fünfecken begrenzt 

Die Körper, die von lauter krummen 
Flächen , also von mehreren krnmmeu 
Flächen begrenzt werden, kommen selten 
zur Untersuchung vor. Körper, die von 
nur einer krummen Fläche begrenzt wer- 
den, sind die Kugel und alle durch Kur- 
ven gebildete Umdrehungskörper wie die 
Ellipsoide. 

Die Körper, die von Ebenen und krum- 
men Flächen begrenzt werden sind Cy- 
linder und Kegel, Cylindroide und Ko- 
noide. Ein Cylinder ist ein Prisma, 
ein Kegel eine Pyramide mit kreisrun- 
der Grundebene. Cylindroide sind 
Prismen, Konoide sind Pyramiden mit 
Grundebenen, die von geschlossenen aber 
anders als Kreise gestalteten Curveu be- 
grenzt sind. 

Körperausdetmung, s. „Ausdehnung 
der Körper“. 

Körperberechnung. Geschieht die Be- 
rechnung speciell in bestimmten Zahlen, 
so ist sie der arithmetische Theil 
der Stereometrie, geschieht sie in 
Aufstellung von allgemein geltenden For- 
meln, der algebraische Theil der- 
selben. 

Jeder Körper ist in ein rechtwinkliges 
Parallelepiped zu verwandeln, dessen kör- 
perlicher Inhalt gleich ist dem Product 
seiner drei Seiten. Daher besteht auch 
jede Formel für den Inhalt eines Kör- 
pers , seine Gestalt sei, welche sie wolle, 
aus einem Product von dreien Längen- 
dimensionen. 

Ist A die Grandebene eines Körpers, 
h dessen Höhe, J der Inhalt, 
so ist J des Prisma = AK 

J des Cylinders = A*=»rT-4 = zrr’ä 
wenn r den Halbmesser der Kreisgrund- 
ebene bedeutet. 
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J des schief abgekürzten dreiseitigen 
Prisma = j- — • A 

wenn «, 4, c die Seitenkanten, A den 
Inhalt des normal auf die Kanten ge- 
nommenen Querschnitts bedeutet. 

J einer Pyramide ist = i Ah 
J eines Kegels ist J Ah = 

J einer gerade abgekürzten Pyramide 

= *(z4 + M« + i>* 

wenn B der Inhalt der zweiten Endfläche 
ist. 

J eines gerade abgekürzten geraden 
Kegels = J (A* + VAB + B l ) h 

= y (r* + rp + p 1 ) k 

wenn p den Halbmesser der zweiten 
Endfläche des Kegels bedeutet. 

J einer Kngel ist Jnr’ 

Einer der wichtigsten Sätze als nülfs- 
satz zur Beweisführung stereometrischer 
Lehrsätze ist folgender: 

Sind zwei Körper zwischen zwei pa- 
rallelen Ebenen begriffen nnd so be- 
schaffen, dafs die mit diesen Ebenen pa- 
rallel genommenen Durchschnitts-Ebenen 
derselben immer dasselbe Verhältnis zu 
einander haben, so stehen die Inhalte 
beider Körper in demselben Verhältnifs. 

Denn man theile den Abstand der pa- 
rallelen Endebenen beider Körper, oder 
wenn diese in Spitzen oder Kundungen 
ausgehen, die parallelen Ebenen, welche 
die beiden Körper zwischen sich begrei- 
fen, in eine beliebige Anzahl gleicher 
Theile und führe durch die Theilpunkte 
Ebenen, die mit jenen parallel laufen. 

Zwischen je zwei nächsten Durchschnitts- 
ebenen construire man um jeden Körper 
zwei normale Mäntel, Ton denen der eine 
über dem Umfang des einen aufwärts, 
der andere unter dem Umfang des an- 
deren abwärts gerichtet ist, so wird in 
jedem Körper der von dem einen Um- 
fang eingeschlossene Körper gröfser, der 
von dem anderen Umfang eingeschlos- 
sene Körper kleiner sein , als der zwi- 
schen beiden Durchschnittsebenen befind- 
liche Theil der zu rergleichenden beiden 
Körper. 

Nun verhalten sich aber prismatische 
Körper (also auch die construirten) von 
leicher Höhe wie ihre Endflächen, daher 
aben diese Körper, deren Endflächen 
dieselben Durchschnittsebenen der gege- 
benen Körper sind, immer ein nnd das- 
selbe Verhaltnils. Folglich werden auch 
die Summen aller inwendigen Körper, 


so wie die- aller auswendigen bei beiden 
zu vergleichenden Körper immer dasselbe 
Verhältnifs haben. 

Da man nun durch Vermehrung der 
Theile in dem Abstande beider zuerst 
enaunten Parallelebeueu den Unterschied 
er Summen der inwendigeu und aus- 
wendigen Körper beliebig klein machen 
kann, so folgt, dafs auch die zwischen 
begriffenen Körper dasselbe Verhältnifs 
wie jene Summen haben müssen. D. b. 
wie die Durchschnitte dieser Körper mit 
Ebenen, die den begrenzenden Parallel- 
ebenen parallel laufen. 

Hieraus folgt, dafs wenn in beiden 
Körpern die im Satz gedachten Durch- 
schnittsebenen in beiden Körpern einzeln 
gleich grofse Durchschnitte bilden, die 
Körper selbst einander gleich sind. 

Ferner, dafs wenn drei Körper zwischen 
zwei Parallelebenen begriffen sind und 
eine solche (iestalt haben, dafs wenu 
man dieselben mit einer jenen Ebenen 
parallelen Ebene schneidet, der Durch- 
schnitt in dem einen Körper immer gleich 
ist der Summe der Durchschnitte in den 
beiden anderen Körpern, alsdann auch 
jener Körper gleich ist der Summe der 
beiden anderen Körper. 

Dieser Uülfssatz heilst nach seinem 
Urheber der Cavallerische Grund- 
satz, weil Cavalieri ihn ohne Beweis 
aufgestellt und angewendet hat. 

KOrperdreleck, s. v. w. .dreiseitige 
Ecke,* s. .Ecke“ No. 1, Erklärung, 
die übrigen No. 2 bis 18 Lehrsätze, No. 
19 bis 26 Aufgaben und Construktionen ; 
mit Fig. 590 bis 599. S. „Körpertri- 
gonometrie.“ 

Kirperecke, s.v.w.Ecke, a. „Ecke“. 

Ktrpermaafs, s. v. w. „Cubikmaafs“, 
s. d. 

Körpertrigonometrie ist die Bestim- 
mung des Zusammenhangs zwischen den 
Seiten und Winkeln der Körperdreiecka 
durch Anwendung der Lehren der ebenen 
Trigonometrie. Die Körpertrigonometrie 
unterscheidet sich von der ebenen, dafs 
die in Betracht kommenden Winkel der 
ebenen Dreiecke, welche zu einem Kör- 

f terdreieck gehören, nicht in einer Ebene 
iegen. 

Anmerk. In den folgenden Unter- 
suchungen ist zu Erleichterung des Ver- 
ständnisses die Anordnung getroffen, dafs 
bei Bezeichnung einer Körperecke (Fig. 
738) 

1) Die 3 Buchstaben, welche die Vor- 
derpunkto der drei Kanten bezeichnen 
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vorangestellt «erden, und dafs der an Sinne der gegenüberliegenden Winkel 

der Spitie befindliche Bucbetabe S der di vidirt alle einander gleich. 

vierte wird. Denn in dem Körnerdreieck ABSC aei 

die Seite BSC = a. Seite ASC = b. ASB 


Fig. 740. 



= c; die gegenüberliegenden Winkel seien 
«, ß, C. Von einem beliebigen Punkt C 
der Kante CS fälle man anf die Ebene 
der Seite ASB und auf deren Kanten 
die Lothe CD, CA, CB, ziehe AD und 
BD, so ist Z CAD = n, Z CBD = ß. Man 
hat daher in dem bei A rechtwinkligen 
Dreieck ACS, AC — CS sin 4, und in dem 
&ACD ist 

CD = AC • sin a e CS - sin 4 • sin n 

Eben so ist in dem bei B rechtwink- 
ligen Dreieck- BCS , BC = CS rin a, und 
in dem rechtwinkligen A BCD ist CD 
— BC • sin ß - CS sin a • sin ß 


2) Die mit kleinen lateinischen Buch- 
staben bezeichneten Seiten entsprechen 
den grofsen Buchstaben der gegenüber- 
liegenden Kanten (Seite a der Kante A S, 
Seite b der Kante BS und Seite c der 
Kante CS gegenüberliegend). 

3) Die Winkel, welche durch die sie 
bildenden Seiten bezeichnet werden müs- 
sen, erhalten die ihrer Kante zugehörigen 
Buchstaben in der Mitte: der durch die 
Seiten ASC und ASB gebildete Winkel 
wird bezeichnet /CASB oder z BASC. 
Sonst werden diese Winkel mit nur 
einem Buchstaben bezeichnet. Näm- 
lich 

4) Die Winkel der Ecke werden auch 
mit griechischen Buchstaben bezeichnet 
und entsprechen den vorderen Buchsta- 
ben der den Winkel bildenden Kante. 
Z« = dem Winkel, der von den beiden 
Seiten BAS und C.4S mit der Kante j 4.S 
gebildet wird. 

1. In einem Körperdreieck verhalten 
' sich die Sinus der Seiten wie die Sinus 
der gegenüberliegenden Winkel, oder was 
dasselbe ist, in einem und demselben 
Körperdreieck sind die Qnotienten der 
Sinns der einzelnen Seiten, durch die 


Daher ist 

CS • «in b • «in n — CS > «in a • «in ß (1) 
woraus «in a : sin b = sin n : sin ß 
Eben so findet man 

sin a : sin e = sin « : «in )- (2) 

daher 

«in a : «in b : «in c = sin r : »in ß : sin y (3) 
Aus Oleichung 1 findet man, wenn 
man mit CS «in n • sin ß dividirt 
rin b • sin n _ sin a • sin ß 


oder 


sin u • sin ß 
sin b sin a 


• sin ß 


. - . nnd ebenso = (4) 

ssn ß sin n sin y 

2. In einem Körperdreieck ist der Co- 
sinus einer Seite = dem Produkt ans den 
Sinus der beiden anderen Seiten mal dem 
Cosinus des von ihnen eingeschlossenen 
Winkels + dem Product aus den Cosinus 
dieser beiden Seiten. — Und der Cosi- 
nus eines Winkels = dem Product aus 
den Sinus der beiden anderen Winkel 
mal dem Cosinus der von ihnen einge- 
schlossenen Seite — dem Product aus 
den Cosinus dieser beiden Winkel. 

Denn construirt man wie im vorigen 
Satz, so hat man 


AS — CS cos b ; AC — CS «in 4 ; AD — AC cos a — CS sin b cos a 


Man fälle von A auf BS das Loth AE kel wechselsweise auf einander normal 
und von D auf AE das Loth DE, so ist stehen. 

ZDAE = Z.ASB -c, weil deren Schon- Man hat daher 

A) BE — DF —AD sin c = CS rin b • sin c • ros a 
Ferner ist ES = AS cos c = CS cos b • cos c 
daher BS = BE + ES — CS «in 4 * sin c - ros a -f CS cos b • cos c 

Aber BS - CS cos a 

daher CS cos a CS sin b • sin c • cos a + CS cos b • cos c 
«der cos a = sin 4 ■ sin c • cos « + cos b • cos c 


-j-n-w.-«. -i_uu.yjv' 
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Eben so beweist sich der Satz für cot b drei Seiten mit jedem der 3 Winkel dar- 
an d cot c. Durch Vertauschung der Buch- stellen 

staben, welche die Seiten und Winkel cot a= aiit b’tmccot «-f cot A- cot c (1) 
bezeichnen , hat man demnach drei Giei- cos b — sin a • sin c • cot ß cot a * cot c (2) 
chnngen, die den Zusammenhang der cot c = sin a • sin b • cos y -j- cot o - cot b (3) 

' B) Es ist Gleichung 1, 2 und 3 

1. cos <s = sin 4 -sin e - cot n -f- cos b‘ cot c 

2. cos b = sin o • sin c- cot ß + cos a • cot c 

3. cos c sin <s • li» 4 • coi y -f co* a • coi A 
cos b aus 2 in 1 und in 3 gesetzt, gibt 

4. cos a = sin b - sin c-coi a sin n- sin c* cos e-coi ß + cot a- cot 3 c 

5. cos c — sin a • sin b • cos y + sin a • sin c • cos s- cot ß + cot e • cos 3 a 

Setzt man nun 1 — sin *c für cos ’c und 1 — sin *o für cos *«, so bat man 

6. 0 = sin b • tut c- cot n + sin a-sin c-coi c- cos ß — cot a-ti n *c 

7. 0 = sin «• sin b-cot y + sin a-tinc-cot a -cos ß — cot e-sin ’a 

Gleichung 6 durch sine, Gleichung 7 durch sin a dividirt : 

8. 0 = sin b • cot a + sin a-cot e • cos ß — cot a • sin c 

9. 0 = sin b • cot y + sin c-cota • cos ß — cot c • sin a 

oder 

10. sin b • cot a = cot a • sin c — sin a-cos c- cot ß 

11. tittb- cot y — cot c- ritt a — sine - cot a- cot ß 
Die letzte Gleichung mit cos ß moltiplicirt 

1 2. sin b ■ cot y • cos ß = cos c • sin a • cot ß — sin c • cos a • cos *ß 
Gleichung 10 und 12 addirt: 

13. sin b (cos « + coi /! • coi p) = li» e • coi a • tin >0 • 

Nun ist aber sin J.siny= tittß-titt c, also 

sin b (cos a + cot ß • cot y) = sin 4 • sin y ■ cos a • sin ß 
folglich 

cos « = sin ß • sin y • cot a — cot ß • cot y (4) 

Eben so 

cos ß ~ sin a * sin y • cot ß — sin a • sin y (5) 

cos y = sin a • sin ß • cot y — sin et • sin ß (6) 

Da nun jede dieser drei Gleichungen Gröfsen eliminiren lassen, so lassen sich 
sechs Bestimmungsstücke des Körperdrei- daraus auch alle Gleichungen ableiten, 
ecks enthalten, und ans drei Gleichun- welche den Zusammenhang zwischen vier 

gen sich immer drei unbekannte Gröfsen Bestimmungsstücken des Körperdreiecks 

bestimmen lassen, so sind die vorstehen- darstellen. So z. B. ergibt sich der Zu- 
den drei Gleichungen die Fundamental- sammenhang zwischen zwei Seiten und 
gleichungen der Körpertrigonometrie, denn den beiden gegenüberliegenden Winkeln 
es lassen sich vermittelst derselben aus eines Körperareiecks aus der ersten Glei- 
drti gegebenen Bestimmungsstücken eines chung: 

Körperureiecks immer die drei übrigen cot a— cot b -cot c 

berechnen , und da sich aus drei Glei- coi n = |jf| j) . ji)f - (') 

chungen immer zwei darin vorkommende hieraus 


sin 5 « = 1 — coi ’o = 1 — 


(coi a — cot b • cot cf 
live *4 • sin ’c 


. , lin ’A • litt ’c — cot *« — cot ’A • coi ’c + 2 cot a • cot b • cot c 
IMS ’« = yr r— 5 — 

nn ‘b • im ’c 

. V I — coi *o — coi ’A — coi *o 4- 2 co* fl • cot b • cot c 

Ult a = 1 : — ; ; 

ItH b • lUt C 
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Aiu der rweiten Gleichung ergibt eich 


sin fl = — 


- cot *e — cot *b — cot *o + 2 coi a • cot 4 ■ cot c 


tut o • sin c 


Durch Divieion beider letzten Gleichun- 
gen erhält man 

itn a _ ein a 

Anfl~üiTb (8) 

3. Den trigonometrischen Zusammen- 
hang zwischen zwei Seiten und zwei 
Winkeln zu finden, wenn einer der Win- 
kel Ton den Seiten eingeschlossen ist. 
Soll der Zusammenhang der Seiten b, 


c mit den Winkeln n, fl, von welchen a 
der Ton 4 und c eingeschlossene ist, be- 
stimmt werden, so bat man aus dem 
vorigen Satz 

cos b ~ *i n n - rin c ■ cos fl -j- cot a • cot c (1) 
cot a = sin 4 - sin c • cot a + cos 4 • cot c (2) 

Um die verlangte Gleichung zn erhal- 
ten , mufs die Seite a eliminirt werden. 

Vorerst also cos a aus der zweiten Glei- 
chung in die erste gesetzt, gibt 


cot 4 = sin a • tin c • cos 4- sin 4 • sin c • cot c • cot a fl- cot b • cot *c 
Hieraus cos 6 (1 — cos *c) = sin a • tin c • cot fl fl- sin 4 • sin e • cos c • cot n 
oder cos 4 • sin ’e = sin a ■ sin c • cot fl fl tin b • sin c • cos c • cos a 

oder mit sine dividirt 

cos 4 • sin c = sin a • cos fl + sin b • cot c ■ cot a 
Nun ist aber nach No. 1, Formel 3 
sin a : sin n = sin 4 : sin fl 

... , , sin n . . 

mithin sin a = — — - sin 4 

sin fl 

Diesen Werth in die letzte Gleichung substituirt gibt 

, . sin b . , .... 

cos 4 • sin c = — — - sin ö • cot fl fl tsn b ■ cot c • cot a 

tin fl r 

folglich sin c • cot b = tin a • cot fl fl- cot c • cot a (3) 

welches die verlangte Gleichung ist. 


4. In einem Körperdreieck verhält sich 
der Cosinus der halben Summe zweier 
Seiten zum Cosinus ihrer halben Diffe- 
renz, wio die Cotangente des halben von 
den Seiten eingeschlossenen Winkels zur 
Tangente der halben Summe der gegen- 
überliegenden Winkel; und der Sinus 
der halben Summe zweier Seiten zum 
Sinus ihrer halben Differenz wie die Co- 
tangente des halben eingeschlossenen 
Winkels zur Tangonte der halben Diffe- 
renz der gegenüberliegenden Winkel. 


Es seien a, 4 die Seiten, also y der 
eingeschlossene, n, fl die beiden den Sei- 
ten gegenüberliegenden Winkel. 

Han hat aus No. 2 

cot a = »in 4 • sin c • cot n + cos 4 ■ cot c (1) 
cot c = sin a • tin b • cot y fl cot a • cot b (2) 
Der letzte Werth von cot c in die erste 
Gleichung substituirt gibt nach den wie 
im vorigen Satz vorgenommetren Reduc- 
tionen 


cos a ■ tin 4 = sin e • cos a tin a • cos 4 • cos y (3) 

woraus sin c • cos a = cot a • sin 4 — sin a • cot b • cot y (4) 

Vertauscht man in dieser Gleichung n und fl und demgemäß auch a und 4, 
so erhält man 

sin c • cos fl = cos 4 • sin a — sin 4 • cos a • cot y (5) 

Beide Gleichungen 4 u. 6 addirt geben: 

sin c ( cot a 4- cos fl) = cos a • sin 4 4- cos 4 • sin <t — (sin a • cos 4 4- sin 4 • cot o) • cos y 

= sin (o 4- 4) — sin (a 4- 4) cos y = sin (a 4- 4) (1 — cos y) (6) 

Nun ist sin a : sin a = sin 4 : sin fl = sin ts sin y 
Also sin o 4- sin 4 : sin b 4- sin /} = sin c : sin y 
oder sin c (sin b 4- sin fl) = sin y (sin a 4- sin 4) 
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Dividirt man dieae Gleichung durch daher beide letzten Gleichungen durch 
die obige, so erhält man .in» n rf.r dividirt 

«mo + ju* 0 _ »ino+»in b 


sin y 

sin (a + 4) 1 — cos y 

sin a +»in ß = 2sin • cos 


cos a+co» ß 
Nun ist 


(7) 


einander dividirt 
sina-sin/J_ sin y 


sin a — sin b 


2 

“ + 0 

3 


RTÖ « — p 

cot a+cot ß = 2cot — — • cos 


• i „ . o + 4 

ssn o+»tn 4 = 2 sin „ - • cos 

a + 4 

sin (o + 4) = 2 ssn • cos 


2 

a-ß 

2 

a- 4 

1T 

o + 4 
2 


cos a + cos ß 1 — cos y sin (a + 4) 

Nun ist 

o+0 . a—ß 

— • sin — — 

2 2 

o+4 . o—4 

2~ ' **" 2 
Diese nnd die obigen Werthe für cos a 
+ cos ß u. s. w. in die letzte Gleichung 
snbstituirt und gehoben gibt 

. a-ß y . o—4 


sin a— sin ß = 2cos ■ 
sin o— sin 4 = 2 cos • 


nny = Zsi*^-co$£ 


a-ß 


1 — cot y = 2«in* £ 

Snbstituirt man alle diese Werthe in oder 
die letzte Gleichung, so erhält man, ge- 
hoben 


c0, { 


= coi£. 


0+4 
' 2 
o — 4 

"T“ 


o + 4 
*2 


( 10 ) 


. « + 0 

»m 2 — 

a — b 
2 

* 

cot- 

„,«+/» 
*** ~j— 

a+4* 
“» — 

nn T 

woraus reducirt 
„•±£- 

o — 4 
r 

co,r 

2 

9 2 

a-f b 

cot — 



und die verlangte Proportion 
I. cos 


+4 o-4 y 

— — : cos — — - = cot ~ 
2 . 2 2 


(9) 


o + 0 


Aus der Proportion 
sin o : sin o = sin 4 : sin 0 = sin e : sin y 
ist 

sin o — sin 4 : sin a — sin 0 = sin c : sin y 
also 

sin c (sin o — sin 0) = sin y (sin a — sin 4) 

ferner war oben 

sin c (cos o + cos 0} = (1 - cos y) sin (o+ 4) nach No. 2 


nnd die verlangte Proportion 

(g) 

Die beiden gefundenen Proportionen 
heifsen nach ihrem Erfinder die Neper - 
sehen Analogien. 

5. In einem Körperdreieck ist der Co- 
sinus eines Winkels gleich dem Product 
aus den Sinus der beiden anderen Win- 
kel und dem Cosinus der dem ersten 
Winkel gegenüberliegenden Seite weniger 
dem Product der Cosinus eben dieser 
Winkel. 

Denn es seien o, 0, y die 3 Winkel 
und o die dem ersten Winkel gegenüber- 
liegende Seite. Man denke sich zu dem 
Dreieck die Supplementarecke construirt 
(s. „Ecke “ , No. 5, pag. 7 mit Fig. 592), 
so sind die 8eiten derselben 180° — o, 
180° -0, 1 80° - y ; der der ersten Seite 
gegenüberliegende Winkel = 180° — o. 
'Naher hat man für die Supplementarecke 


eos(I80 o — o),= iiii(18O o —0). »111(180°— y)*coz(180°— o)+eo«(18O o —0) .000(1 80° — y) 


Es ist aber cot (180° - *) = — co» x 
sin (1 80° — *) = + «in * 
Daher ist die letzte Gleichung iden- 
tisch mit 

— co» a = — »in 0 • «in y • cot a + co» 0 • co» y 
oder 

cot a = tin ß • titty cot a — cot ß • coty (1) 
Auflösung rechtwinkliger Körper- 
dreiecke. 


6. In einem rechtwinkligen Körperdrei- 
eck aus zwei Seiten die dritte zn be- 
stimmen. 

Sind o, 4, c die Seiten eines rechtwink- 
ligen Körperdreiecks, in welchem der 
Seite c der rechte Winkel y gegenüber 
liegt, so bat man in der allgemeinen Glei- 
chung 

co« c = »in a • »in 4 • co» y + co« a • co« 4 
y = 90° gesetzt 
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co* c — cot a • cot 5 (I) 

woraus sich jede 8eite aus zwei gegebe- 
nen Seiten findet. 

7. Von einem rechtwinkligen Körper- 
dreieck sind zwei Seiten gegeben, die 
Winkel zu bestimmen. 

Schliefsen die Seiten a und 4 den rech- 
ten Winkel ein, liegt also die Seite c 
dem rechten Winkel gegenüber, so hat 
man lur Bestimmung des /_«, welcher 
zwischen den gegebenen Seiten 4, c liegt 
ans der allgemeinen Gleichung 3, Ko. 3, 
•in b ■ cot c — sin a - cot y -f co» b • cos a 

Nun ist y = 90°, also cotv = 0 . und es 
ist 

sin b ‘ cot c = co» b • cos « 

tg b 

woraus cos« = 4 • cot c = -?— (II) 

tg c 

Zur Bestimmung des anliegenden /.t 
durch die Proportion 

sin c : sin 4 = sin 90° : sin ß 

, . sin 4 „ TT . 

woraus sin ß = - — (III) 

r sin c 

Sind die den rechten Winkel einschlie- 
fsenden Seiten o, 4 gegeben, und sollen 
die Winkel n, ß gefunden werden , so bat 
man nach der allgemeinen Gleichung 3, 
No. 3 -. zur Bestimmung des Z « 
sin 4 • cot « = sin 90° • cot a + cos 4 • cos 90° 
woraus cot « = sin b • cot a 

und 


Für den Z« hat man die allgemeine 

Gleichung 1, No. 5 

cos 90° = sin « • sin /9 • cos e — cos a ■ cos <9 

woraus to « = — ^ (VII) 

cos c 

hieraus folgt auch 

co* c • lg a • tg ß = 1 (VIII) 
Ist zweitens die dem rechten Winkel 
anliegende Seite o und der ihr gegen- 
überliegende Winkel n gegeben, so hat 
man für die Seite c 

sin a : sin a = sm c : sin 90° 
sin a 

woraus s»n c = — (IX) 

sin n 

Für die Seite 4 hat man die Gleichung 3, 
No. 3 

sin 4 • cot a = sin 90° ■ cot a -f cos 4 • co* 90° 


4 = ‘»f 


(X) 


ebenso 


, « ] 
tg a = 

' sm 4 | 
1 r sin a 1 


(IV) 


8. Von einem rechtwinkligen Körper- 
dreieck sind eine Seite und ein Winkel 
gegeben, die übrigen Stücke zu finden. 

Ist erstens die dem rechten Win- 
kel gegenüberliegende Seite und 
der anliegende /iß gegeben, so hat 
man die diesem Winkel gegenüber- 
liegende Seite 4 aus der Proportion 
sin 90° : sin ß = sin c : sin 4 
woraus sin 4 = sin c • sin ß (V) 
Die dem gegebenen Winkel ß anlie- 
gende Seite a bestimmt sich aus der 
allgemeinen Gleichung 3 No. 3: 
sin a • cot c = tin ß ■ cot 90° + cos a • co* ß 
co» ß 

woraus to a = — ~ = to c • cos /J (\ I) 
' cot c 


woraus sin 

tg a 

Für den Winkel ß hat man 

sin a : sin « = sin 4 : sin ß 

, . . sin « . . 

also sin ß = — — sm 4 

sin a 

, i T- **n n tg a co» a 

und nach Formel X = - — • = 

sin a tg a co» a 

... . ^ cot « 

mithin sin ß = (XI) 

cos a 

9. In einem rechtwinkligen Körperdrei- 
eck sind aufser dem rechten Winkel noch 
die beiden anderen Winkel gegeben, die 
Seiten zu finden. 

Die dom rechten Winkel gegenüberlie- 
gende Seite c hat man nach Formel VII. 

cos c = ^ = cot a • cot ß (XII) 

tg ct 

Die dem rechten Winkel anliegende 
Seite nach Formel XI : 

cos« . cos ß 

co»a = - — cot b = (XIII) 

sm ß cot a 

Auflösung schiefwinkliger Drei- 
ecke. 

10. Von einem Körperdreieck sind die 
drei Seiten gegeben, einen Winkel zu 
finden. 

Um aus den Seiten «, 4, c den der 

Seite a gegenüberliegenden Z*> *u fin- 
den hat man aus No. 2, Formel 1. 

co* a — co* b - cot c 

cot a = . — , . — 

sin 6 • sm c 

hieraus 


_ , „ a . cot a — cot 4 • cot c tin b • tin c + cot b • co» c - cot a 

J I In* ~ 1 — ■ — 3 — - ' 

2 sin 4 • sin c sin 4 • sin c 

_ cot (4 — c) - co» a _ 2 sin 4 (a + 4 — c) *in 4 (u — 4 + c) 
sin 4 • sin c sin b • sin c 
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hieraus «in 


‘"f =]/ 


Ä-f 4“ C fl — i*f O, 

nn *m 

2 2 


«in b • «in c 


Für eine Formel cos — hat man 1 -f co# « = 2 cos 2 — , daher 


2 co«* — =s 1 -f 


cot a — co« & • co« c «in 6 • «in c — cot b • cot c + cot a 


«in 6 • «in c 


«in b • «in c 


. a+Ä+c . b+c-a 

. . 2 «in - • «in 

co* a - cot (A + c) . 2 2 


«in b • sin c 


woraus co« 


t-Y 


o 4- b -f c 

tin «in 


«in b • «in c 
6 + c — a 
2 


«in b • «in c 
Gleichung I durch II dividirt gibt 


*9 


/ »in — 

T-/-JT 


«•f 4 - c a - 6 -f c 
tin — = — r • «in 


6-fc . — a -f A + c 

«in - 


co 


di) 


(UI) 


2 2 

Multiplicirt man I nnd II und nimmt das Product doppelt, so erhält man 
S 


. a+4 + c 
— y »u» — -j • 


a+i-c . a + c-4 . 4 + c-a 

«» 5 *’» o ( IV ) 


U. In einem Körperdreieck sind zwei cos a . cot 4 

Seiten und ein gegenüberliegender Win- rin 6 .cor re = c ^ c0 , „ ' c0 ‘ c 

kel gegeben, die übrigen Stücke zu fin- C ot k 

den. Man setze nun = der Tangente 

... . cos tt ° 

Sind die Seiten i», b und der der Seite eines leicht zu bestimmenden Winkels re, 
a gegenüberliegende n gegeben, so hat welches zulässig ist, weil die Tangente 
man für die dritte Seite c die For- der Winkel von 0 bis 180° alle reellen 
mel 1 No. 2 . positiven und negativen Werthe von 0 

coi re = rin 4 . rin c • coi re + cot b • cos c bis oo begreift. Setze also 
Dividirt man beiderseits mit rin 4 • cos re, cot * 

so hat man 

so ist 


- = < Ju 


U) 


cos a . nn u nn (e + ss) 

-t— i = »•» c -f tg ii cos c - nn c -f — cor c — — 

rin b ■ cos re ms u cos it 

cos a • coj u 

woraus nn(e+ u) = -. — - 

r nn b • cos a 

cos a aus 01. 1 entwickelt und hierein gesetzt, gibt für die dritte Seite c die 
Bestimmungsgleichung 


rin (c + y) = — 


cor a • cos u 


cos a • sin fl _ cot b 
i b • cot b • cot fi cos b col n 


(V) 


Zur Bestimmung des zweiten der ge- Für den dritten £y hat man nach 
gebenen Seite 4 anliegenden Winkels ß No. 3, Formel 3 

nat man : rin 4 * cot a = cos b • cos y \ rin y - col n 

sin « : rin 4 = rin re : rin ß Beiderseits mit cot a dividirt, gibt 

^ sin b • cot a • tg a = cosb • lg « • cor y + rin y 

woraus tinß ^—. — rin re (VI) Setze cor 4 • tg a = io iß, »o wirf die 

Gleichung 

.... . . rini> . . rin(d'-f-)') 

rin 4 • cot a • tg a = tg i/i • cor y nn y = • cos y + sin y = — — 
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wozaus rin(ip + y) = rinb • cota • tg a • cos ip 
Aus der Hülfsgleichung ist tg a = 

to\b . 

folglich »i» (di + y) = *ii» i • cot » • — — - • cot iß—cola-lgb-unifi 

COS b 


Zur Bestimmung des von den gegebe- 
nen Seiten eingeschossenen Zy hat mau 
demnach 

rin{ip + y) = cota-tgb - «äse s^l .yjj, 

tgip = co« k'tga J 

12. In einem Körperdreieck sind zwei 
Seiten und der eingeschlossene Winkel 
gegeben, die übrigen Stücke zu finden. 
Sind die Seiten a, b und der tou ihnen 


eingeschlossene Zy gegeben, so hat man 
für Bestimmung der dritten Seite c 
co« c= «in o • *i» 4 • COI y cot a • cot 4 (VIII) 

Um die Formel zum Rechnen mit Lo- 
garithmen umzuformen, schreibe 

co* c= co» o [tgo • «i»4 • coj y +eo» 4] 

Setze nun tgo-coiy=col<f, 
so erhält man 


.. .. *»i*(4 + g>) 

cot c - cot a (»in b • cot <p + cot b) = cot a — ^ T - 


Die beiden Gleichungen zur Bestim- 
mung Ton c sind daher 

co* «.*iii(6 + <y)) 

*•** Ä* - OX) 

col<p = tga-coty ' 

Zur Bestimmung der beiden unbekann- 
ten Winkel «r, fl hat man aus den Ne- 
perschen Analogien I und II, No. 4 

«- b 
cot „ - 
_ l-cot* 

« + 4 2 




, a—b 
t\n — — 

2 




a -f-£ 

"T" 


cot 


(X) 


13. Von einem Körperdreieck sind eine 


Seite, ein dieser Seite gegenüberliegen- 
der Winkel und ein derselben anliegen- 
der Winkel gegeben, die übrigen Stucke 
zu bestimmen. 

Ist die Seite», der Z« und der Z/t 
gegeben, so hat man für die dem Win- 
kel ß gegenüberliegende Seite b, 

sin b = • rin « (XI) 

«in a 

Für die dem unbekannten Winkel y 
gegenüberliegende 8eite c betrachte man 
die Supplementsecke (s. »Ecke“, No. 5 
mit Fig. 592), so sind darin gegeben : die 
Seiten 180°-», 180° - fl und der der 
ersten Seite gegenüberliegende Winkel 
180° — a Man hat demnach den gesuch- 
ten von beiden Sätzen eingeschlossenen 
Winkel 180° -c nach No. 11, Formel VII: 
lg tp = col(180° — /t)lg(180° — «) =cotß ■ tga 


«in (180° - c + l/i) = cot (180° - o) lg (180° - ß) • «in iß 


hieraus 

«in (c - ip) = cot « • Ij 0 • »in \fi\ 
tg ifj = tg a • cot ß J 

Aus den in der Snpplementarecke ge- 
gebenen Seiten (180°— n), (180° — ^) und 
dem gegenüberliegenden z(180°-a) hat 
man nun aus Formel 1, No. 11 

_ cot (180° -ß) _ cot fl 
~ co« (180° — o) cota 

, .cota . . 

oder cot ju = — — = cot a • tg ß 
cot ß 

und aus Formel V. 

. , . co«(180°— »)«in/z 

«in (180°- y-f/«)= --„( 1800 —^- 


oder sin (y—p)= 


. cos a • sin jA 

tg^^I 

9 oos a * 


(XIII) 


hierzu 


14. Von einem Körperdreieck sind eine 
8eite und die daran liegenden Winkel 
gegeben, die übrigen Stucke zu bestim- 
men. 

Sind die Seite a und die anliegenden 
Winkel ß. y gegeben 
dann sind in der Supplementarecke ge- 
geben 

die Seiten (180°— fl), (180°— y) und der 
Ton ihnen eingeschlosseneWinkel(l80°— a). 
Die gesuchten Stücke sind 
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8eit* (180° — «), die Winkel (180° - 4) Es ist nach den Neperschen Analogien 
nnd (180° — e) 


180°-«+ 180°- y (180°— /!) — (180°— y) 180°-« . 180°-44 180°- c 
t — : Cot — = cot : IO 


■ lg 


nnd 


180° - ^4 180' 

«in ■ 

2 

oder 

cot | 


sin! 

(,w-i±z) 


) 180°-a ( 1 80° — 4) — (1 80° — e) 

■=col — - — : lg = 


( c— 6 

' “T" 


Für das gegebene Körperdreieck erhält man also die Proportionen 

ß + Y Y—ß a , & + 

„.P-T :c o,~ r =tg-:tg 

, ß + Y ■ V~ß . “ , o—tl 


(XIV) 


Diese beiden Proportionen rühren eben- 
falls ron Neper her nnd werden daher 
ebenfalls Nepersehe Analogien ge- 
nannt. 

Es werden ans beiden Proportionen 
und gefunden , woraus 6 nnd 
e herrorgehen. 


Denn es ist 4 


nnd 


4 + e 
2 


4— c 

___ 

4 — c 
2 


* 

e 


Nach No. 12, Formel IX. hat man anr 
Bestimmung der dritten Seite (180°- o) 
in der Supplementarecke 


c, (180 o _ 0) = «*» (lao 0 -/»)•«« ayy - r ±$) 

s»n <f 

cot <p = lg (180° - ß) • cos (180° - o) 


Hieraus 


_ — cot ß- rin (y— <p) 


nntp 

nnd cotcp = Igß • cota 
folglich hat man in dem gegebenen Drei- 
eck zur Bestimmung des der gegebenen 
8eite gegenüberliegenden Winkels die 
Gleichungen 


cot ß ■ rin (y — er) 

cota- : ‘ 

t,n<p 

cot_<p = cota • Igß 


(XV) 


15. Von einem Kürperdreieck sind die 
drei Winkel gegeben, die drei Seiten zu 
linden. 

Man bat nach No. & 
cota — rin ß • riny cota — cotß • cosy 
hieraus 


cot a 4 cot ß • cot y 

cota = : — - — r 

nn ß -ttny 


(XVI) 


Um eine Formel für a zn linden , die 
sich bequem mit Logarithmen rechnen 
läfst, hat man in der Snpplementarecke 
nach No. 10, Formel I. 


180°- fl 


«MS • 


oder cot 


cot - 


•i 

7-]/ ; 

ier nach 

--i 


. 180° — o + 180° — /9 — (180° — 8) . 180°-o-(180°-A) + 180 o -y 

nn • nn 5 

2 2 


n + ß - y 

’COI 4 • cos 


rin(18O°-0).sin(18O°-y) 
a- ß + y 
2 


rinß-riny 
Ferner nach No. 10, Formel II. 

. 3 • 180° — (a 4 ß+y) . 180’— ß — y + a 

'JIM — • «IM — - - - 

180°- o 


(XVII) 


rin(180°-A)-»*l*(180 4 -y) 
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«+ ß + y 


fi + y-B 


iin ß • «in y 


(XVIII) 


In dem Art. Ecke ist erwiesen, dafs 
die Summe sämmtlicher Winkel in einer 
«seitigen Ecke gröber ist als (2n - 4) 
and kleiner als 2n rechten Winkeln. 

In einem Körperdreieck ist also die 
Summe der drei Winkel kleiner als 6 
und gröber als 2 rechten Winkeln. 

Daher ist 2±|±2T > 90° < 3 • 90° 

folglich co« immer negativ 

Ferner sind 2 Seiten eines Körperdrei- 
ecks immer gröber als die dritte Seite. 
(8. Ecke No. 2). Nun sind die Seiten 
der Supplementsecke 180° — r, 180°-/t, 
180°— y; 

daher 180°-y+180 °-/J> 180°-k 
woraus 180°> ß+y— « 

also 90°>— y 1 ^ 

folglich ist co» immer positiv, 

nnd daraus folgt, dab die Grobe unter 
dem Wurzelzeichen stets positiv ist. 


Hieraus folgt, dafs wenn drei ge- 
gebene Win* el wirk lieh einem Kor- 
perdreieck sukommen sollen, so 
mufa nicht allein ihre Summe iwi- 
schen 2 und 6 Rechten begriffen 
sein, sondern je zwei derselben 
zusammen genommen müssen den 
dritten Winkel immer um weniger 
als 180° übertreffen. 

Anwendungen. 

16 In einem Körperdreieck, wovon 2 
Seiten gegeben sind ist die Summe der 
drei Winkel am gröbten, wenn der ein- 
geschlossene Winkel den anderen beiden 
zusammen genommen gleich ist 

Denn sind a , b die gegebenen Seiten, 
y der eingeschlossene Winkel, sind also 
o, ß die den Seiten gegenüber liegenden 
Winkel, so hat man nach der Neperschen 
Analogie I. 

a—b 
co» — - — 


•CJM)- 


‘i-r+'i v 


TT.“ , T + , 'T 


i-W 


a—b y a + A y a—b # y . a+A . , y 

co< _ cot L+cos — igf cos ~Y co^^+cos—' f 


a + b a— b 

CO,-- -CO.-y- 


v y l a— b\ 

1 2 C0 « 2 \ * 2 c°* ) 


a—b l + co«y . a-M 1 — ce»y 

rt>t 2 2~ + C0> 2 2 

y cos y ( a±b fl — b\ 

"•t i-\ C 0 ‘ -t--™ ~ r) 


a — b , a+ b ( a—b 

CO«— +CT«-y- + ^C0«-y CO« -y- J CT« y 


I o + i a — b\ 

«*" y ^co* — cot ~T) 

, a—b , u-f b a b 

Nun ist ct« — y— + co» -y— = 2 co« — . co» — 

a—b u+ 4 _ . o . b 

cot — - ct« -y— = 2«in — • »»» ~y 
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„ a 4 , „ . a . 4 

a+ ^ +y _ 2c "y eM y + 3 *‘"T ,, "y C0 ‘ , ' 

2 „ . a . 4 . 

— 2 sin — ■ • n» — nn y 
2 2 ' 


R ßrpertrigonnmetrle. 


a 6 

cot y • cot Y + cos y 
■is y 


Nun beschreibe man einen Halbkreis 
mit dem Halbmesser = t aus C über AB, 
trage an AC einen Winkel ACD = y’, 
nehme auf der verlängerten AB die 

Fig. 741. 



folglich ±? = zB4f = y 

Aus ~ y a +ß-y- D l- 

Die Summe der anliegenden Winkel = 
dem eingeschlossenen Winkel. 

I. Zusatz. Wäre cot ■ cot — § 1, 

so fiele der Punkt E entweder in B oder 
zwischen B und C und der z EDE 

_«+^+y nn( j jj e g umme j.) der 

Winkel würde immer gröfser werden, je 
näher der Punkt D an B rückt und etu 
Maximum für y = 180°, wo kein Dreieck 
mehr statt findet. Soll also ein Maxi- 
mum der Winkelsumme statt finden kön- 
nen, so mufs cot y- • cot -- > 1 sein, folg- 


Länge CE — col — • cot —, fälle das Loth 

BF auf AB, ziehe DE, so ist DF = sin y’ 
CF = cos y‘, 


folglich EF = col y 


cot y + cos y 


Mithin ist 


, 9 edf= 3f =- 

Eben so grofs ist lg 


i in y 


o+/t+y 
2 


* 2 2 ’ B 

cot y > tj y> oder «J (»O 0 - y) 


EF ™t y y + «»>■' 


nur dem 


Vorzeichen nach entgegengesetzt: Daher 
ergänzen sich die Winkel — y-^ und 

EDF zu zwei Rechten. 

Verlängert man daher FD über D hin- 
aus nach C, so ist 

z f±£±£ = z EDG = Z EFD + Z DEF 
= 90° + Z DEF. 

Daher wird — Y^,alsoauch(«-W+y) 

ihren gröfsten Werth haben, wenn Z DEF 
ein Maximum ist. Nun ist aber Z DEF 
ein Maximum, wenn DF. den Halbkreis 
berührt. Zieht man also von E eine Tan- 

6 ante EH an den Halbkreis, zieht den 
lalbmesser CH, so wird für y 1 = Z.ACH 
der Z.AEH und mit diesem die Summe 
(o + ^+y) ein Maximum. Alsdann aber 
ist £AEH = /_ACH-/.CHE=y’-90°, 


lieh 


>tjy °d er 90° — y>y °d« r '80° 

> a + 4 ; d. h. es mufs die Summe beider 
Seiten kleiner als 2 rechte Winkel sein. 

2. Zusatz. Ist ABCS ein Körper- 
dreieck ans den gegebenen Seiten «, 4 
der von diesen eingeschlossene Winkel 
y so grofs als die beiden anderen Win- 
kel «, ß zusammengenommen, also die 
Summe n+0 + y der Winkel ein Maxi- 
mum, und man legt durch die Kante CS 
eine Ebene CSD so, dafs der Winkel, 
den diese Ebene mit der Seite ASC bil- 
det , dem Z “ = ist , so ist der Winkel 
zwischen derselben Ebene nnd der Seite 
BSC = ß. 

Schneidet diese Ebene die Seite ASB 
in der Linie DS, so bilden sich zwei Kör- 
perdreiecke ACDS und BCDS, worin in 
jedem zwei Winkel für sich gleich, und 
also auch die diesen Winkeln gegenüber- 
liegenden Seiten einander gleich sind. 

Man hat also Seite ASD = CSD 
and Seite BSD = CSD 

woraus Seite ASD=BSD 

Nimmt man auf den Kanteu von S 
aus gleiche Stücke AS = BS = CS und 
zieht die Geraden AB, AC, BC, wo AB 
die DS in D schneidet und zieht nach CD • 
so ist &ASDiS&CSD 
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also auch AD = CD 

Eben so ist & BSD Bä &CSD 
also auch BD = CD 


Fig. 742. 



Beschreibt man daher aus D in der 
Ebene ABC ans D einen Kreis, so trifft 
dieser den Punkt C und folglich ist 
/_ [ACB ein Winkel im Halbkreis =90°. 

Hieraus lifst sich der Z}' durch eine 
Construction in der Ebene finden. Denn 

da Z BCS = 90 ° Z ACS = 90° - 

nnd </ACB = 90°, so construire mit die- 
sen drei Winkeln als Seiten (s. Ecke 
No. 19 mit Fig. 597) die Körperecke ABSC 
und man hat den der Seite ACB = 90° 
gegenüberliegenden Winkel ACSB = y. 

Da der z ACB ein rechter ist, so ist 
das Dreieck ABC das gröfste, welches 
unter den Seiten AC und BC gebildet 
werden können. Die Winkelsumme in 
dem Körperdreieck ist also ein Maximum, 


wenn das ebene Dreieck, dessen Spitzen 
auf den Kanten gleichweit vom Scheitel 
liegen ein Uaximum ist. 

Alle Sätze, welche über das Maximum 
der Fläche geradliniger Figuren jn der 
ebenen Geometrie Vorkommen, entspre- 
chen ähnlichen Sätzen über das Maxi- 
mum der Winkclsumme der mehrseitigen 
Körperecken. Nimmt man z. B. auf der 
Kante einer Ecke vom Scheitel aus gleiche 
Stücke nnd verbindet die Eckpunkte der 
letzteren durch gerade Linien die in die 
Seiten der Ecke fallen, so läfst sich er- 
weisen, dafs die Winkelsumme der Kör- 
perecke, wenn alle Seiten gegeben sind, 
ein Maximum ist, wenn das geradlinige 
Vieleck die möglich gröfste Fläche hat; 
d. h. wenn die Endpunkte der auf den 
Kanten gleich genommenen Stücke Punkte 
eines und desselben Kreisumfangs sind 
Von den Kantenwinkeln, 
n. Fig. 740 (pag. 36) ist von dem 
Punkt C der Kante CS das Loth CD auf 
die Seite ASB (c) gefallt. Durch CSD 
eino Ebene gelegt erzeugt den Winkel 
CSD der Kante CS mit der Seite ASB 
(c), den Kantenwinkel CSD, welcher 
mit «' bezeichnet werden soll. 

Eben so würde ein Loth von A auf 
die Seite BSC( o) den Kantenwinkel 
das Loth von B auf die Seite ASC (4) 
den Kantenwinkel 4' erzeugen. 

In No. 1 (pag. 35) hat man die Höhe CD 
= CS- lint • tinn = CS • tina • tinfl 
Eben so würde sein die Höhe von A 
auf die Seite a 

= AS • sin ciis ß=AS’t in4 • sin j” 
und die Höbe von B auf die Seite 5 

= BS‘t ine- sin n= BS ■ sin « • »in )’ 
18 Aus gegebenen 3 Seiten a, 4, e die 
drei Kantenwinkel 4’, c' zu finden. 


Es ist sin« , =sin4*sin)'=sin4*) / i — cos , y=*in4« |/(1 + coiy) (1 — coty) 
Oder nach Formel 4 (pag. 38) 


sina'=sin4 




cos c + cos a • cos 4 


sin 4 .sine 
= — * y'l — [cos c - cos a • cos 4] 1 


)(- 


cos c -f com a • cos b \ 
sin b- sine / 


= - — V f cos c — cos (<* -f £)] [ cos ( a — b)- cos c] 

stne 


i • i 2 «/ • fl + 4+c 

I. nno = — — 1/ sin s « 

itn a y 2 


a-Vb — c . a-yc — lr . — a 

* *n s ttn 5 — 


II. s«n*’ = 


III. *»nc' 


stn c 1 


o + 44-c . a+4-c . o + e-4 . 4 + c- o 

2 2 ' ‘ **" 2 ‘ 2 

a-\-b-\- c 


i -| -b — c a-\-c—b . b -f-c -- o 
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19. Aus zwei Seiten a, 4 und dem ron 
ihnen eingeschlossenen Winkel y die 3 
Kantenvinkel o', b', c' zu finden. 

Han hat die drei Gleichungen 
4 • rin y 
rin b' = rin a • rin y 
sine' = sin a- rin ß 

Nun ist ß unbekannt und durch a, b, 
y auazudrückeo. 


Es ist nach No. 3 Formel 4 

cos a — cos b -cot c 
coi n = ; 

siari stnc 

Aus No. 1, Formel 3 

. sin a . 
stn a = — — stn y 

stn e 

Beide Gleichungen durch einander di' 
dirt, gibt 


cot a — 


cosa -cos b-cosc 


cota- co «4 -cosc 


rot a - 


sin4-sinc sino-siny sin a • sin 4 ■ sin y 
Und nun cos c fortzuschaffen nach No. 2, Formel 3 

_ coi a — coi b (sino • sin 4- cos y coi a • coi b) 
sina-ssni'riny 
_ cos a ■ sin 4 — sin a • cos b-coi y 
sino-riny 

Hit Verwechselung der Buchstaben also 

, . cos 4-sin a — sin 4-cos a -com y 
sini-stny 


30. Es sind 2 Seiten a, b und ein ge- 
genüberliegender Winkel etwa n gegeben, 
die Kantenwinkel a’ t 4', c' zu finden. 

Han hat sina’ = sin 4- sin y 

wo sin y aus No. 11, Formel VII. erat zu 
ermitteln ist. 

Han hat ferner sin 4* = sin 4 - rin y 
desgleichen rin y wie für rin a' zu er- 
mitteln. 

Endlich einfach rin c' = sin 4 -rinn 

21. Es sind eine Seite (a) und die an- 
liegenden Winkel ß und y gegeben , die 
Kantenwinkel zu finden. 

Es ist sin«' = rin4 • sin y 
sin4’ = tina-iiny 
sin e' = sin a • sin ß 

In der ersten Formel findet man die 
unbekannte 4, wenn man die Formel für 
cotß, No. 19, durch sin4 wirklich diTidirt ; 
man erhält 

siH y colß=cotb •sina — coi a • coi y 

cot ß- rin y + cos « • cos y 
woraus cot 4= — - ■- 

stn a 

Han kann auch um mit Logarithmen 
bequem zu rechnen, nach Formel XIV. 
die Neperachen Analogien benntzen , in- 
, b 4-c b — c 

dem man und — ermittelt. 

Es ist dann 



y—ß 

COM — 

•» 2 - 

" 2 

COS-y- 

• r—ß 

stn 

c- 4 _ 

--lo- 

2 

9 2 

9 2 

,t H ß + V 


= 4 


4 + c c— 4 
2 2 

22. Es ist eine Seite a, der ihr gegen- 
überliegende Wiekel a und ein ihr an- 
liegender ß, die Kantenwinkel zu finden. 

Es ist wieder rino’ = sinc-rin/J 
si«4' = sino-siny 
sine' = sin n • tinß 
Nun ist nach No. 13, Formel XII. 
sin(e— t>) = co«a- loÄ-sin t b 
nach No. 13, Formel VIIL 

. , cosa-iinu 

ri n{ y-ri m —^r 

23. Es sind die 3 Winkel o, ß, y ge- 

§ eben, die Kanlenwinkel o’, 4', c 1 zu Sn- 
en. 

In No. 15 hat man sehr bequem zu 
rechnende Formeln, aber nur für die Si- 
nus der halben Seiten, welche hier nicht 
passen. 

Entwickelt man wie No. 18 , so erhält 
man 


sina’= -4~ l/t 
st« n f 


.<» ‘L+l+Z . i«n a -±^ . ri« £±! rJ . 


fl + y-B 


— 
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und so für die beiden anderen Kanten- 
winkel. 

24 Werden toii einem Punkt einer 

g eraden Linie drei unter sich normale 
inien gezogen, so ist die Summe der 
Quadrate der Cosinus von den Winkeln, 
welche die erstgenannten Linie mit den 
3 Normalen macht, = 1. 

Aus dem Punkt A der Geraden Aß 
seien die unter sich Normalen AC, AD, 
AE gezogen, so dafs /CAD = / CA E 
= / DAE = R. / BAC = n, / BAE = ß, 
/BAD=y. Von einem Punkt ß der 


Fig. 743. 



Geraden AB fälle anf die Ebene CAE 
die Normale BE und anf dio Geraden 
AC, AE die Normalen RC, BE. Zieht 
man dann die Verbindungslinien CE, EE, 
so ist ACF.E ein Rechteck. Zieht man 
noch AE, so ist auch / AEB ein rechter 
und / ABF=y . Man hat also 
AC=ABcota 
AE = AB cot ß 

BF = A B cot A BF= AB • cot y 
Nun ist 

AF' = AC'+AE'=AB'-cot'a + AB'-cot'fl 
= AB' (cot V cot 'fl) 
woraus 

AB'=AF'+ BE*=: AB'(cot'aA- cot'fl) 

+ AB ' • cot 'y 

folglich cos*«-fcoa*i-f coj 3 /=I 

Sind die Winkel n, ß, y stumpf, so 
verlängere man die Normalen AC, AD, 
AE über den Punkt A hinaus, so ent- 
stehen unterhalb spitze Winkel 180°-«r, 
180°— fl, 180°— y. Für die Cosinus die- 
ser Winkel gilt dann der eben geführte 
Beweis. Nun ist aber cot (1 80°— n) = - co* o 
u. s. w. Folglich cot' fl 80° — ft) — cot'tt 


n. s. w. Folglich gilt der 8ati auch für 
stumpfe Winkel. 

25. Werden durch den Durchschnitts- 
punkt zweier Geraden drei unter sich 
normale Linien gezogen, so ist die Summe 
der Producte der Cosinus von den Win- 
keln, welche die beiden erst genannten 
Geraden mit jeder der Normalen machen, 
gleich dem Cosinus des von den beiden 
Geraden unter sich bildenden .Winkels. 
D. h. Wenn die eine Gerade mit den 
drei Normalen dio Winkel er, ß, y, die 
andere Gerade mit denselben Normalen 
die Winkel n’, ß’, y’ bildet und der Win- 
kel zwischen beiden Geraden — <p ist, so 
bat man 

cot ff — cot cfcotn'+cot ß- cot fl' -f cot ycot y 1 

AB und AC sind die beiden Geraden, 
deren Winkel =</-, AD, AE, AE die drei 
unter sich Normalen; /BAD = a, / BAE 
=fl, /BAE—y, /CAD=n’, /CAE- fl', 
/ CAE=y Man nehme auf AB, AC 
zwei Stücke AB-AC fälle von B und C 
auf die Ebene DAE. die Lothe BG und 
CH, von G und H anf AE die Lothe 
GH und HJ und auf AD die Lothe GL 
und HM, ziehe BO + GH. Dann hat man 
im &ABC 


Fig. 744. 



BC'=AB'+AC'- 2 AB-ACconf 
oder da AB=AC 

BC'=2AR'(l — cot if) 

Ferner ist 

BG= AB • cot ARG = AB- cot y 
CH= AC- coty’ = AB ■ coty’ 
hieraus CO =67/ — BG = AB (cot y’~ cot y) 
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Da BG normal der Ebene DAR, GL 
normal AI), nnd GK normal AE, so sind 
die Dreiecke BAL und BAH bei L und 
K rechtwinklig. 

Man bat daher AL = AB • cot n 
und AK — AB ■ cot ß 

Aua demselben Grunde ist 


AM — AC-cota’-AB • cot «’ 

A J= AC • cot (J *= A B ■ cot ß’ 

Da nun so istA GHN bei 

N rechtwinklig, nnd man hat 
GN = LH — AL — AM = AB (cor a — cot a ') 
HN = KJ = AJ -AK = AB(cotß)~ cosß) 
daher 


BO» = Gfl» = GN* 4 HN’ - A ß 9 ( cot n - cot o 1 ) 9 + A fl» (cot ß' - cot ß )» 

Hieraus wieder 

BC* = BO 1 + CÖ 9 = A B’(cot a ~ cos u')‘ > ß AB* (cot ß'—cosß'ß (■ AIP (cos y' -cot j )» 
= AB 3 [cot *n + cot^ß + cot J y + cns »«' -f cot l ß f cot *y' — 2 cut u ■ cot «' 

— 2 cot ß ■ cot ß' — 2 cos y • coly'] 

Nu u ist nach Satz No. 24 

cot 9 « + coi *ß + cot 2 y~- 1 “ cot »«’ cot , ß'ßcot , y' 
folglich wird 

ßC 9 = 2A ß 9 (1 — cot a • cot n' — cot ß • cot ßß — cot y • cot y 1 ) 

Dieser Werth dem obigen für ßC 9 gleich gesetzt gibt die Gleichung 
1 — cota • cot a'—cotß -cot ß'— cot y ■ cot y — \ — cot (p 
woraus cottpczcat n • co»o'+ cot ß • cos ß' -f cot y • coty 1 


Diese Gleichung bleibt allgemein gül- 
tig, welche Werthe die Winkel ir, n u. 
s. w. zwischen 0 und 180° auch haben 
mögen, wofern man nur die Cosinus die- 
ser Winkel mit ihren zugehörigen Vor- 
zeichen in Rechnung bringt. Ist z. B. 
n ein stumpfer Winkel, so fallt AL auf 
die Verlängerung der Linie AD über A 
hinaus und AL wird AB cot (ISO 0 — tt), ML 
also AL + .4jW= AB[cotn' + cot (180°— «)] 
= AB (cos cota)= — AB (com — cota'), 

ein Werth, der sich ron dem oben be- 


stimmten Werth nicht an Gröfse, son- 
dern nnr am Vorzeichen unterscheidet. 


Da aber der Werth ron ML zur Bestim- 
mung Ton cot tp quadrirt wird, so fällt 
auch der Unterschied der Vorzeichen fort, 
folglich bleibt das Endresultat dasselbe 
und dies gilt für alle übrigen Winkel. 

Ist qr ein rechter Winkel, so ist coi tp 
= 0. Man hat also den Satz: Wenn 2 
Linien, mit drei unter sich Nor- 
malen beliebige Winkel und unter 
sich einen rechten Winkel bilden, 
so istdieSummederProducteans 
den Cosinus je zweier Winkel, 
welche jede der drei unter sich 
Normalen mit jenen Linien bil- 
den = 0. 


KBrperiahl, s. v. w. „Cubikzahl.* 

Körperzone ist ein Theil der Kugel, 
der »on zwei parallelen Kreisebenen und 
der zwischen befindlichen Zone begrenzt 
wird. 


Körperlich ist alles, was sich auf den 
Körper bezieht; s. t. w. „cubisch“. 


Körperlicher Winkel, s. t. w. »Ecke, 

Körperecke.“ 

Kolnren sind die beiden auf der Him- 
melskugel durch die Pole geführten gröfs- 
ten Kreise, Ton denen der eine durch 
die beiden Nachtgleichenpunkte, der an- 
dere durch die Wendepunkte triiit; erste- 
rer heilst der Kolurus der Nacht- 
gleichen, letzterer der Kolurus der 
Sonnenwenden. [Der Namo Kolur 
soll herkommen von xoiovpts, abgestutzt, 
verstümmelt, nach Kepler, weil der Kreis 
immer nnr theilweise, also verstüm- 
melt, ohne sein südliches Ende zu sehen 
ist.] 

Kometen. (toptt J das Haar, »ouijriic 
«or qp behaarter Stern.) Sie sind offen- 
bar Weltkörper, die wie die Planeten in 
Ellipsen um die Sonne sich bewegen ; da- 
gegen sind ihre Bahnen sehr gestreckt, 
von grofser Ezcentricität. Wenn sie in 
unser n Gesichtskreis kommen, so sind 
sie in der Nähe ihres Perihels, ihr Durch- 
gang durch dasselbe ist uns sichtbar, 
desgleichen sind es die Knoten ihrer Bahn 
mit unserer Ekliptik, und dies macht es 
den Astronomen möglich ihren Lauf zu 
berechnen. 

Bis jetzt sind schon mehr als 140 Ko- 
meten entdeckt aber nur wenige von den- 
selben nämlich nur die in der Neuzeit 
beobachteten, genau berechnet. Tycho 
de Brahe war der erste, welcher den Lauf 
eines 1577 erschienenen Kometen mit Auf- 
merksamkeit beobachtete; hierauf einen 
zweiten im Jahr 1585. Kepler beobach- 
tete einen Kometen im Jahre 1618. Einer 


IV. 
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SO 


Konoid. 


der merkwürdigsten Kometen erschien Konoid ist ein kegelförmiger KörpeT: 
1680, der nach späterer Berechnung von er unterscheidet sich aber von dem Ke- 
Bessel im Perihel nnr 30000 Meilen von gel dadurch, dafs dessen Seite keine ge- 
der Sonne entfernt gewesen ist, daher rade Linie, sondern eine krumme Linie 
von ungeheurem (Banse war Und einen ist, die sich vom Scheitel bis zur Grund- 
Schwanz von 70° in einer Länge 10 Mil- linie von der Axe immer mehr und mehr 
lionen Meilen hatte. Er hatte während entfernt. Das Konoid ist also ein blin- 
der Dauer seiner Sichtbarkeit die Eklip- drehungskörper und seine Beschaffenheit 
tik in zwei volle 98° auseinander liegen- hängt allein von der Beschaffenheit des- 
den Punkten durchschnitten. sen Seite ab. Unter allen möglichen 

Die erste Vorhersagung der sicheren Konoiden haben nur das pa ra bo lis c h e 
Wiederkehr eines Kometen geschah von und das h y p erbolische Ko noid Wich- 
Halley, er kündigte seinen Kometen auf tigkeit. 

den Anfang des Jahres 1759 an und Wenn man von dem Scheitel C einer 
wurde am 25ten December 1758 zuerst 0 j| er einer Hyperbel auf deren 

gesehen. Die Unsicherheit der Wider- ^xe e j ne beliebige Länge CA nimmt, 
kehr in einer Differenz von oft 100 Ta- j ort e j n Loth AU bis znr Curve errich- 
gen gegen die Berechnung liegt in den tet un( j j ea zwischen CAB begriffenen 
Störungen, der der Komet auf seiner Bahn Abschnitt um die Axe AC vollständig 
von ihm begegnenden grofsen Massen, ulm i re ht, so entsteht eiu Körper, der iui 
wie der Jupiter B. , durch Beschleuni- 
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gungen und Verärgerungen in Folge der 
Attraction dieser Massen ausgesetzt ist. 

Die letzte Erscheinung dieser Kometen 
geschah bei 76iähriger Umlaufszeit im 
Herbst 1835 und sein Wiedererschcineu 
wird im Jahre 1911 stattfinden. 

Der Schweif des Kometen ist von der 
Sonne immer abgewendet, Newton er- 
klärt ihn als einen Dunst, der ans dem 
Kometen sich entwickelt, von der Son- 
nenwärme verflüchtigt und zugleich durch 
eine der Sonne inwohnende Kraft von 
ihr abgestofsen wird. Der Dunst wird 
von der Attractionskraft des Kometen- 
kerns in der Bahn mit fortgeführt. Die 
beobachteten Lichtänderungen in dem ersten Fall ein parabol isches, im zwei- 
Kem eines Kometen machen_ es nicht ten gall e j n hyperbolisches Konoid 
unwahrscheinlich, dafs der Komet ein j,t Ein Körper zwischen zwei Normalen 
selbst leuchtender Körper ist. Es kommt A ß un j cü um AD gedreht ist ein ab- 
nämlich vor, dafs der Komet in gröfserer gekürztes Konoid. 

Entfernung ein glänzenderes Licht zeigt , Dio allgemeine Formel für den In- 
als in deren gröfserer Nahe. halt der konoidiseben Oberfläche 

Konchoide, eine Curve, ist in dem hat man in dem Art. Curvenlehre, pag. 
Art. .Curven“, No. 13, pag. 165 mit 194 entwickelt: 

Fig. 522 und 523 abgehandelt. In dem r ■ / /8«\* _ _ • 

Art. .Curvenlehre“, pag. 189, Bei- F= 2.v / y 1 / 1 + (§' x ) ^ 

spiel 2 sind die Gleichungon für ihre J ' 

Wendungspunkte aufgestellt, untersucht v0 ™ , , = , 

nnd mit Zahlenbeispielen erläutert. 

Koniich, s. v. w. .Kegelförmig“, hieraus 
sagt man besonders von Theilen an In- 
strumenten, Apparaten und Maschinen, un( j 
die kaum sichtbar von der cy lindrischen 


Form abweichen. 


Für die Parabel ist g’ = px 

.l/P _ , P 

8 *_ 2 | 

Pl~ P 


Demnach ist 




also 


F = 2/r J' l|/l + = 

F = | — (»’ + ip J )*= V Up (4* + p)* 

V b 


V 


(I) 
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nnd zwar für die Gesammtoberflache des 

parabolischen Konoids IICB. 

Soll die Oberfläche des abgekürzten 
Konoids GEBII bestimmt werden, so setze 
Man die Abscisse CI) — s, und DE = y , ; 
alsdann ist für x der Werth x’ oder für 
y den Werth y' gesetzt A’=0. Man hat 


demnach die Formel für F 

■ 0=ä-(y,*+l P*)*+C 
p 

oder 0 = |zr (4r, -f p)^ + C 

woraus nach Bestimmung von C nnd C 


F' = Umfang GEB II = J j [(y 2 + 1 prf - (y, # + i p») ! ] 

= £ y'p [(<* + p)* - (de, + p)^] 


3. Für die Hyperbel ist in dem citit e = |V — e» gegeben nnd die Ab- 
Art. Hyperbel No. 29 rnit Fig. 718 die 8C isse « vom Mittelpunkt beider Hyper- 
Oberfläche eines vollständigen Konoids belli genommen wird, die Formel für 
entwickelt wenn die halbe llauptaxe a, f ; s t Formel 75 nämlich 
die halbe Nebenarm c und die Excentri- 



„ T“ *»* , *•» + V«*«’— a 4 l 

F= rrc— pe 2 u 2 — a 4 — c ln — — I 

L«’ e «(« + 0 J 

Man hat durch Integrirung vorher 

/lVu 


2 - a‘ 0« 


— pVe* — o 1 — ~ /n (mi + |'e , u J — a 4 ) + C 


Für ein vollständiges Konoid wird nun die Constante bei F’ = 0 für u = n und 
man erhält 

C = _ y + fe , ' ,(e + c) ° 

Will man ein abgekürztes Konoid haben, so setzt man F = 0 für n = u, dann ist 


0 = y - a* - — In (tu, + pe , u, J — o 4 ) + C 

und man erhält die Oberfläche des abgekürzten hyperbolischen Konoids 


F — ~ [« p'e 2 « 2 — a*~ u, Fe 2 «,* — o 4 ] — - -“-In 


n ca* , eu + iVu* - a 4 
(», + vVu, 2 - a* 


4. Die allgemeine Formel für den In- 
halt eines konoidischen Körpers hat man 
in dem Art. „Curvenlenre*, VIII., 
pag. 195. 

K = */y 2 8x + C 

Für die Parabel ist y 2 = px n. s. w. 
(a. No. 2). 

Hieraus für den Inhalt des paraboli- 
schen Konoids ACB 

K = 71 fpx 0X = J npx* 
wo Constante fortfällt, weil für * = 0 auch 
A' = 0 wird. 

Soll der Inhalt des abgekürzten Ko- 
noids EGH gefunden werden, so bat man 
K = 0 für x = x, 

nnd es ist der Inhalt des abgekürzten 
parabolischen Konoides 

K’ = Jnp (x* - x, 2 ) 


5. Für die Hyperbel hat man iu 
dem Art. „Hyporbel", No. 32 den In- 
halt der vollständigen Hyperbel 

K = jrt — x 2 (3o + x) 

fl* 

wo c, a die Bedentnngen No. 3 haben. 

Für das abgekürzte Konoid EGHB hat 
man 

K, = i* £ [3<«(x 2 -*,)*+x«-x, 2 ] 

Kosmisch (xocpoc die Welt) ist was 
die Welt betrifft. Der Aufgang und der 
Untergang eines Qestirns heilst kos- 
misch, wenn beides zugleich mit dem 
Aufgang der Sonne geschieht. Iu neue- 
rer Zeit sind diese kosmischen Auf- und 
Untergänge ohne Werth. Im Alterthura 
dagegen waren sie wegen der damaligen 

4* 
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Mangelhaftigkeit des Kalenders von 
Wichtigkeit, ßa aber solcher Aufgang 
wegen des Glanzes der Sonne nicht 
wohl *u beobachten war, so nahmen 
sie für ihn den leicht tu beobachtenden 
Aufgang in der Morgendämmerung, 
den hcliacischen Aufgang, wel- 
cher etwa 12 Tage später cintrat als 
der kosmische. Den Aegyptern war 
der heliacische Aufgang des Sirius, da 
mit ihm die Nilüberschwemmungen zu- 
sammentrafen, Ton so hoher Bedeu- 
tung, dafs sie mit dem Tage ihr Jahr 
anfingen. 

Kosmogomle ist die I.ehre von der 
Entstehung der Kürperwclt oder viel- 
mehr der Weltkörper; die Lehre kann ~ 
nur hypothetisch soin. 

Kosmographie , Weltbeschreibung ist 
für den gestirnten Himmel was die Geo- 
graphie für die Erde ist. Man kann auch 
die Geographie als einen Theil der K. 
betrachten. 

Kosmologie , die Lehre von der Be- 
schaffenheit der ganzen materiellen Welt, 
besonders der Naturgesetze. 

Kräfte lm Gleichgewicht, s. hinter: 
.Kraft*. 

Krimerwaage, gemeine Waage ist 
eiu zweiarmiger Hebel, dessen beide Arme 
gleich lang und gleich schwer sind und 
dient zu directer Ermittelung des Ge- 
wichts eines gegebenen Körpers oder einer 
Menge Stoff von verlangtem Gewicht mit 
Hülm bekannter Gegengewichte, indem 
beide, Stoff und Gegengewicht ins Gleich- 
gewicht gebracht werden. 

Ist AB ein Waagebalken und ist der- 
selbe mit seinem daran befindlichen Zu- 
behör in der Mittellinie CC fest aber um 
einen in CC befindlichen Punkt inner- 
halb der lothrechten Ebene frei drehbar 
aufgehängt, so sollen die an die End- 
punkte A und B befestigten Körper von 
gleichem Gewicht sein, wenn der Waage- 
balken in die waagerechte Lage sich ver- 
setzt hat und wenn er aus derselben her- 
ausgebracht wird, durch selbstständiges 
Penduliren wieder in dieselbe einspielt, 
soll nun diese Richtigkeit der Waage 
statt finden, so mufs dieselbe Bedingung 
auch von der unbelasteten Waage gelten, 
und dies gibt folgende Bedingungen: 

1. Der Schwerpunkt des unbelasteten 
Systems darf nicht außerhalb des durch 
den Drehpunkt gerichteten Loths fallen, 
er mufs innerhalb der Linie CC liegen. 
Denn fiele er zur Seite der Linie CC, so 
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würde nach dieser Seite so lange Dre- 
hung erfolgen, bis der Schwerpunkt loth- 
recht unter den Aufhängepuuzt also in 
CC gelangt. 

2. Darf der Schwerpunkt nicht über 
der Drehaxe liegen, denn bei der gering- 
sten Drehung würde er zur Seite der 
Linie CC kommen und das ad 1 gedachte 
Umschlagen des Waagebalkens erfolgen. 

3. Demnach hat derSchwerpunkt des un- 
belasteten Waagesystems seinen Schwer- 
unkt nur in der Mittellinie unter- 
alb des Drehpunkts und es ist das 

gesammte Gewicht des Systems in die- 
sem Schwerpunkt als vereinigt wirkend 
anzusehen. 

Die Bedingungen, unter welchen eine 
Krämerwaago anwendbar ist, ergeben sich 
aus folgender einzigen Untersuchung: 

Der in horizontaler Lage befindliche 
unbelastete Waagebalken ist in seiner 
Unterkante mit AB, in der ihr durch den 
Drehpunkt e AB gelegten Linie mit 
ab bezeichnet. In dem Punkt d der ver- 
tikalen Mittellinie CC befindet sich der 
Schwerpunkt des unbelasteten Systems, 
die Arme ae = be haben die Länge f, die 
Entfernung des Schwerpunkts d von der 
Drehaxe sei dt = c, das in d vereinte Ge- 
wicht des Systems = p. Werden nun in 
die an A und B befestigten Schalen Ge- 
wichte P und Q gelegt, von welchen P>Q 
so entsteht eine Drohung des Waagebal- 
kens um e bis das ganze belastete Sy- 
stem unter dem £dtd' — ata’ = ß in Ruhe 
bleibt, indem in dieser Lage die Gewichte 
p und Q dem Gewicht P das Gleichge- 
wicht halten. 

Die Bedingungsgleichung für dieses 
Gleichgewicht ist. 

t( ■ P=th ■ p +eg ■ Q 


oder («'* • cot ß — A'a • sin ß) P= • d' • »in ß • p -)- (b'e • cot ß + B'b' • tin ß) Q 



M 
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Setzt man A'a' = B'b' = d, so bat man 
reducirt 

(PI - Ql) COM ß = [pc + ä(P + ß)] sin ß 

l(P-r 


woraus lg ß- 


l(P-Q) 

cp+~d(P+Q) 

Man nennt bekanntlich den /_ß den 
Ausschlag der Waage, und dio Waage 
ist nm so empfindlicher, je gröfser bei 
übrigens gleich bleibenden Umständen 
der Aasschlag ist. 

Den nacbtheiligsten Einflufs auf den 
Ausschlag und also auf die Empfindlich- 
keit der Waage hat das zweite Glied des 


2 P statt P+Q dieses Maximum , dann 
kann man die Aufhängepunkte der Scha- 
len noch über ab nehmen; es ist dann 

® Es muls nnr cp — 2 dP 


also d kleiner sein als 


,fß ~cp-ÜP' 
positiv bleiben , 

C _P 
2 />' 

Ferner wird der Ansschlag mit der Ab- 
nahme von p gröfser; die Waage ist also 
um so empfindlicher, je geringer das Ge- 
wicht derselben ist, je leichter sie gear- 
beitet ist. Ferner wird sie mit der Grobe 


Nenners, und da P und Q veränderlich des Ausschlags empfindlicher wenn e 
sind, dessen Factor d, d. h. die Höhe Aa. kleiner ist, je näher also der Schwerpunkt 
Es ist also zweckmäfsig, die Befestigungs- des Systems der unbelasteten Waage dem 
pnnkte der Gewichte mit dem Drehpunkt Drehpunkt liegt. Desgleichen wird sie 
in derselben Höhe, also in den Punkten mit der Länge l des Waagebalkens em- 
a und b zu nehmen, womit d = 0 wird, pfindlicher. Für P= Q wird ß = 0\ d. 
„ . , l(P— Q) h. wenn der Waagebalken in der Hori- 

Es ist dann lg ß = — •— zontalen liegt, sind die Gewicht« in bei- 

Bci Krämorwaagen hat man immer für den Waageschalen gleich grofs. 

P+Q oder für P in jeder Waageschale Setzt man das Uebergewicht P—Q — g 
ein Maximum für die Abwägung. Ist constant, so hat man 


l(P-Q) lg _ !q 

cp + d(P+Q) cp + dg +2dQ cp-d 1 +2dP 


Bei gleichem Uebergewicht ist also die 
Waage um so empfindlicher jo geringer 
die in Summa aufgelegten Gewichte P 
and Q sind. 

Die nothwendige Bedingung, dals ae 
= 4e = «, wird in der Ausübung nicht 
immer erfüllt, die Waage ist dann un- 
richtig. Dennoch läfst sich auch mit die- 
ser das Gewicht eines Körpers richtig be- 
stimmen. 

Es sei bei unbelasteten Waageschalen 
der Waagebalken horizontal, so lege man 
den abziiwägenden Körper vom unbe- 
kannten Gewicht -V in die eine Schale 
und stelle durch bekanntes Gewicht P, 
in die andere Schale gelegt, das Gleich- 
gewicht wieder her. Nun bringe man X 
in die andere Schale und stelle das Gleich- 
gewicht her durch ein Gewicht, welches 
aber P ist. Nennt man nun die unglei- 
chen Waagearme a und 6, so hat man 
die beiden Gleichungen 
aX = bP 
bX = aP' 

woraus X = yPP 

Practisch unmittelbar erhält man das 
richtige Gewicht des abzuwägenden Kör- 
pers, wenn man es in eine von beiden 
Schalen legt und es mit Gegengewich- 
ten in der anderen Schale ins Gleichge- 


wicht bringt. Diese Gegengewichte seien 
bekannt oder unbekannt. Man nimmt 
nnn den Körper heraus und legt statt 
dessen bekannte Gewichte bis zum Gleich- 
gewicht ein und hat in den bekannten 
Gewichten das wirkliche Gewicht des 
Körpers. 

Kraft ist eine der Natur überwiesene 
Aeufserung des göttlichen Geistes als ein 
nach Gesetzen geregeltes Element zur 
Erhaltung und Regierung der Welt und 
deshalb in allen lebenden und leblosen 
Körpern deren Bestimmung gemäfs und 
entsprechend verbreitet 

Von den Geisteskräften und den ihnen 
folgsamen Muskelkräften sehen wir hier 
vorläufig ab nnd haben nur die den leb- 
losen Körpern zuertheilten Kräfte vor 
Augen. Die in dem Artikel „Attrac- 
tion“ No. 3 gedachte Weltbildung ist 
hypothetisch, also auch die darin aufge- 
stelite Behauptung, dafs von Anfang an 
nur eine einzige Kraft, die Anzie- 
hungskraft der Masse zuertheilt wor- 
den sei, dafs mit dieser die Kreisbewe- 
gung entstehen müfste, und dals die Aus- 
wermng von Planeten Folge des Behar- 
rungsvermögens war, dafs Massen in der 
einmal angenommenen Geschwindigkeit 
und Richtung verbleiben wollen. Wenn 
wir aber die jetzt vollendeten Weltkör- 
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per in ihren Bahnen betrachten, so sehen 
wir, dafs nnr gegenseitige Anziebnng der 
Weltkörper die einzige da.« Weltsystem 
regiercudo und erhaltende Kreit ist und 
dafs die vorhandene Bewegung nichts ist 
als Beharrungsstand in der Bewegung 
(s. „Bahn* mit Fig. 165 bis 167). 

Es gibt daher nichts negatives von 
Kräften, es gibt keine Abstofsnngs- 
kraft. Es ist unrichtig die Behauptung, 
dafs wenn keine der unläugbareu Anzie- 
hungskraft negativ wirkende Abstofsungs- 
krail vorhanden wäre, die ganze Welt 
sn einer einzigen compacten Masse ver- 
einigt werden rnüfste. So wie es un- 
richtig ist, dafs wenn keine Anziehungs- 
kraft wäre, die Abstofsungskraft alles was 
Masse ist, in unendliche Verdünnung auf- 
lösen würde , weil keine Abstoisungskraft 
geschaffen worden und weil vor der Schö- 
pfung nicht Abstofsung (diese war ganz 
überflüssig) sondern nur Gleichgültigkeit 
der Elemente unter einander statt fand. 
(Attraction No. 3.) 

2. Wie für die oben betrachteten Welt- 
körper Anziehung des Centralkörpers auf 
dieselben behufs deren Ortsände- 
rung im freien Raum allein wirksam 
ist, so ist für die an die Erde gebunde- 
nen Massen dieselbe Anziehung des Erd- 
körpers, die Schwerkraft die einzige 
constante natürliche Kraft für die Orts 
änderung dieser Massen nach einerlei 
Richtung, nämlich nach der lotbrecbten 
von oben nach unten. Alle anderen Be- 
wegnngs-fUchtungen, horizontal und von 
derselben aus aufwärts werden durch nicht 
permanente Kräfte hervorgebracht, ent- 
weder durch zeitweise Naturereignisse, 
wie der Wind, de» der Mensch für Müh- 
len ansnutxt; oder durch schlummernde 
Natorkräfte, welche die menschliche In 
teitigenz hervorruft, wie die Kraft der 
Gase in Wasserdatapf, im Schiefspulver, 
in erhitztet Luft; oder durch Muskel- 
kräfte, die bei Menschen durch den freien 
Willen, bei Thieren durch Antreiben ent- 
wickelt werden. - 

ln die Wirkungen aller dieser anderen 
Kräfte mischt sich die überall permanent 
vorhandene Schwerkraft hemmend nnd 
erzengt mit jenen Mittelkräfte, die ge- 
neigt abwärts gerichtet sind oder eine 
soloho Richtung erstreben, wie bei der 
Wnrflinie, dem Pendel. Gegenseitig wer- 
den Bauwerke gefertigt, welche der 
Schworkraft hemmend entgegen 
treten, wie schiefe Ebenen für beab- 
sichtigte Senkung von Lasten, geneigt« 
Gerinne für geeigneten Lauf einer Was- 
sermaese. 


3. Einen unmittelbaren Einflufs übt 
die Schwere anf eine Wirkung, welche 
in der Mecbsnik die gröfste Rolle spielt, 
nämlich anf den Druck (s. d.): Jedes 
Molekül hat ein gleich grofses Bestreben, 
sich dem Mittelpunkt der Erde zu nähern; 
ruht es, sn hat cs nothwendig eine Un- 
terlage und auf diese äufsert cs sein Be- 
streben. Zwei Moleküle haben das zwei- 
fache, m Moleküle das m fache Bestreben 
dazu; zwei Maasen, von denen die eine 
n, die andere m Moleküle enthält, änlsern 
sich mit Bestrebungen, die an Gröfse wie 
» zu m sich verhalten. Diese Bestre- 
bungen zur Bewegung nach dem Erd- 
mittelpunkt empfangt die Unterlage als 
eine Wirkung, welche man Druck nennt. 
Wenngleich nun diesen Massen durchaus 
keine Kraft innewohnt, so sieht man den- 
noch von der Grundursach der Wirkung, 
von der Schwere ab, und legt den Mas- 
sen selbst die Druckkraft bei. Man sagt, 
die Masse A drückt mit a Pfund, die 
Masse B mit m Pfund, überhaupt die 
Druckkräfte von Massen verhalten sieh 
wie diese Massen selbst. 

i. Einen zweiten unmittelbaren Ein- 
Aufs übt die Schwere anf eine in der 
Mechanik nicht minder wichtige Wirkung, 
nämlich auf den Stofs. Dieser entsteht, 
wenn ein nach der 8chwerlinie in Be- 
wegung befindlicher (ein froi fallender) 
Körper auf einen festen Gegenstand trifft, 
der die Fortsetzung seiner Bewegung 
bindert. Die Gröfso dieses Stofses häugt 
von zwei Elementen ab , von der Gröfse 
der Masse und von der Gröfse seiner 
Bewegung, seiner (ieschwindigkeit, mit 
welrhor er den festen Gegenstand trifft. 
Nach unseren Begriffen von der Stols- 
wirknng wird angenommen, dafs eine 
Masse M mit der Geschwindigkeit e die 
efaebo Stofswirkung derselben Masse M 
mit der Geschwindigkeit 1 ausübt. Data 
ferner nei gleich greiser (ieschwindigkeit 
c die Mssse Jf die M fache Stofs Wirkung 
einer Masse = 1 ausübt. Die Gröfse einer 
Stofswirkung wird daher bezeichnet mit 
dem Product: Masse mal Geschwindig- 
keit (MC). Und anch bei dem Stofs sieht 
man von der Urkraft der Schwere ganz 
ab, nnd legt jeder Masse M eine selbst- 
ständige Stofskraft bei, von welcher der 
eine Factor dio Masse M ist. 

S. Gehen wir nun tu den anderen 
Kräften über, die in den anf der Erde, 
befindlichen leblosen Körpern in Thätig- 
keit sind, so haben wir vor allen anderen 
diejenige, welche nach der Theorie der 
neueren Physiker unter verschiedenen 
Umständen als Wirme, als Electricität 
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and als Magnetismus auftritt Es steht 
aber nichts im Wege, dieso Aeufsernngen 
für Stoffe an halten, welche alle Körper 
mehr oder weniger darcbdringen , und 
einen nothwendigen Uestandtheil dersel- 
ben ansmachen, wie s. B. die jedem Kör- 
per zukommende specifische Wärme als 
ein nothwendiger Bestandtheil des Kör- 
pers angesehen werden kann. Dafs die 
Wärme als Stoff ihrer Feinheit wegen 
anf Gewicht keinen Einflufs hat kann der 
Annahme kein Hindernifs sein. 

Die Cohäsionskraft ist die Anzie- 
hungskraft gleichartiger Atome, die Af- 
finität die Anziehungskraft ungleichar- 
tiger Atome (s. .Atom*). Es ist nicht 
nothig, dafs man die zwischen den Ato- 
men befindlichen leeren Bäume im Kör- 

E sr einer Abstofsungskraft zuschreibt: 
s kann die dem Körper nothwendige 
specifische Wärme sein, welcher die Atome 
Raum geben müsseu, und die bei Zu- 
führung von noch mehr Wärme noch 
mehr Raum geben und die bekannte Aus- 
dehnung des Körpers und höhere Aggre- 
gatzustande Teranlassen. 

I.uftförmige Körper scheinen eine Ano- 
malie gegen diese Behauptungen abzu- 
geben, indem sie ein Ausdennnngsbe- 
streben haben. Allein es scheint siel 
eher, dafs jeder luftfürmige Körper, wie 
wir ihn hereorbringen , in einem seiner 
Natur nicht entsprechenden, in 
einem verdichteten Zustande sich 
befindet. Bei der atmosphärischen Luft 
ist bekannt , dafs sie ihre Dichtigkeit in 
der Nähe der Erdoberfläche ihrer Selbst- 
belastung verdankt und dafs der Zustand 
der ganz obersten Luft, der uns unbe- 
kannte viel dünnere Zustand ihr natür- 
licher Zustand ist. Wenn also Inftlör- 
niige Körper, wie der Wasserdampf, durch 
Ausdehnung eine Kraft hervorbringen, 
so geschieht dies allerdings durch gegen- 
seitige Abstofsung ihrer einzelnen Theile, 
allein dies nur in Folge ihres künstlich 
verdichteten Zustandes , dem sie Wider- 
stand leisten. 

6. Die Massen, von deren Gröfee nach 
Anzahl der Molecüle wir keinen Begriff 
haben , sind ihren Gewichten (s. den Art. 
.Gewicht*) proportional; man setzt 
also statt ihrer Masse ihr Gewicht als 
Druckkraft und als Factor für den Stofs. 
Aus diesem Grunde werden auch Kräfte 
selbst durch Gewichte gemessen. 

Auch die ad b erwähnten anderen auf 
der Erde zu benutzenden Kräfte können, 
auf Massen übergehend, Druck und 
Stob erzeugen , und zwar nach beliebigen 
Richtungen. Ist aber das Gewicht sol- 


cher durch eine änfsere Kraft zu Druck 
oder Stofs erregten Hasse = P, so ist der 
Druck nach einer nicht senkrechten Rich- 
tung nicht = /'and deren 8tofswirkung 
nicht = P mal Geschwindigkeit, das Ge- 
wicht P wirkt unter allen Umständen 
nur senkrecht abwärts, die nach der 
Seitenrichtung fallende Wirknng ergibt 
sieb aus einer statisch wissenschaftlichen 
Untersuchung, welche Zerlegung der 
Kräfte genannt wird. Folgende ein- 
fache Betrachtung wird dies anschaulich 
machen: Eine Masse vom Gewicht P 
drückt durch sich selbst die Unterlage 
mit dem Gewicht P, wird nun noch eine 
Kraft p senkrecht abwärts anf die Masse 
geführt, so beträgt der Druck auf die Un- 
terlage P + p; wirkt die Kraft p senk- 
recht aufwärts, so ist der Druck auf die- 
selbe nur P — p. So wie eine Kraft p 
in senkrechten Richtnngen anf eine Masse 
P keine andere Wirknng ausüben kann, 
als der Kraft p selbst zugehört, so kann 
dies auch in geneigten Richtnngen nicht 
anders sein. 

7. Ein wesentlicher Unterschied zwi- 
schen der permanenten Schwerkraft nnd 
den übrigen zerstreut befindlichen nnd 
in Thätigkeit gesetzten Naturkräften ist 
noch der, dafs entere ganz selbstständig 
wirkt, letztere dagegen für ihre Wirknng 
der festen Stützen bedürfen. 

Menschen und Thiere in Laufrädern, 
anf Tretscheiben wirken nnr durch ihr 
Gewicht ; es sind dies Einrichtungen, durch 
welche die mit beschleunigter Bewegung 
wirkende Schwerkraft zu gleichförmigem 
(lange verändert wird und gehören zur 
Schwerkraft Zugkräfte, Stoßkräfte von 
Menschen nnd Thieren sind nur bei fe- 
stem Standpunkt möglich, welcher die- 
selbe Zug- nnd Stofswirkung nach ent- 
gegengesetzter Richtung empfängt 

Wasser in Wassersäulenmaschinen , in 
Gerinnen znm Betrieb von Rädern, Tur- 
binen wirkt in Folge der nach abgeän- 
derten Richtungen benutzten Schweitraft, 
in hydraulischen Pressen dagegen ge- 
schieht die Druckwirkung nur mit Hülfe 
des Gegendrucks auf die feste Stirnfläche 
des Pumpenkolbens. Eben so wirkt der 
Dampf in dem Dampfcylinder gegen den 
Kolben nur in Folge der Stütze, welche 
er an dem festen Cylinderboden findet 

8. Es mufs nochmals hervorgehoben 
werden, dafs man die eigentlichen Natnr- 
kräfte ganz ignorirt und dafs die von 
denselben auf Körper übertragenen Wir- 
kungen als Kräfte gelten, die denn auch 
Körperkräfte genannt und nach Ge- 
wichten gemessen werden. 


Kraft. 
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Leibnitz nennt eine Kraft, die eine Be- 
wegung herorbringen kann , die aber in 
Folge von Hindernissen keine Bewegung 
hervorbringt, todte Kraft, die Kraft 
dagegen, welche wirklich Bewegung er- 
aeugt: lebendige Kraft. Man ist von 
diesen Bezeichnungen zurückgekonnuen. 
Kraft definirt man ferner als die Be- 
dingung, unter welcher einerlei Stoff zu 
verschiedenen Zeiten in verschiedenen 
Bäumen sein kann. Auch sagt man Kraft 
ist das Sein im Werden. 

9. Kraft, Körperkraft ist dio Ursach zu 
einer Thätigkeit; jede Thätigkeit setzt 
ein Subject voraus das thätig ist, dies 
mufs also zur Thätigkeit fähig sein und 
die Fähigkeit hierzu neifst Vermögen. 

Aus dem Vermögen entspringt die Thä- 
tigkeit noch nicht als nothwendig, das 
Vermögen mufs erst zur Thätigkeit er- 
regt werden nnd das zur Thätigkeit 
erregte Vermögen ist die Kraft. 

Kraft ist mithin actires Vermögen, 
so wie Vermögen passive Kraft ist 
Die Kraft eines Körpers kann nicht grö- 
iser werden als dessen Vermögen ist. 

Die Thätigkeit setzt ferner ein Object 
voraus, an welchem die Thätigkeit aus- 
geübt wird, die Kraft mufs auf einen Ge- 
genstand übergehen, der ihre Einwirkung 
erleidet und dieser tritt in einen Zustand, 
in dem er vorher sich nicht befand und 
welcher den Erfolg der Kraftäulserung 
ansmacht. 

Da das Object in den neuen Zustand 
nicht durch sich selbst, sondern nur durch 
die Einwirkung eines Anderen kommen 
konnte, so mufste es der einwirkenden 
Kraft etwas entgegen zu setzten haben, 
er mufste der Einwirkung der Kraft wi- 
derstehen, d. h. einen Widerstand 
bilden. 

Dieser Widerstand ist durch eine Kraft 
«Tagt worden, ohne Erregung ist er in 
demKörper nichts als einWiderstands- 
vermögon ein passiverwiderstand. 

per Widerstand äufsert während dor 
Einwirkung der Kraft auf den die Kraft 
äufsernden Körper eine Rückwirkung, es 
müssen Kraft und Widerstand gleich- 
artig, d. h. Widerstand mufs Kraft 
sein. Beide positiven Kräfte wirken in 
entgegengesetzten Richtungen auf einan- 
der, sie stehen also io gegenseitiger Be- 
ziehung wie positive und negative Grö- 
fsen , rt. h. sie werden activ mit der Dif- 
ferenz beider nach der Richtung des 
Ueberschusses , in gleichen Quantitäten 
heben sie sich einander auf. Daher ge- 
schieht es, dals Widerstand, wiewohl un- 


richtig, mit negativer Kraft bezeich- 
net wird. 

Bei Einwirkung von Kraft und Wider- 
stand gegen einander wird das Vermö- 

f en zur Thätigkeit zum Bestreben zur 
hätigkeit, der Zustand in dem beide 
Körper sich befinden heilst Spannung. 

In Beziehung auf gegenseitige Ein* 
Wirkung kann: 

1. Die Quantität des Widerstandes grü- 
fser sein als dio der Kraft; dann wird 
die Kraft für den Erfolg absorbirt, sie 
ist nnd bleibt gespannt. Dasselbe gilt 
von der mit der Kraft gleich grofsen 
Quantität des Widerstandes; der l’eber- 
schnfs an Widerstand bleibt als Vermö- 
gen passiv. 

2. Kann die Quantität der Kraft grö- 
fser sein; dann wird der ganze Wider- 
stand absorbirt. Dasselbe geschieht mit 
der gleich grofsen Quantität Kraft, der 
l'eberschnls derselben bewirkt die Ucber- 
winduug, die Bewältigung des Wider- 
standes durch Bewegung. 

(S. den Art. .Gleichgewicht*,) 

I. Grundlehren. 

Kräfte im Gleichgewicht. 

Jede Kraft stellt man sich in in einer 
geraden Linio wirkend vor, welche zu- 
gleich ihre Richtung ist; der mate- 
rielle Punkt des Körpers in welchem der- 
selbe von der Kraft getroffen wird, heifat 
der Angriffspunkt der Kraft. 

Zwei Kräfte hoifsen gleich, wenn 
sie nach gerade entgegengesetzten Rich- 
tungen auf denselben materiellen Punkt 
wirkend einander das Gleichgewicht halten. 

Eine Kraft heifat die Summe 
zweier oder mehrerer Kräfte, wenn 
sie mit diesen nach entgegengesetzten 
Richtungen auf densolbeu materiellen 
Pnnkt wirkend, denselben das Gleichge- 
wicht hält. 

Ein o K rafth ei fst der Unterschied 
zweier Kräfte, wenn sie mit der klei- 
neren znsammengenommen der gröfseren 
gleich ist. 

Eine Kraft heifst das 2, 3 ... nt 
fache einer anderen Kraft, wenn 
2, 3 ...m dieser letzteren gleichen Kräfte 
zusammen genommen der ersten Kraft 
gleich Bind. 

Eine Kraft ist — einer anderen 
n 

Kraft, wenn ihr mfaches dem «fachen 
der anderen Kraft gleich ist. 

Es können also Kräfte vermittelst Zah- 
len als Vielfache einer Kraft ausgedrückt 
werden, für welche dann diese Kraft die 
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Krafteinheit ist. Daher lälst sich das 
Verhältnifs Ton Kräften durch das Vcr- 
hältnifs absoluter Zahlen, und folglich 
auch durch das Verhältnifs von Längen 
gerader Linien ausdrücken. 

2. ßrundsats. Wenn Kräfte mit 
einander im Gleichgewicht sind, 
so wird dasselbe nicht gestört, 
rrenn man ihnen ein System ron 
Kräften znfügt, die untersich im 
Gleichgewicht sind, oder wenn 
Ton ihnen ein System ron Kräf- 
ten, die unter ei nander im Gleich- 
gewicht sind, fortnimmt. 

3; Sind zwei materielle Punkte 
fest mit einander verbunden, und 
wirken auf dieselben 2 gleiche 
Kräfte in einer durch beide Punkte 
gerichteten geraden Linie nach 
entgegengesetzten Seiten hin, so 
sindbeideKräfteimGleichgewicht. 

Denn gesetzt es geschehe nach einer 
Richtung hin Bewegung, so würde, weil 
nach der entgegengesetzten Richtung hin 
dieselben Umstande sich befinden, auch 
nach dieser Richtung gleichzeitig dieselbe 
Bewegung statt finden müssen , welches 
bei der festen Verbindung der beiden 
materiellen Punkte untereinander nicht 
möglich ist. 

4. Die Wirkung einer Kraft auf 
einen materiellen Punkt bleibt 
ungeändert, in welchem Punkt 
ihrer Richtung dieselbe auchthä- 
tig sein mag, wenn nur der letzte 
Punkt mit dem ersten in fester 
Verbindung steht 

Denn wirkt auf den materiellen Punkt 
A eine Kraft P nach der Richtung CA, 
die mit einer anderen Kraft im Gleich- 
gewicht ist; ist der in derselben Rich- 
tung CA befindliche materielle Punkt B 
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mit dem Punkt A fest verbunden, und 
man bringt gegen diesen Punkt B zwei 
gleich grofse Kräfte an, die in der Rich- 
tung CB nach entgegengesetzten Seiten 
DB, EB hin wirken, so sind diese letzten 
beiden untereinander im Gleichgewicht 
und änfsern keinen Einflufs auf die bei- 
den gegen A wirkenden im Gleichge- 


wicht befindlichen Kräfte. Non sind aber 
nach dem vorigen Satz die beiden Kräfte 
P nach C,1 und P nach EB mit einan- 
der im Gleichgewicht und das Gleichge- 
wicht bleibt ungestört, wenn diese bei- 
den Kräfte hintort genommen werden. 
Alsdann bleibt nur die auf B nach DB 
wirkende Kraft P übrig, welche also mit 
der, welche die nach CA wirkende Kraft 
im Gleichgewicht gehalten hat, ebenfalls 
im Gleichgewicht ist. Demnach ist es 
gleichgültig für den Zustand des Systems 
ob P auf A oder in derselben Richtung 
auf B wirkt. 

5. Erklärung. Wenn zwei oder 
mehrere Kräfte anderen Kräften 
das Gleichgewicht halten, und 
eine einzige Kraft statt der erste - 
ren Kräfte hält denselben ande- 
ren Kräften das Gleichgewicht, 
so heifst diese einzige Kraft die 
Mittelkraft der ersteren Kräfte. 
In Beziehung auf diese Mittel- 
kraft heifsen jene ihr gleichgel- 
tenden Kräfte die Seitenkräfte. 
Aus den Seitenkräften die Mit- 
telkraft bestimmen heifst die 
Kräfte zusammensetzen; aus der 
Mittelkraft die ihr gleich gelten- 
den Seitenkräfte bestimmen heilst 
die Mittelkraft in ihre Seiten- 
kräfte zerlegen. 

6. Wirken zwei Kräfto auf einen 
materiellen Pnnkt nachRichtun- 
gen, die nicht in eine gerade Li- 
nie fallen, so liegt deren Mittel- 
kraft mit ihnen in derselben Ebene 
und theitt den von ihnen gebilde- 
ten Winkel. 

Denn wenn die Mittelkraft aufserhalb 
derselben Ebene nach einer Seite fiele, 
so würde kein Grnnd entgegen stehen, 
weshalb sie nicht auch in gleicher Lage 
auf die andere Seite der Ebene fallen 
sollte; da nun beides zugleich nicht mög- 
lich ist, so geschieht keins von beiden 
und die Mittelkraft fällt mit beiden Kräf- 
ten in dieselbe Ebene. 

Beide Kräfte schliefsen nach einer Seite 
hin einen hohlen Winkel ein, im Fall 
der Bewegung würde also der materielle 
Punkt einen Weg nehmen, der zwischen 
beiden nach der bohlen Seite hingerich- 
teten Schenkeln liegt, der also den Win- 
kel theilt nnd in dieser den Winkel der 
Kräfte theilenden Wegerichtung liegt die 
Mittelkraft. 

7. Sind beide Seitenkräfte (Satz 
6) einander gleich, so wird deren 
Winkel von der Mittelkraft hal- 
birt 
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Denn wollte man annehmen, sie liegen 
der einen Seitpnkraft näher, so hätte man 
denselben Grund für die Annahme, dalk 
sie der andern 8eitenkraft eben so nahe 
liegt; beides aber ist nur möglich wenn 
sie gegen beide Seitenkräfte eine gleiche 
Lage hat 

8. Werden auf den Richtungen 
zweierau feinen materiellen Punkt 
wirkenden Kräfte von dem mate- 
riellen Punkt aus zwei Längen 
enommen, die sich wie die nach 
„enselben Richtungen wirkenden 
Kräfte verhalten, und man vollen- 
det zu diesen als anliegenden Sei- 
ten das Parallelogramm, so ist 
die durch den materiellen Punkt 
gezogene Diagonale desselben die 
Richtung der Mittelkraft 

Duchayla beweist diesen Satz, indem 
er orst zeigt, dals wenn er gültig ist 
zwischen einer Kraft P und einer Kraft 
Q, ferner für dieselbe Kraft P und einer 
anderen Kraft Q', dafs er dann auch.für 
die Kraft P und die Kraft Q + Q' rich- 
tig ist. 

Fig. 748. 



Es wirke auf den materiellen Punkt A 
»ach der Richtung AD die Kraft P, nach 
der Richtung All die Kraft Q und die 
Kraft Q’\ es sei ferner 

AB: AC:CH = P-.Q-.Q' 
so betrachte man zuerst die beiden Kräfte 
P nnd Q für sich allein. Man constrnire 
also das Parallelogram ABCI), zicho die 
Diagonale AI), so ist nach Voraussetzung 
diese die Richtung der den Scitenkröften 
P und Q zugehörigen Mittelkraft IH. Nun 
kann man statt »Ter Kräfte P nnd Q die 
Mittelkraft M allein thätig denken, und 
deren Angriffspunkt A nach jedem be- 
liebigen anderen Punkt der Linie AD, 
also z. B. nach D verlegen, so dafs H 


in D nach DK, der Verlängerung von 
AD wirkt. Man kann jetzt statt der Mit- 
telkraft M wieder deren 8eitenkräfte P 
nnd Q, erstere + AB nach DP , "der Ver- 
längerung von CD und letztere -4- AC 
nach DJ, der Verlängerung von BD auf 
den Punkt D wirken lassen und die Wir- 
kung auf den materiellen Punkt A bleibt 
dieselbe wie zu Anfang. 

Betrachtet man nun die beiden Kräfte 
P und Q' für sich allein, so kann man 
letztere Kraft von dem Angriffspunkt A 
nach dem Punkt C verlegen, und die- 
selbe dort nach ungeänderter Richtung 
Cll wirken lassen; desgleichen die in D 
nach DF wirkende Kraft P nach dem- 
selben Punkt C mit der ungeänderten 
Richtung CK Nun sind CD ; CH — P. Q 1 
vollendet man also das Parallelogramm 
CDIIJ, so ist der Voraussetzung nach 
CJ die Richtung der in dem Angriffs- 
punkt C wirkeuden beiden Kräften P und 
Q 1 zugehörigen Mittelkraft .W '. Statt der 
beiden Kräfte P und Q' kann man deren 
Mittelkraft M’ in C nach CJ wirken las- 
sen und diese Kraft df' nach jedem be- 
liebigen Punkt der Linie, also auch nach 
dem Punkt J verlegen und nach JK, 
der Verlängerung von CJ wirken lassen. 
Endlich kann man die in dem Punkt J 
wirkende Kraft M' dort wieder in ihre 
Seitenkräfte P, nach JN der Verlänge- 
rung von HJ gerichtet nnd Q 1 nach JL, 
der Verlängerung von BJ gerichtet »er- 
legen. Verlegt man nun noch den von 
der Kraft Q znletzt bohaupteteten An- 
griffspunkt D ebenfalls nach J , so hat 
man in dem Angriffspunkt J nach der 
Richtung JN die Kraft P, nach JL die 
Kräfte Q und Q' wirkond. Diese 3 Kräfte 
in J wirkend sind aber nach und nach 
dahin der Art translocirt worden, dafs 
die Wirkung auf den anfänglichen An- 
griffspunkt .4 ungeändert geblieben ist, 
und aus diesem Grunde mufs die Mittel- 
kraft der in J wirkenden Kräfte P, Q 
und Q' durch den Punkt ,4 gerichtet 
sein; d. h. die Richtung der diesen drei 
Kräften gleichgeltenden Mittelkraft ist 
die Diagonale AJ. 

Ist nun Q = Q' = P, so ist nach Satz 7 
der Satz 8 für P und Q, so wie für P 
und Q' richtig, denn die die »wischen P 
und Q und zwischen P und Q’ befindli- 
chen Winkel halbirende Mittelkraftsrich- 
tung ist die Diagonale. Mithin ist nach 
Satz 8 das Gesetz auch richtig für die 
Kräfte P und Q + Q', d. h. ihr P nnd 
2 P. Hierzu der Satz für die Kräfte P 
und P richtig, gibt den öchlufs, dafs der 
Satz auch für r und K+ 2P. D. h. für 
P und 3F u. s. w. dala der Satz für r 



Kräfte im Gleichgewicht. 59 Kräfte im Gleichgewicht. 


nnd nP richtig ist. Der Satz ist also 
richtig wenn die eine Kraft ein beliebig 
Vielfaches der anderen Kraft ist. 

lieberhaupt ist der Satz richtig für zwei 
Kräfte, die wie np und mp commensu- 
rabel sind. Denn setzt man P= mp und 
Q = np, so ist der Satz richtig für P und 
p , also auch für P und p + p = 2p, dem- 
nach für P und 3p u. s. w. 

Der Satz ist aber auch gültig, wenn 
P und Q incommensurabel sind. Denn 
nimmt man auf den Richtungen dieser 
Kräfte 2 Längen AB, AC , die sich wie 
P: Q verhalten, so vollende das Paralle- 
logram ABCD und ziehe die Diagonale 
AD. 

Wollte man nun annehmen, die Mit- 
telkraft IH zwischen P und Q solle nicht 
in AD, sondern in irgend eine andere 
Richtung z B. AE fallen, so theile AC in 
eine so grofse Anzahl gleicher Theile, dafs 
der einzelne Theil kleiner ist als DE, 
trage dieselben Theile von C aus auf CD 
ab, so wird einer der Theilpunkte zwi- 
schen E und D, etwa in F fallen. Nun 

Fig 749. 



sen, dafs die Mittelkraft zwischen P nnd 
Q nicht rechts der Diagonale AD fallen 
kann. 

9. Aus diesem Satz geht zugleich her- 
vor, dafe wenn man von einem Punkt H 
der Mittelkraft auf die Richtungen der 
beiden ihr zugehörigen Seitenkräfte Pa- 
rallelen zieht, von diesen auf den Kräfte- 
richtungen Stücke AJ, AK abgeschnitten 
werden, die von dem Angriffspunkt aus 
gemessen sich wie die Kräfte P, Q selbst 
verhalten. 

10. Die im vorigen Satz gedachte 
Diagonale ist nicht nur die Rich- 
tungder Mittelk ra ft .sondern auch 
inVerhältnifsde*dieSeitenkräfte 
in Gröfse darstellenden Seiten 
des Parallelogramms die Gröfse 
der Mittelkraft. 

Denn es seien, Fig. 750, die auf den 
materiellen Punkt A gerichteten Kräfte 
P und Q, AB: AC = P:Q, ABCD das 
vollendete Parallelogramm und also AD 
die Richtung der Mittelkraft zwischen P 
und Q-, deren Gröfse sei = /t. 

Verlängert man DA über A hinaus, 
bringt nach der Richtung AE eine Kraft 
= A an, so besteht zwischen R, P und 
Q Gleichgewicht. Verlängert man CA 
nach F hin, so wird AE die Richtung 
der Mittelkraft zu P und der nach AE 
gerichteten Kraft R sein, weil die Kräfte 

Fig. 750. 


sind .IC und CF commensurabel, und es 
sei AC:CF=-Q:P. Zieht man daher 
FC 4= AC , so ist die Diagonale AE die 
Richtung der Mittelkraft zwischen den 
Kräften Q und P. 

Nun ist P> P" nnd es sei P=P’+P" 

Nimmt man die Kräfte Q und P' fort 
und setzt dafür die ihnen gleich geltende 
nach AE gerichtete Mittelkraft M, so hat 
man auf den Punkt A wirkend die nach 
AF gerichtete Kraft M und die nach AB 
gerichtete Kraft P". Die Mittelkraft zwi- 
schen diesen beiden Kräften ist = der 

Mittelkraft zwischen P und Q und mufs P, Q und R nur dann im Gleichgewicht 
nach Satz 6 den Z.FAB theilen, mithin sein können, wenn ihre Mittelkraft der 
kann sie nicht links von AF wie nach Kraft Q gleich und ihr gerade entgegen- 
AE gerichtet sein. Ebenso wird bewie- gesetzt gerichtet ist. 
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Macht man also AF = AC, verbindet 
B mit P 

»o ist A BAF Si A DCA, 

also BF * AD 

und zieht man FG 1 A H , so ist nach 

8atz 9 : AB : AG = P : R und ioAG = AD 

so ist AD die Gröfse der zu P nnd Q 

gehörenden Mittelkraft. 

11. Das Parallelogramm, wel- 
ches die Gröfse und Richtung der 
Mittelkraft zwei ergegeheneuSei- 
tenkrafte bestimmt, h eifst das Pa- 
rallelogramm der Kräfte. 

18. Drei auf einen Punkt wir- 
kende Kräfte, zwei Seitenkräfte 
und ihre Mittellftaft sind propor- 
tional dem Sinus derWiniel, die 
die jedesmaligen andoren beiden 
Kräfte mit einander bilden; und 
gleiche Producte erhält man, wenn 
man Ton 2 Kräften jede mit dem 
Sinus des Winkels multiplicirt, 
den sie mit der dritten Kraft bildet. 

Bei der Bezeichnung Fig. 750 ist: 

AB : AC : AD = P :Q : R 
Nun ist 

AB-.BD-. AD = rin ADB:nnB AD -.rinABD 


Ans P, Q und Zfi hat man dieselb« 
Auflösung für n, y nnd R. 

Aus P, R und Z.ß oder /_y dieselbe 
Auflösung für a, y oder ß und Q. 

Aus Q, R und Z“ oder Z.Y dieselb« 
Auflösung für ß, y oder o und P. 

B. Sind 2 Seitenkräfte P, Q und der 
von ihnen eingeschlossene Zy gegeben, 
so hat man in dem A ABD: 

AD'^AB’ + BD'-lAB-BD-coiABD 
oder 

AD* = AB , + BD , + 2AB-BD-coiBAC 


also 

R*= P* + Q’ + iPQ-coi y 

C. Ist eine 8eitenkraft P und die Mit- 
telkraft R mit dem von ihnen einge- 
schlossenen Z a gegeben, so hat man in 
dem A ABD 

BD , =AB , + AD , -2AB-AD-coiBAD 
oder 


Q* = f* + ft* - 2 P-Rcoie 

D. Aus den gegebenen Seitenkräftec 
P, Q und dem eingeschlossenen Z n hat 
man in dem A ABD 

BD rin ABD 

‘ 9 BAD ~ AB- BDeuliBD 


oder 

AB : AC : A D = sin CAD : rin BA D : sinBAC 
also 

P : Q : R = rin ß : rinn : rin y 
mithin auch 

P rin a = Qrinß 
P riny = R rin ß 
Q tin y — R sin n 

13. Aus diesen drei Gleichungen lassen 
sich bei gegebenen 3 Stücken die übri- 
gen drei Stucke finden. 

A. Sind zwei Kräfte und ein von ihnen 
nicht eingeschlossener Winkel gegeben, 
s. B. P, Q und Z“ 
so bat man unmittelbar 


rin ß — — - rin o 
hieraus Zy-Z « + Zß 

Rs *£ Qm *Zp 

4 rin o rin ß 


oder lg a = 


Q rin y 


P+Qcosy 
, P+Qcoiy P . 

oder cot a = — yr—, = 7c corecy+eo I y 

Qtiny Q 

E. Aus der gegebenen Seitenkraft P, 
der Mittelkraft R und dem von ihnen 
cingeschlossenen Z“ hat man im A AßD 

tgADB = . BD -™ BAD 


oder 


AD- BD- coi BAD 
, Orion 
13 fl -Iß coro 


R — Qcotn R 

oder cot ß = — = yr coiec n—col n 

r Qtina (/ 

F. Um die Formeln für cota und colß 
für Rechnung mit Logarithmen geeignet 

zu machen setze man — coiec y — der 
Cotangente eines Winkels /i ; 
also log cot fi=logP- log Q-\- log coiec y 
Ist hiernach fi bestimmt, so hat man 


. , , co 1 u cor y sin (y + 1») 

cot n = cot u + col y = -r— ' - + - — - = — — — 1 f' 

nn n ttn y rin y • rin fi 

also log col n = log rin (y + fi)- log rin y — log rin fl 

Ebenso hat man coiec a = cot ip gesetzt 

log col ß — log rin (o - iß) — log rin iß - log rin a 
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II. Statik des materiellen Punkts. 

14. Auf einen materiellen Punkt 
A wirken nach Richtungen, die 
alle in einer Ebene liegen, gege- 
bene Kräfte, so bestimmt sich die 
Oröfse nnd Richtung deren Mit- 
telkraft wie folgt. 

Um inerst die Richtungen AP; AP,-, 
AP,; AP,... der Kräfte P; P, ; P, ... 
tu bestimmen, nehme man eine belie- 
bige Linie AH als gegeben an, und be- 
zeichne die Winkel, welche die Kräfte- 
richtungen mit derselben narb einer Seite 
hin von 0 bis 360° geiählt bilden, in 
derselben folge mit n; o, a 

Im Punkt A errichte man auf AB das 
Loth AC, so fallen die Kräfte in dio Li- 
nien AB, AC und deren Verlängerungen 
AB' und AC' oder zwischen dieselben 
nnd man kann letztere nach Satz 10 in 
Seitenkräfte zerlegen, welche in dieso 
Linien AA’ und BB’ fallen. Aus diesem 
Grunde sollen diese normal auf einander 
befindliche Linien Axen hei fsen, AB 
•oll dieHauptaxe und AC die Neben- 
axe sein. 

Durch solche Zerlegung erhält man 
zwei Systeme Ton Kräften, welche den 
gegebenen Kräften gleich gelten und Ton 
denen sämmtliche Kräfte des einen Sy- 
stems in die Axe AB und sämmtliche 
Kräfte des anderen Systems in die Axe 
AC fallen. Die Mittelkraft der Kräfte 
jedes einzelnen Systems ist offenbar der 
Ueberschufs der nach einer Seite hin 
wirkenden gröfseren Summe der Kräfte 
gegen die nach entgegengesetzter Seite 
Ein wirkende kleinero Summe; diese 
beide Mittelkräfte sind gleichgeltend den 
ursprünglich gegebenen Kräften und setzt 


man sie beide zu einer neuen Mittelkraft 
zusammen, so ist diese die gesuchte Mit- 
telkraft der gegebenen Kräfte. 

Fig. 751. 


Zerlegt man nun P durch das Paral- 
lelogramm nm in die Seitenkräfte Am 
und An, wenn Ap die Kraft P yertritt, 
so ist Am = P r = P cos a 
An = pf = P sin a 

Diese Ausdrücke gelten für alle übri- 
gen Kräfte P,; P t ; P,... P„ 

Denn für P, ist die Richtung Am, ne- 
gativ, die Richtung An, positiv, also 

— Am, — P, x = — P, cot p, AB’ = + P, cota, 
An, — P? = P, sin p,AC — P, sin a, 

Für P, sind die Richtungen Am, und 
An, negativ, also 


- Am, = P,* = P, cot p, AB' = - P, cos («, - 180°) = + P, cot a, 

- An, = P,V = P, sin p, AB’ = - P, sin (<r, - 180°) = + P, sin o. 
Für P, ist die Richtung Am, positiv, die Richtung An, negativ, also 

Am, = P, x = P, cot p, AB — P, cot (360° — er,) = P, cos er, 

- An, = P.F = P, sin p, AB = - P, sin (360° -«,) = + P, sin rr, 


Fallt die Kraft in eine der beiden Axen, 
so sei die Richtung der Kraft 1) nach 
AB gerichtet 
Dann ist « = 0 also 
Am = P r - - p cot a = P cos 0 = P 
An = P» = P sin a = P sin 0 = 0 
Ist 2) die Richtung der Kraft nach AC, 
dann ist a,*= 90°, also 

Am, = P , 1 = P, co, o, = P ( co, 90° = 0 
An, = P,V = P, sin a, = P, sin 90° — P, 


Ist 3) die Richtung der Kraft nach AB’, 
dann ist n* = 180°, also 
- Am, = P, X = P,cota,=P, cot 180 °=-P, 
An, = P,V= P,sino,= P, sin 180°= 0 
Ist 4) die Richtung der Kraft nach AC\ 
dann ist «, = 870°, also 
Am, = P*=P,cota,= P,coi 270°=0 
An, = P,»=P, sinrr,= P, sin270°=— P, 
Diese so erhaltenen den gegebenen 
Kräften gleich geltenden Seitenkrifte 
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setzen sich nun zu zwei Mittelkräften 
zusammen, deren Richtungen in BR' und 
CC' fallen. 

Die nach All oder AB’ fallende eine 

Mittelkraft iat die algebraische Summe 
der iu dieser Linie befindlichen Seiteu- 
krifte 

Pro» « + P.rot /', cot ir, • P, cot ff,+ ... 

Die nach AC oder AC' fallende zweite 
Mittelkraft ist die algebraische Summe 
der in dieser Linie befindlichen Seiten- 
kräfte 

P »in « + /*,» i« ff,+ P , »i»ff,+ P, «in it,+ ... 


Die an sich additiven Qlieder beider 
Reihen beziehen sich auf die Richtungen 
AB und AC, die an sich subtractireu 
Glieder der Reihen beziehen sich auf die 
Richtungen AB' und AC. 

Beide Kräfte haben den Angriffspunkt 
A und bilden mit einander rechte Winkel. 

Bezeichnet man deren Mittelkraft mit 
R, dessen Winkel, den sie mit der Axe 
AB bildet mit p, so hat man dereu Sei- 
tenkraft nach der Richtung AB = R rot p 
und die nach der Richtung AC = R riu q 
und es ist 


R eot p = P cot a + P, cot n, + P, rei n, + • . .. (I) 

R tiit (i = P sie « + P, »in ft, + P , »i » n, -p .... (2) 

Ä* — ( Prot n + P, cot fr, + ....)’ + (P sie ff + P, »*» «, + ••••)’ (31 


cot p = -i- (P cot tt+P, cot n, + . . .) 
■in p = (P* in n + P, »in «, + ...) 


(4) < S p = 


PttH n + P, »i n ff, + . 
Pcot a + P, re» fr, + .... 


(0 


Entwickelt man in dem Ausdruck für 
(6) R 1 die Quadrate der Polynome, so erhält 


R 1 = P* ( cot ’tt + sin ’n) -f P} {cot *fr, + »in ’«,) + 

+ 2 PP, (ro» n • cot n, -f »in ft • »in rr,) -f- 2PP, ( cot n • cot rr t + »in ff • »in o,) 

+ + 2 P, P, (co» n, • cot ff, + »in ff, • »in »,) + .... 

also 

= P» + P,» + P,* + . ... + 2 PP, cot (n, - n) + 2 PP, co« (n, - n) 

+ ....+ 2 P,P, ro»(«, - o,) + 2P,P, cot (n, - o,) + .... 


Nun sind n, — «r; n, — « 

u, - o, .... n„ — die Winkel, welche 
je zwei Kräfte P,P; P,P — P,P,; P,P, 
... P n P m _x unter sich bilden. Man hat 
demnach das Quadrat der Mittelkraft gleich 
der Summe der Quadrate aller einzelnen 
Seitenkräfte plus dem doppelten Product 
aus je zweien dieser Kräfte mit dem Co- 
sinus des von ihnen eingeschlossenen 
Richtungswinkels multiplicirt 

15. Für Kräfte, die in einerlei 
Ebene liegen und sämmtlich auf 
einen materiellen Punkt wirken, 
ist demnach Gleichgewicht, wenn 
siekeine Mittelkraft liefern, wenn 
also nach der Bezeichnung Ko. 14: 

P»in ff + P, sin «, + P, »iit ff, + = 0 

nnd zugleich 

P cot a + P. c ot rr, + P, cot n, + = 0 

Die Kräfte sind also im Gleichgewicht, 
wenn sie nach zweien nnter sich norma- 
len Richtungen zerlegt nach jeder dieser 
Linien Seitenkräfte liefern, deren alge- 
braische Summe = Null ist. 


16. Erklärung. Das Product eiuer 
Kraft mit dem Abstand ihrer Richtung 
von einem Punkt heifst das Moment 
der Kraft in Beziehung auf diesen Pankt, 
welcher der Momentenpunkt heifst. 
Werden die Momente mehrerer Kräfte 
auf diesen Punkt bezogen, so heifst der 
Punkt Mittelpunkt der Momente. 

17. Wirken mehrere Kräfte auf 
einen materiellen Punkt nach 
Richtungen, die alle in einerlei 
Ebene liegen, 'so ist das Moment 
deren Mittelkraft gleich der alge- 
braischen Summe der Momente 
sämmtlicher gegebenen Kräfte, 
wenn der Momentenpnnkt in der- 
selben Ebene liegt. Zieht man 
durch den materiellen Punkt und 
den Momentenpunkt eine gerade 
Linie, so werden die Momente der 
nach entgegengesetzten Seiten 
dieser Linie gerichteten Kräfte 
entgegengesetzt in Rechnung ge- 
bracht. 

Es seien Fig. 762, P; P,; P,; P, vier 
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Kräfte, der Allgemeinheit der 
Untersuchung wegen in den vier 
verschiedenen Quadranten bele- 
gen, alle auf den materiellen 
Punkt A wirkend. Der beliebig 
gelegene Punkt M sei der Mo- 
mentenpnnkt, A und M durch 
eine gerade I.inie verbunden. 
Die Winkel der Kräfte mit der 
geraden Linie AM sind von die- 
ser aus nach einerlei Richtung 
genommen mit a ; er, ; rr, j er, ; 
Die von M auf die Kräftericn- 
tnngen gefällten Lothe mit p ; 
p, ; p, ; p, bezeichnet. Setzt 
man die Länge AM = a. die Mit- 
telkraft sämmtlicher Kräfte =» K 
unter dem Zp mit AM, so hat 
man nach No. 15 Formel 2. 


R sin p = Piin et -f P, sin n, + P, sin n, + P , sin o, + .... (1) 

Nun hat man sinn= - 
a 

sin rr. = sin MAP, = — 
ts 

sin n, = sin MAP , — sin (MAp" -)- 180°) = — sin MAp" = 

fl 

sin a, ~ sin (MAA' + A'AP,) - sin (360° - MAP.) - - sin MAP, = - C* 

o 


Setzt man den Abstand des Momenten- 
puukts von der Richtung der Mittelkraft 

= r, so hat man sinp = ± — , und alle 

d 


diese Werthe in Qieichung 1 suhstituirt 
entsteht die Gleichung 


± — Ä = E-p+Pj-P, ,_£» p. ,-P* p, ,± 

a a a a a 

oder ±rÄ=pP+p,P, -p,P, -p,P,± 


womit der Satz als richtig nachgewiesen 
ist. 

18. Ist p = 0 oder 180°, so geht die 
Mittelkraft durch den Momentenpunkt, 
sin p ist =0 und r = 0, die algebraische 
Summe der Seitenkräfte ebenfalls = 0- 
Wenn daher für irgend einen Momenten- 
punkt die algebraische Somme der Mo- 
mente der Kräfte = 0 wird, so kann dies 
daher rühren, dafs der Momentenpunkt 
in der Richtung der Mittelkraft liegt oder 
auch daher, dafs die Mittelkraft selbst 
= 0 ist, d. h. dafs die Kräfte das Gleich- 
gewicht sich halten. 

19. Wenn Kräfte in eine rleiEbene 
befindlich auf einen materiellen 
Punkt P wirken und es ist die al- 
gebraischeSumme deren Moment« 


für zwei Momentenpunkte M, M' 
enommen, die mit dem materiel- 
en Punkt nicht in einer geraden 
Linie liegen, für jeden einzelnen 
= 0, so sind die Kräfte unter ein- 
ander im Gleichgewicht. 

Da die algebraische Summe der Mo- 
mente sämmtlicher Kräfte in Beziehnng 
auf den Punkt M = 0 ist, so kann, wenn 
eine Mittelkraft R existirt, diese nur 
nach der Linie PM gerichtet sein. 
Es existirt also keine durch die Linie 
PM’ gerichtete Mittelkraft. Dasselbe fin- 
det für den Momentenpunkt M' statt und 
es existirt also keine Mittelkraft durch 
die Linie PM. Da aber beides zugleich 
statt finden mufste und nicht statt fin- 
den kann , nämlich dafs die Mittelkraft 
durch PM und zugleich durch PM' geht, 
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so existirt überhaupt keine Mittelkraft 
oder was dasselbe ist, die Mittelkraft ist 

= 0 . 

20. Erklärung. In dem Art. Ge- 
schwindigkeit, pag. 153 am Schlufs 
ist virtuelle Geschwindigkeit er- 
klärt. Sie ist eine ideell, e Geschwindig- 
keit, eine Geschwindigkeit die aus einer 
Bewegung hervorgehen würde, wenn die 
Kräfte nicht im Gleichgewicht, nicht in 
der Ruhe wären. 

Denkt man sich das System der Kräfte 
Fig. 752, in fortschreitender Bewegung 
und der materielle Punkt A mache_ mit 
sämmtlicheu auf ihn wirkenden Kräften 
den Weg AM = o, so ist, wenn man den 
Weg a in der Zeiteinheit zurückgelegt 
denkt, a die Geschwindigkeit von .4 also 
die virtuelle G. des Punktes A. 

Die Kraft P wirkt jetzt in dem Punkt 
Jf nach einer mit ihrer ursprünglichen 
Richtung AP parallelen Richtung, sie bat 
sich also ihrem nach A P gedichteten Ziele 
um die Länge Aa„ — a cos n genähert nnd 
die virtuelle G. von P ist — acota. 

Die Kraft P, wirkt mit sich selbst 
in M , sie hat sich von ihrem nach A P, 
gerichteten Ziele um die Länge Aa, 
= a cot MAa, = — a cot a, entfernt , d. h. 
um die Länge a cot a, genähert und es 
ist o cot «, die virtuelle G. von P,. Des- 
gleichen o cot n, die virtuelle G. von P, 
und acota t die von p , . 

Man spricht auch blofs von der 

Rcot p = Pcot a + P, cota,+ P 

8etzt man wie vorher AM-a, die vir- 
tuelle Geschwindigkeit für die Mittelkraft 
R = K, die für P-, P,\ P >; P t aufeinan- 
der folgend = »; », so ist 

r 

K = ± A cot p ; also cot g = * — 

t 

v = AOq = a cot a; also cos a = + — 


virtuellen G. des materielle» 
Punkts, und sagt: AM = * istdievir- 
tuelle G. des materiellen Punkts 
A an sich. Aa„ die virtuelle G, des 
materiellen Punkts nach der Rich- 
tung der Kraft P, — Aa, die nach 
der Richtung der Kraft P, u. s. w. 

Stellt man sich eine drehende Bewe- 
gung vor, die in derselben Ebene der 
Kräfte um den Punkt M geschieht, so 
eschehe die Bewegung in der ZeiteSn- 
eit rechts um den Bogen <p (für de» 
Halbmesser =1), so ist offenbar die vir- 
tuelle G. des materiellen Punkts A = aq ; 
die der Kraft P=p<f = oq> • sin s; die der 
Kraft P,=- p,tp = — jwp • sin «, o. s. w. 

21. Wirken mehrere Kräfte auf 
einen materiellen Punkt A, deren 
Richtungen in eine Ebene fallen, 
so ist das Product aus ihrer Mit- 
telkraft Ä und der virtuellen G. 
derselben (= der virtuellen G. des 
materiellen Punkts auf die Rich- 
tung derselben) gleich der. alge- 
braischen Summe derselben Pro- 
ducts für jede der einzelnen Sei- 
tenkräfte, wenn die virtuellen G., 
welche in die Richtungen der Kräfte 
fallen, additiv und die, welche in 
deren Verlängerungen fallen, sub- 
tractiv in Rechnung gebracht wer- 
den. 

Denn nach No. 14, Formel 1, in Be- 
ziehung auf Fig. 751 also auch auf Fig. 
752 ist 


cot «, + P, cot <r, + .... (1) 


c, = An, = — a cot «, ; also cota. = — — 
• ' a 

», = .4«, = — oceso,; also eo*«,=— - 

o 

e, = 4<x, = « cot n, ; also cos it, = + 

Diese Werths in Gleichung 1 substi 
tuirt geben 



and mit a multiplicirt: 

± VR = vP-t,P,-o,P, + »|P, * 

22. Liegt der Punkt M aufserhalb der Af,<v, M M, a, .... auf den Kraftrich- 
Ebcne der Kräfte, so projicire die Linie tungen normal, folglich hat man den 
AM auf diese Ebene, diese wird AM, Satz No. 21 für dieselben virtuellen Ge- 
wenn M, die Projection des Punktes M schwindigkeiteu , der Punkt M mag in oder 
ist, verbinde M, mit den Projections- aufserhalb der Ebene der Kräfte liegen. 

S unkten a„; o,; a des Punkts M auf 23. Ist g (s. No. 21) = 90°, so ist 

ie Kraftrichtungen, so sind die Linien. F=0. 
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Also 

o=tP-»,p,-t,n, + t,r,±... 

Ist also dio virtuelle 0. des ma- 
teriellen Punkts an sich auf der 
Richtung der Mittelkraft normal, 
so ist die algebraisch e Summe der 
virtuellen Geschwi ndigkeitspro- 
dncte = Null. 

2-t. Nimmt man zwei virtuelle 
Geschwindigkeiten des materiel- 
len Punkts an sich, die beide nicht 
in einerlei geraden Linie liegen, 
und es sind die algebraischen 
Summen der virtnel len Geschwin- 
digkeit sp rod u cte nach den Rich- 
tungen der Kräfte jede für sich 
= 0, so sind die Kräfte mit einan- 
der im Gleichgewicht 

Denn die algebraische Summe der vir- 
tuellen Geschwindigkeitsuroducte kann 
= 0 sein, sowohl weil die virtnelle G. 
nach der Richtung der Mittelkraft = 0 
oder die Mittelkraft selbst = 0 ist. Für 
die angenommenen virtuellen G. des ma- 
teriellen Punkts an sich können aber dio 
ihnen entsprechenden virtuellen G. nach 
der Richtung der Mittelkraft nicht beide 
zugleich =0 sein, weil sonst beide 
erstgenannten virtuellen G. auf der Rich- 
tung der Mittelkraft normal sein mnfsten, 
welches nicht möglich ist, weil beide vir- 
tuellen G. nicht in einer geraden Linio 
liegen-, mithin imifs nach den Bedingun- 
gen des Satzes die Mittelkraft selbst = 0 
sein, d. h. die Kräfte halten einander das 
Gleichgewicht. 

25. Wirken anfeinen materiel- 
len Punkt drei Kräfte, deren Rich- 
tungen nicht in einer Khene lie- 
gen und nimmt man von dem ma- 
teriellen Punkt aus auf diesen 
Richtungen Stücke, die sich wie 
dio nach ihnen wirkenden Kräfte 
verhalten, constr Hirt dann zn die- 
sen Stücken als Nebenkanten ein 
l’arallelepiped, so ist die durch 
den materiellen Punkt liegende 
Diagonalo die Richtung und in dem 
Verhältnifs zu den auf den Kraft- 
richtungen genommenen Stücken 


' Kräfte im Gleichgewicht 

dio Gröfse der Mittelkraft der drei 
Seitenkräfte 

Denn wirken auf den materiellen Punkt 
A drei Kräfte P, Q, S nach den Rich- 
tungen AB, AD, AF. und sind 
P’:Q-.S = AB:ADi AE 
so entsteht das Parallelepiped, Fig. 751, 
und AG ist die Diagonale, welche die 
Richtung und Gröfse der zu den Kräften 
Pt Qt s gehörigen Mittelkraft sein soll. 

Die Diagonale AC ist die der Rich- 
tung und Gröfse nach zu P und Q ge- 


Fig. 753. 



hörige Mittelkraft II, (s. Satz 10) und 
es ist 

P-.Q-.R, = AR-.AD-.AC 

Nun gibt diese Mittelkraft R, mit der 
dritten Seitenkraft N eine Mittelkraft R, 
welche zugleich die Mittelkraft aller drei 
Kräfte /’, Q und S ist, und diese Mittel- 
kraft ist nach demselben Satz 10 die Dia- 
gonale AG des Parallelogramms ACF.G. 

Es ist somit 

P : Q : S : R = AB ■. AD : AF. : AG 

26. Sind die Richtungen AB, AD, AE 
gegenseitig auf einander normal, so hat 
inan 

AG‘= AC 1 + AE 1 — AB 1 + AD 1 -f AF? 
folglich ans der letzten Proportion 

«*=a*+ii,*=si*+<p+** 

Ist ^ GA B = oi / GAP- ßz / GAE—y . 
so ist 


AR = AGcota-, AD = AG cot ß\ AE—AGcoty 
Daher auch für rechtwinklig unter einander befindliche Kräfte 
P‘. Q i S i II = AG • cot rt i AG m cot ß : AG • cot y i AG 

= cot n : cot ß : cot y : 1 

woraus P — R • cot a ; Q ~ R • cot ß; S = R • cot y 


Sind also die drei Winkel bekannt, normalen Linien bildet, so erhält man 
welche eine Kraft mit dreien unter sich die nach diesen drei Linien gerichteten 

IV. 5 
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Seitenkräfte zu der gegebenen als Mit- 
telkraft, wenn man diese mit den Cosi- 
nus der Winkel multiplicirt, die zwischen 
den Richtungen der Mittelkraft und den 
der drei unter sich normalen Linien statt 
finden. 

Es folgt zugleich, wenn die Seitenkräfte 
gegeben sind 

p . Q s 

co.« = T -, c< U ß = T -,e„ r = T 

und da « = \/ P' + p 5 4- S>, so sind die 
Richtungswinkel der Mittelkraft gegen dio 
Seiteukräfte bestimmt und die Mittelkraft 
auch ihrer Lage nach bekannt. 

27. Das Parallelepipedum, welches dio 
Oröfse und Richtung der Mittelkraft dreier 
auf einen Punkt wirkende in verschiede- 
nen Ebenen liegenden Kräfte bestimmt, 
heifst das Parallelepipedum der 
Kräfte. 

2S. Anf einen materiellen Punkt wir- 
ken nach beliebigen Richtungen im Raum 
gegebene Kräfte, ihre Miltelkraft nach 
Grüfte und Lage zu bestimmen. 

P; P , ; P t seien die gegebenen 

Kräfte, A der materielle Punkt, auf den 


Fig. 754. 



sie wirken. Zu licstiinmung ihrer Rieh 
tungen nehme man von A aus drei be- 
liebig gelegene aber unter sich normalo 
Linien AB, AC , AI) und bestimme die 
Winkel, welche jede Kraftrichtung mit 
diesen Normalen als Richtungsaxen macht, 
wobei die Winkel von 0 bis 180° gezählt 
werden. 


Für die Kräfte P-, P, ... seien die Rich- 
tungswinkel mit AB = n j o ( ... mit AC 
= ß\ ß, .... mit AD = y, y, ... 

Sind zuerst n, ß, y spitze Winkel, so 
fällt die Richtung der Kraft P innerhalb 
der Körperecke von den Kanten AB, AC, 
AI), und liefert nach Satz 26 in drei in 
diese Kanten fallenden Seitenkräfte zer- 
legt nach AB die Seitenkraft P cot n, 
nach .4C die Kraft Pcoiß und nach AD 
die Kraft P cot y. 

Ist zweitens a stumpf und sind die 
beiden andern ß, y spitz, so fällt die 
Kraft P innerhalb der Ecke DCB'A, die 
Seitenkräfte von P sind nach AC, AD 
und AB' gerichtet, die Kraft P bildet 
mit AB' den Z(l*0°-e) und diese Sei- 
tenkräfte sind also - Pcotn, Pcotß und 
P cot y, mit welchen Werthen die Rich- 
tungen der Seitenkräfte ausgesprochen 
sind. 

Eben so verhält es sich, wenn ß und 
j' stumpf sind, wo dann die subtractiven 
Vorzeichen andeuten, dafs die Seiten- 
kräfte nach den Richtungen AC und AD' 
hin liegen. Und so verhält es sich mit 
den übrigen Kräften P,-, P, ... mit den 
ihnen zugehörigen Winkeln n,; o, ... 
ß,\ ß, ••• )•.; )•, ••• M“» hat demnach 

mit Zerlegung sämmtlicher Kräfte die 
Seiteukräfte nach AB und AB': 

± P cot n ± P, cot n, * P, cot n, * .... 
nach der Richtung AC, AC' 

± P cot ß * P, cot ß, ± P, cot ß,* .... 
nach der Richtung AD, AD' 

± P cot y ± P, cot y, ± P t cot y t ± . .. 

Diese drei Summen geben drei Kräfte, 
welche die Mittelkräfte jener Seitenkräfte 
sind und für die gegebenen Kräfte P; 
P , ; P, ... eingesetzt dieselbe Wirkung 
ausüben. 

Bezeichnet man diese drei Mittelkräfte 
mit Q\ p, ; p,, so setzen sich diese wie- 
der zu einer Mittelkraft R zusammen, 
welche der den gegebenen Kräften zuge- 
hörigen Mittelkraft an Grüfte und Rich- 
tung identisch ist. Sind die Winkel der 
Mittelkraft R mit den Axen AB, AC, 
AD = u', ß', )•’, so hat man 
R cot «' = P; R cot ß' = p, i R cot j ' = p , 

Quadrirt man diese 3 Gleichungen, so 
hat man 


R* ( cot 3 n' -f- cot % ß' 4- cot * y *) = P* -f- P, s + Pi* 0) 

Nun ist nach dem Art. „Körpertrigonometrie“ No. 17 mit Fig. 740, pag. 
36, der Werth der Klammergrüfte = I, mithin hat man 

= Q , + Q, •+P,’ 

= (Pco i n + P, cot a, 4 ...)’ + (Pcot ß + P, cot ß, + + ( Pcot y + P, cot y , 4 - . . ( 2 ) 
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Ferner hat man die Richtungswinkel der Mittelkraft R mit den Axen 
, Q Pcos tt 4 P, cot re, -f .... 

COS tt' = — — 

Ä Ä 

, Q, Pcos fl -f- P, cot fl, 4 .... 

cot fl' = ~ = -- — — 

H R R 


cos v ' = £» = Pcos y + P, cos y,+.... 

R R 

29. Entwickelt man die Quadrate der Polynome von Ä 3 , so erhalt man 
R* = P 3 (cot 3 n 4 cos 3 fl 4 cos 7 y) -f P, 7 ( cos 7 n, 4 cos 7 fl, -f* cos 7 y,) 

4 P i 7 (cos t a i -{-cos 7 fl t -fco* Vi) + ...+ % PP, (cos n • cos a, 4 cos fl • cos fl, 4 cos y • cos y,) 
4 2 PP % (cos n • cos n , cos fl • cos fl t 4 cos y • cos y 9 ) 4 • • • • 

4 2 P,P% (cos tt, • cos <r # 4 cos fl, • cos fl t 4 cos y, • cos y t )+2P,P t (cos n , . cos *r, 4 • • *)4 • • • 
4 2P, P % (cos tr % • cos a , 4* ••)••• • 


+ ••••• 

+ 2P n _,P„ cos «„ + ...) (1) 


Nun ist jede der ersten Klammergrü- 
fsen , die Summe der Quadrate von drei 
Cosinus enthaltend, nach dem ad 27 ge- 
dachten Sata = 1, und nach dem folgen- 
den SaU 14, die Klatumergrölsen , welche 
die Summe der Producte je zweier der 
drei Cosinus enthalten = dem Cosinus 


des Winkels, den die beiden zu ihnen 
gehörigen Kraftrichtungen mit einander 
bilden. Bezeichnet mau daher den Win- 
kel je zweier solcher Kraflrichtuugen mit 
den neben einander gestellten Krafttei- 
chen selbst, so bat mau 


ft» = f* + P,» + P,» + + 2 PP, co« (PP,) + 2 PP, co, (PP,) + . . . , 

+ 2 P,P, co» (P,P,) + .... + 2P (t _ 1 P„ co, (P._, P„) (2) 


30. Die Uittelk raft mehrerer Sei- 
tenkräfte mnltiplicirt mit der vir- 
tuellen Geschwindigkeit des An- 
griffspunkts der Kräfte nach der 
Richtung derMittelkraftistgleich 
der algebraischen Summe der Pro- 
ducte aus jeder Seitenkraft mul- 
tiplicirt mit der nach ihr gerich- 
teten virtuellen Geschwindigkeit 
des materiellen Pnnkts. 

Der Beweis davon ist wie der No. 21. 
Bezeichnet auch hier V die virtuelle G. 
des materiellen Punkts nach der Rich- 
tung der Mittelkraft; bezeichnen ferner 

*; e, ; », die virtuellen G. desselben 

Punkts nach den Richtungen der Kräfte 
P; P,; P, ... so erhält man die Schlufs- 
gleicbung 

VR = eP + t.P, + r, P, + ... . e„P. 

31. Bei derselben Bezeichnung 
der Kräfte und deren Richtungs- 
winkel sind die auf einen mate- 
riellen Punkt wirkenden Kräfte 
im Gleichgewicht wenn 

P coi or + P, co» «, + P, co» n, + . . =0 
Pco, ß + P, cot ß, + P, co, ß, -f ... = 0 
P co« y + P, co» y, + P, co« y, + ... =. 0 

Denn nach No. 28 sind die drei = 0 


gesetzten algebraischen Summen die nach 
den drei gewählten Axen gerichteten Mit- 
telkräfte der nach diesen Axen in Seiten- 
kräfte zerlegten gegebenen Kräfte P; P,; 
P,..; sind also mit den gegebenen Kräf- 
ten gleichgeltend, und es kann bei die- 
sen nur Gleichgewicht bestehen, wenn 
es unter diesen drei Mittelkräften besteht. 
Da sich nun drei Kräfte, deren Richtun- 
gen nicht in einerlei Ebene liegen, (s. 
Satz 24) nach dem Parallelepipednm der 
Kräfte zu einer Mittelkraft zusammen 
setzen, so kann das System nur im Gleich- 
gewicht sein, wenn diese Mittelkraft = 0, 
wenn also jede der algebraischen Sum- 
men von je in einerlei geraden Linie 
wirkenden Seitenkräften = 0 ist. 

32. Kräfte sind im Gleichgewicht, wenn 
deren Mittelkraft = 0 ist; daher kann man 
das Gleichgewicht auch ansdrücken, wenn 
man in No. 29, Gleichung 2, R = 0 setzt. 
Folglich besteht das Gleichgewicht zwi- 
schen den gegebenen Kräften, wenn die 
algebraische Summe aus den Quadraten 
dieser Kräfte und den doppelten Pro- 
ducten je zweier derselben mit dem Co- 
sinus ihres Richtungswinkels = 0 ist. 

Diese Bedingung begreift die drei Be- 
dingungen No. 31 in sich, denn jene al- 
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gebraische Summe ist nie No. 29, Gleichung 1 und No. 28, Gleichung 2 besagt 
(.Prot n + P, cot a, + .. ) , + (Pcos/} + P,cot ß,+ ...y+(Pcot y + P,coty, + 
so dafs also jedes einzelne der drei Glieder = 0 sein mufs. 


III. Statik der materiellen Ebenen. 

33. Wirken auf zwei Punkte einer 
Ebene zwei Kräfte, deren Ri ebtun- 
en + laufen, so ist ihre Mittel- 
raft die Summe oder der Unter- 
schied der Seitenkräfte, je nach- 
dem sie nach einerlei oder nach 
entgegengesetzten Seiten gerich- 
tet sind, die Richtung der Mittel- 
kraft ist denen der Seitenkräfte 
+- u n d theil t die Verbi n d u n gsli n ie 
der beiden Angriffspunkte derge- 
stalt, dafs jede Kraft dem Theil 
der Verbindungslinie proportio- 
nal ist, der zwischen den Richtun- 
gen der beiden übrigen Kräfte be- 
griffen ist. 

Sind A und B die beiden materiellen 
Punkte, auf welche die Kräfte P und Q 


Fig. 755. 



nach den parallelen Richtungen AP und 
BQ wirken, so bringe nach den Verlän- 
gerungen der Linie AB nach All und 
BJ zwei gleich grofse Kräfte p, p an, 
so werden dadurch nach Satz 2 die Wir- 
kungen der Kräfte P und Q nicht geän- 
dert. Nnn kann man aber die auf den 
Punkt A wirkenden Kräfte P und p (nach 
No. 10) zu einer Mittelkraft zusammen 
setzen; deren Richtung sei AB, und eben 
so die auf B wirkenden Kräfte Q und p 
zu einer Mittelkraft, die nach BP gerich- 
tet sein möge. AE und BF verlängere 
man rückwärts bis sie sieb in G schnei- 
den und wo sie nach No. t mit ungeän- 
derten Richtungen wirkend gedacht wer- 
den können. Zieht man nun durch 6' 
eine Linie CD* AB und verlängert PA 
und QB bis in die Linie CD, zerlegt 
ferner die in dem Punkt G nach GE und 


GF wirkenden Kräfte nach den Richtun- 
gen GC, GD und GK | CP t l)Q, näm- 
lich die Kraft GE nach GC und GK und 
die Kraft GF nach Gl> und GK, so sind 
die beiden nach GC und GD zerlegten 
Seiteukrälte — p, die sich einander das 
Gleichgewicht halten; es bleiben daher 
nur die nach GK zerlegten Kräfte = 
P+Q = R übrig. 

Nun ist wegen des Parallelogramms 
der Kräfte 

p : P — CG : GK = AK : GK 
und Q: p = CK : GD = GK : BK 
woraus /■ : Q ■. B = BK : AK : AB 
Hieraus folgt umgekehrt, dafs eine 
Kraft II nach zwei mit ihr parallelen 
Richtungen in zwei Seitenkräftc sich zer- 
legen latst, deren Summe gleich der Kraft 
R, und die sich umgekehrt verhalten, 
wio die Stücke, die zwischen ihren Rich- 
tungen und der Krall II auf einer Liuie 
begriffen sind, welche die Kräfterichtun- 
gen schneidet. 

Sind nun zweitens die Kräfte P und 
Q parallel und entgegengesetzt gerichtet 
(Fig. 756) und ist Q > P, so kann man 
Q als die Mittelkraft zweier Kräfte P' 
und R ansehen, wo P f der Kraft P = und 
gerade entgegengesetzt ist, die andere II 
al>er die verlängerte AB iu einem Punkt 
C durchschneidet, dergestalt dafs 
Q : P > : R = AC : BC : AB 
Nun ist / y =P, folglich halten sich P 
und P das Gleichgewicht; es bleibt da- 
her statt der ursprünglich gegebenen 
Kräfte P und Q uur R als ihnen gleich- 
geltend übrig, wenn man statt Q ihre 
beiden gleichgeltenden Seitenkräfte P' 
und R einsetzt. Mithin ist R die Mit- 
telkraft zwischen P und Q und weil Q 
= /" + «=/’+«, so ist R-Q-P. 

Verwandelt man die Proportionen des 
Satzes iu Producte der äufseren und der 
Mittelglieder, so erhält mau ad I, Fig. 
753 

BK • Ä= AB ■ P 
AK- R = AB-Q 
ad 2, Fig. 756 

AC- R = AB - Q 

hieraus AC - ^ AB--^— u AB 

Ist Q = P, so ist AC — ~ AB=oo ;d. h. 
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Fig. 756. 



Es findet in diesem Fall keine Mit- 
telkraft statt. 

34 Erklärung. Zwei gleiche pa- 
rallel und entgegengesetzt wir- 
kende Kräfte heifsen ein Kräfte- 
paar, das Product zwischen einer 
derselben und ihrem Abstande 
heifstdasMomentdesKräftepaars. 
Fig. 757 ist P — P ein Kräftepaar; ist 
CG = a normal auf P und P\ also deren 
Abstand, so ist CG x P= aP das Moment 
von P-P. 

35. Zwei gleiche und parallel 
entgegengesetzte Kräfte können 
mit einer dritten Kraft nicht im 
Gleichgewicht sein. 

Denn sind AB und CD die beiden pa- 


Fig. 757. 



rallelen Richtungen der gleichen Kräfte 
P nnd — P, und es wäre möglich, dafs 
eine Kraft Q nach irgend einer in der- 
selben Ebene befindlichen Richtung EP 
den beiden Kräften das Gleichgewicht 
hielt, so läfst sich eine Linie DII + der 
Linie EP ziehen , die also dieselbe Lage 
wie EP' gegen beide Kräfte P und - P 
hat, und es müfste ebenso gut eine Kraft 
Q nach der Richtung DH wirkend, mit 
P und — Piin Gleichgewicht sein. Bringt 
man nun in der Linio DII zwei Kräfte 
(P nnd Q" an, jede = Q nnd entgegen- 
gesetzt wirkend, so wird das Gleichge- 


wicht wie vorher bestehen. Nun müfste 
aber, wie eben gesagt, auch (P den Kräf- 
ten P und — P das Gleichgewicht halten, 
und folglich müfsten Q und ff" mit ein- 
ander im Gleichgewicht sein. Beide sind 
aber 4- und nach einerlei Richtung, folg- 
lich haben sie nach No. 33 eine Mittel- 
kraft = 2 Q, es kann mithin eine einzige 
Kraft wie Q oder (P den beiden Kräften 
Pund - P nicht das Gleichgewicht halten. 

Ebenso wird der Beweis geführt, wenn 
die Kraft Q aufserhalb der Ebene der 
Kräfte P und - P liegend angenommen 
wird. 

36 Aus dem vorigen Satz folgt un- 
mittelbar, dafs zwei gleiche und ent- 
gegengesetzte Kräfte keine Mit- 
telkraft haben, denn gäbe es eine 
solche, so würde dio ihr gleiche und ent- 
gegengesetzt wirkende Kraft beiden Kräf- 
ten das Gleichgewicht halten, welchem 
Satz 35 widerspricht (ist auch No. 34 ana- 
lytisch nachgewiesen). 

37. Die Mittelkraft aus mehreren 
in einer Ebene und parallel wir- 
kenden Kräften ist die algebrai- 
sche Summe aller Seitenkräfte 
und das Moment der Mittelkräfte 
der algebraischen Summe der Mo- 
ra entoderSeitenkrä ft e, wennman 
diejenigen Kräfte mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichifti in Rechnung 
bringt, welche nach entgegenge- 
setzten Seite n gerichtet sind, und 
eben so die Vorzeichen der vom 
Momentenpu nkt auf entgegenge- 
setzten Seiten liegenden Abstände 
entgegengesetzt nimmt- 

Denn es seien 

1. zwei nach einerlei Seito gerichtete 
Kräfte P und Q, so nehme man in der 
Ebene deren Richtungen aufserhalb der- 
selben einen Punkt M zum Momenten- 
punkt, ziehe von M aus auf die Rich- 
tungen eine winkelrechte Linie, welche 
dieselben in A und B schneidet, so hat 
man die Mittelkraft B beider Kräfte den- 
selben parallel, = P + Q und deren Lage 
ist nach Satz 34 zwischen A nnd B in 
C der Art, dafs AC • B = AB • Q oder 
BC ■ 11 = AB ■ P 

Aus R = P+Q 

folgt AM ■ R = AM • P+AM-Q 
hierzu AC • R = AB • Q 
gibt (AC+AM)- R = AM-P+(AB+AM)-Q 
oder CM • R = AM ■ P+ BM • Q (1) 

Nimmt man den Momentenpnnkt M’ 
zwischen beiden Kräften P und Q , so 
hat man , weil R = P + Q 
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Fig. 758. 



MM' • R = MM' ■ P + MM’ ■ ß (2) 
Diese Gleicbnng von Gleichung l ab- 
gezogen gibt 
(CM - M'M ) . « 

= (AM — M'M) • P + (BM — M'M) • ß 
oder CM'- R = -AM' -P+BM’-Q 
Das Moment der Mittelkraft ist also = 
der algebraischen Summe der Momente 
der Seitenkräfte; die Abstände, welche 
auf entgegengesetzten Seiten des Momen- 
teupunkts liegen, entgegengesetzt in Rech- 
nung gebracht. 

Wird der Momentenpunkt M' in C ge- 
nommen, so ist MC=MM’ und CM' = 0, 
mithin nach Gleichung 2 

0 = -AC-P+BC.Q 
D. h. Für einen in der Richtung 
der Mittelkraft gelegenen Momen- 
tenpunkt ist ,die algebraische 
Summe der Momente der Seiten- 
kräfte = 0. 

Liegt der Punkt M' zwischen B und C, 
so wird M'M > CM und dann wird CM 
— M'M = — CM'. Man hat also für diesen 
Fall 

- CM' • R = - AM' • P+ BM' -Q 
2. Sind zwei Kräfte P, ß 4= nach ent- 
gegengesetzten Seiten gerichtet und nimmt 


man außerhalb beider Kräfte in deren 
Khene einen Momentenpunkt M, zieht 
von diesem auf die Richtungen der Kräfte 


Fig. 750. 



eine Normale, welche die Kräfte P und 
ß in A und B schneidet, so hat man, 
wenn ß > P, die Mittelkraft R = Q — P 
und die verlängerte MB schneidet deren 
Richtung in einem Punkt C, so dafs 
AC • R = AB • ß 

Aus R = Q~P folgt (3) 

AM ■ R = AM -Q- AM -P 
hierzu AC • R = AB • Q 

gibt addirt 

CM • R = BM • Q - AM-P (4) 
D. h das Moment der Mittelkraft ist 
= der algebraischen Summe der Momente 
beider Seitenkräfte, wenn man die der 
gröfseren Kraft ß entgegengesetzt wir- 
kende Kraft P subtractiv in Rechnung 
bringt. 

Nimmt man einen Momentenpunkt M' 
zwischen den Kräften P und ß, so hat 
man aus Gleichung 3 

MM'-R = MM' -Q-MM’-P 
Diese von Gleichung 4 subtrahirt gibt 


(CM - M’M)- R = (BM - M’M)- Q-(AM - MM")-P 
oder CM' • R = BM' -Q + AM' - P 


Hier erscheinen die Kräfte ß und R 
additiv, die ihnen entgegengesetzt ge- 
richtete Kraft P subtractiv, die Abstände 
BM', CM' additiv, der ihnen vom Mo- 
mentenpunkt aus entgegengesetzt lie- 
gende Abstand AM’ subtractiv in Rech- 
nung gebracht. 

Ist ß < P, so ist R = P — ß. Behält 
man aber die Gleichung ß=ß-P= 
— (P—Q ) i so gibt das subtractive Vor- 
zeichen an, dafs die Mittelkraft in die- 
sem Falle der zuerst betrachteten Kraft 
ß entgegengesetzt gerichtet ist. Nimmt 
man nun zuerst den Momentenpunkt M 
außerhalb der Richtung aller drei Kräfte 


und verlegt ihn dann beliebig innerhalb 
der Richtungen , so erhält man auf die- 
selbe Art wie zuvor die Gleichheit zwi- 
schen den Momenten der drei Kräfte, in 
sofern man die Vorzeichen der darin vor- 
kommenden Gröfsen wie im ersten Fall 
bestimmt. In allen Fällen also, wo auch 
der Momentenpunkt angenommen werden 
mag, bat man allgemein die beiden Glei- 
chungen 

R-P+Q 

CM - R = AM -P+ BM ■ Q 

3. Sind mehrere Kräfte P, P*, P" 

nach einerlei Seite gerichtet und sind 
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«, a" ... die Abstände ihrer Richtun- 
gen von irgend einem Momentenpnnkt 
W, ist R die Mittelkraft sämmtlicher 
Kräfte, r ihr Abstand von dem Mornen- 
lenpunkt, so hat man allgemein 
Ä=P + P’-f P' + ... 
r« = eP+«’P’ + «’’/*" + — 

sofern man diejenigen Abstände snbtrac- 
tiv nimmt, die gegen den Abstands auf 
entgegengesetzter Seite des Momenten- 
punkts liegen. 

Dann ist R' die Mittelkraft von P und 
P, R" die Mittelkraft von R' und P" u. 
s. w, und sind die den Mittelkräften zu- 
gehörigen Abstände r', r" ..., so hat man 
aus 1) 

Ä’ = P + P’ 

R"=R‘+ P" = P + P’ + P" 

R‘" = ft” + P'" = P + P’ -f P" + P’" 

U. 8. w. 

Ferner 

r’R' = aP+ a'P 

r"R" = r'R' + a"l>” = aP+a'P' + a'P" 

U. 8. W. 

4. Sind von den Kräften P, P 1 , P" ... 
mehrere + entgegengesetzt gerichtet , so 
nimmt man zuerst die nach einerlei Seito 
und dann die nach der entgegengesetzten 
Seite hin gerichteten Kräfte. Ist R' die 
Mittelkraft der ersteren , r' deren Abstand 
vom Momentenpunkt, R" und r" diesel- 
ben Gröfsen für die entgegengesetzten 
Kräfte, so hat man für das ganze System 
R = R' + R" 
rR = r'R' + r"R" 

38. Zwei gleiche entgegenge- 
setzte parallele Kräfte bleiben 
in ihrer Wirkung ungeändert, wie 
ihre Richtungen in aerEbene lie- 
gen mögen, wofern nur der Ab- 
stand derselben von einander un- 
geändert bleibt. 

Denn es sei AB der Abstand der bei- 
den Kräfte P und - P. Ist C die Mitte 
von AB, und man nimmt 

1. die geänderte Lage des Abstandes 
DF durch die Mitte C von AB, so ziehe 
durch C eine beliebige gerade Linie DE, 
mache CD = CE = CA , also DE — AB. 
In D und F. bringe man normal auf DE 
gerichtete Kräfte an, die alle einander 
gleich und =P sind, und je zwei und 
zwei in entgegengesetzten Richtungen, 
auf D pnd E die Kräfte P und - P und 
die Kräfte — P" und P", so werden die 
Wirkungen der ursprünglichen Kräfte P 
und - P nicht geändert. Verlängert man 
die Kraftrichtungen D{~ p") und B(- P) 


bis zu ihrem Dnrchsrhnittspunkt F, so 
kann man beide Kräfte - P und — P‘‘ 


Fig 7(10. 



lit nngeänderten Richtungen in F wir- 
kend anuehmen (Satz 4), wo beide zu 
einer Mittelkraft vereinigt werden kön- 
nen, die, weil P=P", den £ DFB hal- 
birt (Satz 7); d. h. die nach der Linie 
CF gerichtet ist. 

Eben so geben die Kräfte + P und 
+ P”, beide mit nngeänderten Richtun- 
gen in dem Punkt G angebracht, eine 
nach CG gerichtete Mittelkraft, die mit 
CF in einerlei gerade Linie fallt, weil 
CF den Z.BCD und CG den- 2.ACE 
balbirt. 

Da nun so sind auch beide 

Mittelkräfto einander gleich, gerade ent- 
gegengesetzt gerichtet, mithin heben sie 
sich einander auf, und folglich heben sich 
einander auf oder halten einander das 
Gleichgewicht die vier Kräfte P, — P, P" 
und — P" und die Wirkung der übrigen 
beiden Kräfte P' und — P haben mit den 
ursprünglich gegebenen beiden Kräften 
P und — P dieselbe Wirkung. 

Hieraus geht hervor, dafs man den 
Abstand AB um seineMitte in der 
Ebene beliebigherumdrehen kann, 
ohne dafs die Wirkung derKräfte 
dadurch geändert wird. 

Man kann aber auch beiden Kräften 
in derselben Ebene eine beliebige Lage 
geben, ohne dafs ihre Wirkung geändert 
wird, wenn nur ihr Abstand dem ersten 
Abstand = bleibt. 

Nimmt man 

2. den neuen Abstand DE^AB, so 
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setze auf die Endpunkte D and E, nor- 
mal DE zwei Paar einander entgegengo- 
setzte nnd der Kraft P gleicho Kräfte 


Fis. 70.1 . 



— P', P' 1 und P 1 , — P", so werden durch 
diese neu hinzugckouinienen Kräfte die 
Wirkungen der ersten Kräfto nicht ge- 
ändert. Nun ziehe dio beiden Geraden 
AD und BE, so schneiden sich dieselben 
als Diagonalen eines Parallelogramms in 
ihrem beiderseitigen Ilalbiningspunkt C. 
Die beiden gleichen Kräfte P und P" in 
A und D lassen sich also zu einer durch 
C gerichteten, mit P und P" parallelen 
Mittelkraft = 2P zusammensetzen. Eben 
so setzen sich die beiden Kräfte — P und 

— P" zu einer durch C mit ihnen f ge- 
richteten Mittelkraft - 2P zusammen. _ 

Aus den vier zuletzt betrachteten Kräf- 
ten entstehen also zwei gleicho und ge- 
rade entgegengesetzt gerichteten Kräfto 
SP und —2 P, die nun mit einander im 
Gleichgewicht sind und die also aus dem 
System hinweggonommeu werden kün- 
non, ohne dafs die ursprünglich gegebene 
Wirkung gestört wird. Da nun bei sol- 
cher liinwegnahme die beiden Kräfte I" 
und - I“ übrig bleiben, so wirken diese 
eben so wio die zuerst gegebenen Kräfte 
P und - P, womit der Satz erwiesen ist. 

Nimmt man 

3. eine in derselben Ebene mit All be- 
findliche ihr gleicho Linie Ü'E' mit den 
der Kraft P gleichen Kräften P, — P„ so 
drehe diese Linie um deren Mitte F in 
die der AB parallele Lage DE, so ist 
nach dem ersten Thoil des Satzes das 
an DE befindliche Kräftepaar mit dem 
an D'E 1 befindlichen gleicngeltend ; die- 
ses aber nach dom zweiten Theil gleich- 
geltend mit dem an AB befindlichen 
Kräftepaar, folglich das Kräftopaar an 
D'E' gleichgeltcnd mit dem an AB und 
somit der Satz als allgemein gültig er 
wiesen. 

39. Zwei Kräftepaare in einerlei 
Ebene wirkend sind gleichgeltend, 


wenn das Product aus dem Ab- 
stand des einen Paars und einem 
seiner Kräftedcm Product dersel- 
ben Facturcu des anderen Paares 
gleich ist, und beide Paare nach 
d erselbe n Sei t e hin n ach Dreh u n g 
wirken; d. h. übereinstimmend ge- 
richtet sind; oder diese Products, 
Momenteder Paare genannt, wenn 
ihre Momente gleich sind. 

Denn es sei Afi(Fig. 762) der Abstand 
des einen Kräftepaars P und — P, CD 
der Abstand des anderen ß und — ß und 
.tÄxP = COx(). Bringt man an die 
K räfte ß und — ß die ihnen gleichen 
Kräfte ß' und - Q' entgegengesetzt, so 
sind diese 4 Kräfte im Gleichgewicht, 
und es bleibt für die Wirkung in der 
Ebene nur das Kräftepaar P nnd — P. 

Verlängert man nun AB bis E, so 
dafs BE = CD, so kann man nach No. 38, 3 
das Paar ß’ und - ß' so verlegen , dafs 
ihr Abstand BE ist; dann sind P und 
ß' nach einer und - P und — ß’ nach 
der anderen Seite gerichtet. Da nun ß’ = 
ß, BE - CD, undAP- P=CD . ß = BE-Q', 
'so geht (nach Satz 37) die Mittelkraft von 
P nnd ß’ durch R , ist P und ß’ und 
= P-f ß’. Dieser nun wirken gerade entge- 
gengesetzt die Kräfto — P; — ß' = - (P-f ( y ), 
folglich sind dio vier Kräfte P, - P, ß’, 

ß 1 ini Gleichgewicht, ändern die Wir- 
kung der an CD befindlichen Kräfte ß 
und - ß nicht, und folglich ist die Wir- 
kung der Kräfte Pund - P an AB = der 
Wirkung des an Cl) zurückgebliebenen 
Kräftepaars ß und - ß. 


Fig 7C2. 



40. ZwciKräftopaaro in einerlei 
Ebene sind einem Paare glejich- 
gcltend, dessen Moment die al- 
gebraische Stimme der Momente 
beider ersten Paare ist, wenn man 

hei gleichen Kichtnn ge nderKrä ft e 

die Momente additiv, bei ent£e- 
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gengesetzten Richtungen aber das 
eine Moment subtractiv in Rech- 
nung bringt 

Es seien /’ und - P an AB = a das 

eine Paar, Q nnd — Q an Cl) = b das 

andere Paar; alsdann kann man nach 
dem vorigen Satz statt des letzten Paa- 
res ein gleichgeltendes (>' nnd — Q’, un- 
ter dem Abstand AB - a anbringen, nenn 
a‘Q’ = bQ, nnd das neue Paar an AB 

ist mit dem Paar P und — P in densel- 

ben geraden Linien wirkend. 

Sind diese beide Paare gleich gerichtet, 
so vereinigen sie sich zu einem Kräfte- 
paare B und -B, wo /t=P+y’; sind 
dagegen beide Kräftepaare entgegenge- 
setzt gerichtet, so entsteht aus ihnen ein 
Kräftepaar B und - B, wo B — P—Q’ 
also — Pt = — (P — (P). Man hat also in 
beiden Fällen B = P ± Q' 

b b 

oder da Q = — ß; Ä - Pi- ß 
a a 

oder aB = aP± bQ. 

41. Sind mehrere Kräftepaaro /’- P\ 
P—P; P'—P'... unter den Abständen 
a, a', a " .... wirkend, so vereinigen sich 
dieselben zu einem Kräftepaar B - B 
unter dem Abstand b, so dafs 

bB = aP + a'P + «"/■" + 

Dann ergibt sich aus 2 Paaren P— P 
und P—P das Paar ft' - ft’ unter dem 
Abstand b, so hat man bB' = aP + a'P. 
Das Paar B' — ft' vereinigt sich wieder 
mit dem Paar P' - P" zu einem Paar 
B" - B" unter demselben Abstand b und 
es ist 

bB" -bB’ + a"P' = aP+ o'P+a"P' 
n. s. w. 

42. Mohrore in einer Ebeno wir- 
kende Kräftepaare halten einan- 
der das Gleichgewicht, wenn die 
algebraische Summe ihrer Mo- 
mente = 0 ist. 

Denn die gegebenen Kräftepaare sind 
nach dem vorigen Satz einem Kräftepaar 
gteichgoltcnd, dessen Moment der alge- 
braischen Summe der Momente jener 
Paare gleich ist. Ist nun diese algebra- 
ische Summe =0, so ist auch das Mo- 
ment jenes Mittelpaars = 0, und da des- 
sen Hebelsarm =b, so ist ft = 0 und 
— ft = 0. Oder augenfällig dargestellt: 
Wenn sämmtlirho unter verschiedenen 
Abständen gegebene Kräftepaare auf den 
Abstand b reducirt werden, so heben sich 
in jedem der beiden Endpunkte die dort- 
hin redneirten Kräfte einander auf, indem 
in jedem Endpunkt die nach einer Rich- 
tung hinfallenden Kräfte den ihnen ge- 


rade entgegengesetzt wirkenden Kräften 

gleich sind. 

43. Mehrere ineiner Ebene fcge- 
richteten Kräfte sind mit einan- 
der im Gleichgewicht, wenn die 
algebraische 8umme derselben so 
wie die a I gebra isc h e S u m me ihrer 
Momente in Beziehung auf irgend 
einen in der Ebene befindlichen 
Punkt, jede für sich = 0 ist, so- 
fern man die nach entgegenge- 
setzten Seiten gerichteten Kräfte 
und ihre auf entgegengesetzten 
Seiten des Momen te n pu nk ts be- 
findlichen Abstände mit entge- 
gengesetzten Vorzeichen in Rech- 
nung bringt. 

Fig. 763 sind die vier Kräfte P\ P,\ 
P, angenommen und der Momenten- 
punkt M zwischen den Kräften P, und 
P t . Parallel diesen Kräften denke man 
sich in M zwei gleiche entgegengesetzt 
wirkende Kräfte P und — P = P und 


Fig. 763. 



— P angebracht, so bleibt die Wirkung 
der gegebenen Kräfte dieselbe; man er- 
hält aber ein Kräftepaar P und — P in 
A und bl unter dem Abstand AM = a 
nnd zugleich in .V eine mit P gleiche 
und gleich gerichtete Kraft P. 

Auf eben dieselbe Art lassen sich die 
Kräfte P; P , ; P , . . . in gleiche und in 
M gleich gerichtete Kräfte P.'\ P y '\ P,'... 
und in Kräftepaare P, — P,'\ P, - P,'; 
P, — Pi unter den Abständen = 
CA/ = fl,; DM = a y verwandeln. 

Man erhält hierdurch in dem Momen- 
tenpunkt M die gegebenen Kräfte unter 
den gegebenen llicntungen in einerlei 
graden Linie wirkend vereinigt, und aulser- 
dem so viele Kräftepaare als gegebene 
Kräfte. Diese Kräftepaare lassen sich 
nun nach dem vorigen Satz zu einem 
einzigen Kräftepaar vereinigen , dessen 
Moment dann gleich ist der algebraischen 
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. Summe der Momente sämmtlicher con- 
strnirten Paare. 

Wäre nun die Mittelkraft und das zu- 
sammengesetzte Kräftepaar wirklich vor- 
handen, so könnte nach Satz 35 kein 
Uleichgewicht sein; eben so wenig kann 
Gleichgewicht sein, wenn die in M wir- 
kende Mittelkraft allein = 0 oder das zu- 
letzt erhaltene Kräftepaar allein = 0 ist, 
weil im ersten Kall ein Kräftepaar, im 
zweiten Fall eine Mittelkraft ezistirt. 

Demnach hat man als Iiedingung des 
Gleichgewichts für parallel in einerlei 
Ebene gerichtete Kräfte. 

1. Die Kräfte mit ungeänderten 
Richtungen auf einen Punkt an- 

ehracht müssen einander aufhe- 
en, d. h. die algebraische Summe 
der Kräfte mufs =0 sein. 

2. DiedurchVerlegungderKräfte 
auf einen Punkt entstehenden 
Kräftepaare müssen für sich im 
Gleichgewicht sein, d. h. die al- 
gebraische Summe ihrer Mo mente 
mufs = 0 sein. 

Bringt man nun sämmtliche Kräfte- 
paare auf den Abstand AM, so haben 
die Paare P — P und P t — P t einerlei 
Richtung, die Paare P, — P, und P , - P, 
die ihnen entgegengesetzte Richtung. 

Demnach ist das Moment des aus ihnen 
zusammengesetzten Kräftepaars 
= aP— a,P, — a, P, + a,P, 

Uebrigens ersieht man aus der Figur, 
daft die Richtungen der Kräfte P, und 
den Richtungen der Kräfte P und P, 
entgegengesetzt sind. Eben so sind die 
Abstände «, den Abständen a und 
«, entgegengesetzt. Die Regel heifst nun, 
dafs man die Momente nach den Vor- 
schriften der Buchstabenrechnung bildet, 
indem man die entgegengesetzt liegenden 
Kräfte und Abstände als subtractiv in 
Rechnung bringt. Verfährt man nach 
dieser Regel, so hat man nicht nöthig 
die Kräftepaare auf einen und denselben 
Abstand zu reduciren. Fig. 763 enthält 
alle Fälle, welche in llinsicht auf Lage 
von Kräften Vorkommen können, und 
der Satz ist also allgemein gültig erwie- 
sen. 

44. Beliebig in einer Ebene ge- 
richtete Kräfte sind mit einander 
im Gleichgewicht 1. wenn die 
Kräfte auf einen Punkt mit un- 
veränderlichen Richtungen ange- 
bracht, einander das Gleichge- 
wicht halten und 2. wenn die al- 
ebraische Summe der Momente 
er in ihren ursprünglichen Rich- 


tungen befindlichen Kräfte in Be- 
ziehung auf einen beliebigen in 
derselben Ebene genommenen Mo- 
mentenpunkt = 0 ist, sofern die 
entgegengesetzt gerichteten Kräf- 
te heiacrMomcntenbild u ngentge- 
gengesetzt in Rechnung gebracht 
worden. 

Es sei M der Momentenpunkt für die 
Kraft P\ P,i P, ... unter den Abständen 
o; a,; a , .. Zerlegt man nun nach dem 
vorigen Satz jede der Kräfte in eine ihr 
gleiche und durch den Momentenpunkt 


Fig. 764. 



ihr + gerichtete Kraft und in ein Kräf- 
tepaar unter dem jeder Kraft zugehöri- 
en Abstande von M, so erhält man die 
en gegebenen Kräften gleiche und pa- 
rallel in M wirkende Kräfte und die Kräf- 
tepaare, deren Momente = eP; a,P,\ a,P t 
.... sind. 

Sollen also die Kräfte P\ P P , ... 
mit einander im Gleichgewicht sein, so 
müssen 

1. nach Satz 15 dio auf den Punkt M 
reducirten Kräfte im Gleichgewicht sein ; 
sie dürfen nämlich keine Mittelkraft lie- 
fern; 

2. mufs nach Satz 43 die algebraische 
Summe ihrer Momente aP+ a,P, -f e,P, 
.... = 0 sein. 

45. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts zu finden für Kräfte, die nach be- 
liebigen Richtungen in einer und dersel- 
ben Ebene sich befinden. 

Zu allgemeiner Untersuchung und Auf- 
findung des allgemeinen Gesetzes für die 
Bedingung sind Fig. 765 vier Kräfte ge- 
nommen, welche nach Richtungen wir- 
ken, die in den vier verschiedenen Qua- 
dranten belegen sind. Die Angriffspunkte 
der Kräfte P; P,; P , ; f, sind mit «»; 
m,; m, bezeichnet. 

MX, MY sind zwei unter sich normale 
Coordinatenaxen und deren Durchschnitts- 
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pmikt M der Anfangspunkt der Coordi- 
naten, durch welche die Lagen der An- 
griffspunkte mit Hülfe der von denselben 
auf MX gefällten Lothe mA= y; m,A, 
= y. u. s. w. und der Abscissen MA = x; 
i VA, = x, n. s. w. bestimmt werden. 

üm die Lagen der Kräfte zu bestim- 
men, ziehe man aus jedem der Angriffs- 
punkte Parallelen mit MX und .)/> und 
bezeichne die Winkel zwischen den Kraft- 
richtungen und den ersten dieser Paral- 
lelen mit n; r,; r,j n, . . und die zwi- 
schen den Kraftrichtungen und den zwei- 
ten Parallelen mit /» ; ß,\ ß,i ß 
sämmtliche Winkel bis 180? gemessen. 

Zerlegt man nun jede Kraft 4= mit den 
Coordinatenaxen , so erhält man 4= mit 
der Axe der X die Seitenkräfte Pcota-, 
P. cot r, n. s. w. und 4= mit der Axe der 
Y die Seitenkräfte Pcosß-, P.cotß, u. 
s. w. , und je nachdem diese Ausdrücke 
ositiy oder negativ sind, haben diese 
eitenkräfte die Richtung nach den Axen 
oder deren Verlängerungen. 

Bringt man nun diese Seitenkräfte mit 
nngeänderten Richtungen auf den Punkt 
M, so erhält man zwei Systeme von Kräf- 
ten, deren jedes nach einer der Axen 
oder nach deren rückwärtiger Verlänge- 
rung gerichtet ist. Nun findet aber für 
diese beiden Systeme nur Gleichgewicht 
statt, wenn es in jedem von beiden für 
sich statt findet; folglich ist die erste 
Bedingung des Gleichgewichts 
I. Pcot a+ P, cot a,-\- 
II Pcot ß + P, cos ß,-\- .... = 0 
Um die dritte Bedingung des Gleich- 
gewichts, nämlich die Momentengleichung 
zu erhalten, kann man statt der gegebe- 
nen Kräfte deren so eben gefundene Sei- 


t"nkräfte nehmen, und da es 
gleichgültig ist, in welchem 
Punkt ihrer Richtung eine Kraft 
angreift, so kann man den 
Angriffspunkt jeder einzelnen 
Seitenkrafl in demjenigen Punkt 
der Axe annchmen, in welchem 
die Richtung der Seitenkrafl 
dieselbe schneidet. 

Für die 4= mit MX gerichte- 
ten Seitenkräfte Pcota ; P.cota, 
... sind dann deren Abstände 
von M die Ordinaten y; y,...; 
für die mit MY 4= gerichteten 
l'cotß, P,cotP,.,. sind deren 
Abstände von AI die Abscissen 
x; x 

Folglich sind die Momente 
der ersten dieser Seitenkrifte 
y Pcot n + y, P, cot n. u. s. w. 
und die der letzten Seitenkräfte 
xP cot ß + x,P, cot ß, u. s. w. 

Sind nun r, ß spitze Winkel und be- 
trachtet man die Seite nach welcher die 
Seitenkraft Pcota in Beziehung auf den 
Punkt AI gerichtet ist (in der Figur die 
Drehung um M von links nach rechts 
oberhalb M oder von Y rechts nach „Y 
hin) als positiv, so ist die Richtung der 
Kraft P cot ß der ersteren entgegenge- 
actztj also negativ; nämlich von A aus 
links über M oder von X links nach Y 
hin. Demnach ist die algebraische Summe 
der Momente dieser beiden Kräfte 
= y Pcot a - xPcot ß 
In der Figur ist «, stumpf, ß, spitz. 
Demnach ist die Kraft P, cos n, der Kraft 
Pcot n entgegengesetzt, folglich mufs das 
Moment y, P, cot n, subtractiv in Rech- 
nung kommen. Dieses subtractive Vor- 
zeichen ergibt sich aber schon von selbst 
für einen stumpfen Winkel; das Momsnt 
der Kraft P, coi ß, ist wie das von P cot ß 
subtractiv , mithin hat man die algebra 
ische Summe der Momente der bis jetzt 
betrachteten vier Kräfte 
= y P cot n — x Pcot ß + y, P, cot x, P,cot ß, 
Man ersieht, dafs P, cot a , der Kraft 
P cot r entgegen wirkt, aber r, ist stumpf 
und cot R, an sich negativ. P, cot o, 
wirkt wieder mit der Kraft Pcot r über- 
einstimmend, aber r, ist auch spitz und 
demnach cot r, positiv. Man hat dem- 
nach für alle Lagen der Kräfte P; P,; P,... 
die Seitenkräfte P cot a ; P, cot «,.... po- 
sitiv zu nehmen. 

Desgleichen ersieht man, dafs die Sei- 
tenkraft P,cotß f der Kraft Pcotß ent- 
gegen wirkt, es ist aber auch ß spitz und 
ß, stumpf; das Entgegengesetzte wird 
also duren die beiden Cosinussen sukom- 
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inenden entgegengesetztenVorzeichen aus- die Seitenkräfte P com ,1; P.cotfl, u. s. w. 
gedrückt. Dasselbe findet mit der Kraft subtractiv in Rechnung zu brin^n. Die 
p cot fl t statt. Demnach hat man für allgemeine dritte Bedingungsgleichung für 
alle Lagen der Kräfte P\ P,-, P, u. s. w. das Gleichgewicht der Kräfte ist demnach 

111 P (y cot rr *— Jt re» ,•») + P, (y, cot rt, - x, cot fl,) + = 0 


An merk. Bei Aufstellung der Mo- 
mentengleichungen sind sowohl die Ab- 
srissen als die Ordinaten auf einerlei 
Seite der Coordinatenaxen genommen. 
Liegt eine Ordinate auf der entgegenge- 
setzten Seite der Axe, während die Kraft 
dieselbe Kichtung behält, so erhält das 
Moment dieser Kraft das entgegengesetzte 
Vorzeichen, weil die Kraft die entgegen- 
gesetzte Wirkung tbut, indem sie in Be- 
ziehung auf den Momentenpunkt die ent- 
gegengesetzte Drehung verursacht. 

46. Die in der Momentengleichung III. 
des vorigen Satzes vorkommenden bino- 
mischen Factoren sind die Abstände der 
ihnen zugehörigen Kraftrichtungen vom 
Momentenpunkt M , welche in Satz 44, 
Fig. 764, mit a\ a .; n, bezeichnet sind 
und zugleich bestimmt der Vorzeichen 

Fig. 766. 



jedes der Factoren die Richtung der Kraft 
in Beziehung auf den Momentenpunkt. 
Um dies nachzuwoisen, sei Fig. 766 der 


Theil der Figur 766, der sich auf die eine 
Kraft P bezieht, so ist 

Am cot Ab = y cot « = Ab 

A M cot M Ab = x cot fl — Ac 

Mithin y cot « — x cot fl — Ab — Ac = bc 
= Md = dem Abstande der Kraft P von 
dem Momentenpunkt U. 

2. Liegt M auf der entgegengesetzten 
Seite der Richtung von P, z. B. in M' 
und ist M'V' die Ördinatenaxe, so bleibt 
Ab = y cot n. 

Nun ist aber AM' = x' 
und AM' cot Z AM' c = AM' cot fl = M'e 
folglich y cot « —x' cot fl = Ab - M'e — - M’f 

Es hat aber die Kraft P gegen den 
Momentenpunkt M' das Bestreben zur 
entgegengesetzten Drehung im Vergleich 
gegen den Funkt M und demnach mnfs 
das Moment M'cxP selbst negativ in 
Rechnung kommen, folglich bestimmt das 
subtractive Vorzeichen des Abstandes, 
nach den Regeln der Buchstabenrechnung 
angewendet, das erforderliche Vorzeichen 
des Moments. 

3. Sind beide Winkel « und fl stumpf 
(Fig. 765 bei /*,), so bleiben die Abstänuo 
der Kraft von den Punkten M oder M' 
dieselben, allein die Richtung der Kraft 
/’, ist der der Kraft P entgegengesetzt, 
folglich sind auch beido Bestrebungen 
zur Drehung um diese Momentenpnnxte 
einander einzeln entgegengesetzt Dem- 
nach wird für P , der Abstand Md nega- 
tiv, der Abstand M'e positiv. 

Dies ergiebt sich auch aus den so eben 
synthetisch gefundenen Formeln (No. 2) 


P (y cot « — x cot fl) und - I 1 (y cot n — *' cot fl) 

Denn setzt man statt n und fl deren gengeselzten Vorzeichen lind man hat 
Supplemente, so erhält man die entgo- die Momento von P, 

— P, (y co» o — x cot fl) und F, (y cot a — x' cot fl) 

4. Ist n stumpf, fl spitz (Fig. 765 bei P,) so ist der Abstand der Kraft vom 
Momentenpunkt M nämlich Md = Ab + Ac 

Nun ist Ab — Am • cot ZmAb = Am • cot (180° — Z mAc) 

= y cot (180° - i.) 

Ac = AM cot z MAc — x cot fl 
Mithin Md = ycot (180° - n) + * oo« fl 
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Aber die Kraft P, ist in Beziehung auf 
den Punkt AI gegen die Kraft P entge- 
gengesetzt gerichtet, mithin mufs der Ab- 
stand AID entgegengesetzt genommen 
werden und es ist 

Mi =— y cot (180° — n) - x cot ß 
— u cot n — x cot ß 

welcher letztere Ausdruck der allgemein 
gültige ist. 

5. Ist AI' der Momentenpunkt , so ist 
die Kraft P‘ in ihrer Wirkung gegen den 
Punkt AI entgegengesetzt. Deren Ab- 
stand ist A l'f. 

Nun ist Al f = Al'c -Ab, 

Es ist 

Al'c = A AI' cot A Al'c 
= AM’ cot ß = x' cot ß 
Nun ist die Abscisse AAI' = x' in Be- 
ziehung auf den Mninentenpunkt AI' ge- 
gen die Abscisse x in Beziehung auf den 
Punkt AI entgegengesetzt gerichtet, mit- 
hin hat man x' subtractiv in Rechnung 
zu bringen und es ist 

Al'c = — *' cot ß 

Ab bleibt y cot (180° — n) — — y cot n 


Demnach ist M’f — — x' cot ß + y cot n 
und anch hier also der Abstand der Kraft 
von dem Momentenpunkt in der allge- 
mein gültigen Formel ansgedrückt. 

6. Ist endlich die Kraft der Kraft P, 
Fig. 767 gerade entgegengesetzt gerirhtet, 
(Fig. 763 hei P, ) so bleiben die Abstände 
derselben von den Punkten AI nnd AI' 
dieselben , allein da die Richtung der 
Kraft l\ der der Kraft P, entgegenge- 
setzt ist, beide Kräfte also auc h in Be- 
ziehung auf Bestrebung zur Drehung um 
ilie Momentenpuuktc entgegengesetzt sind, 
so wird der Abstand Ton l‘, der entge- 
gengesetzte von P, mithin = — (y cot « 
— x cot ß) und da P t mit P, entgegen- 
gesetzt ist, so bat man das Moment 
l\ {y cot fr — x cot ß) 

wie in allen vorangegangenen Lagen der 
Kräfte. 

47. Es sind Kräfte, deren Richtungen 
alle in einerlei Ebene liegen, ihrer Orofse 
und Richtung nach und deren Angriffs- 
punkte gegeben, es soll deren Mittelkraft 
nach Gröfse und Richtung bestimmt wer- 
den. 

Mit Beibehaltung der Bezeichnung im 
vorigen Satz sei II die Mittetkraft, p nnd 
(/ seien die Winkel ihror Richtung mit 
den Coordinatenaxcn der X nnd der F, 
x' und y' seien die Coordinaten irgend 
eines Punkts ihrer Richtung. Da die ge- 
gebenen Kräfte zusammen wie ihre Mit- 
telkraft wirken, so wird eine der Mittel- 
kraft gleiche und ihr gerade entgegenge- 
setzt wirkende Krall jenen Kräften das 
Gleichgewicht halten. Die Richtungs- 
winkel dieser Kraft mit den (’oordinaten- 
axen sind dann 180°—» und 180° — p’. 
Man hat demnach aus dem vorigen Satz 
die drei Bedingungen des Gleichgewichts 


1. R cot (180° — p)+ P cot aß- P, cot n, -f P, cot n, -f ... = 0 

2. R cot (180° - p*) + Pcot ß P. cot ß, + P, cotß t +... = 0 

3. /i 1 </' cot ( 1 80° — p) — x' cot (180° - p 1 )] f P (y cot n — x cot ß) 

+ P, (y, cot n, — x, cot ß.) -f . . . • = 0 

Oder: 

1. — R cot p + Pcot n -f P, cot n, -f ... — 0 

2. — R co» p' \ P cot ß + P, cot ß, + . . . = 0 

3. R( - y' cot o + x' cot p 1 ) + P (y cot « — x cot ß) = 0 


Setzt man 

P cot a + P, cot n, + . . . = X 
Pcot ß + P, cot ß, + ... = F 
P(y cot n — x cot ß) -f . .. = AI 
So hat man aus den letzten drei Glei- 
chungen 


4. R cot p = X 

5. R cot (/ = F 

6. R (y' cot q — x' cot p") = AI 

oder wenn man in die letzte Gleichung 
für R cot « und II cot p' die Werthe X 
und F aus den beiden vorberstehenden 
Gleichungen 4, 5 setzt 
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7. Xy'- Yx' = M 

Quadrirt man die Gleichungen 4 und 
5 und addirt, so erhält man, weil 
cot *p -f cot *p' = 1 ist 
R* = X 5 + r> 
woraus 

8. « = j/jc* + f* 

o XX 

9. cot n--— = 


10. cot // = 



|x»+y> 


Die Gleichung 7 ist in Keziebung anf 
die Coordinaten *' und <j' unbestimmt, 
weil sie die Lage eines beliebigen Punkts 
der Mittelkraftsrichtung angibt. Nimmt 
man für x' einen bestimmten Werth, so 
erhält man den zugehörigen Werth von 
y’ für den zu x 1 gehörigen Punkt in der 
Richtung der Mittelkraft. 

Die Lage der Mittelkraft ist ferner be- 
stimmt, wenn man die Punkte kennt, in 
welchen sie die Coordinatenaxen schnei- 
det. 

Für den Durchscbnittspunkt zwischen 
der Mittelkraft und der Axe der X ist 
y'-O, folglich hat man aus Gleichung 7: 

- IV = AI oder *' = — ~ 

Der Durchschnittspunkt mit der Axe 
der X liegt also in diesem Abstande vom 
Anfangspunkt der Coordinaten entweder 
in der Axe selbst oder in deren rückwär- 
tigen Verlängerung, je nachdem AI und 


Y verschiedene oder gleiche Voneichen 
haben. 

Für den Durchschnittspunkt zwischen 
der Mittelkraft und der Axe der F ist 
x’ — 0, folglich ist aus Gleichung 7 : 

.1/ 

A'y' = AI oder y’ = ^ 

ln diesem Abstande vom Anfangspunkt 
der Coordinaten liegt also der Durch- 
schnittspunkt der Mittelkraft mit der 
Axe der Y oder in deren Verlängerung, 
je nachdem AI oder X gleiche oder un- 
gleiche Vorzeichen haben. 

Die Lage der Mittelkraft aus deu letz- 
ten Bestimmungen ist unabhängig von 
den Winkeln (i und p'. Soll dagegen 
die Seite bestimmt werden, nach welcher 
in dieser Richtung die Mittelkraft wirkt, 
so sind die Winkel p und p’, also auch 
die Ausdrücke für cot n und cot p' aus 
Gl. 9 und 10 erforderlich. 

48. Die Bedingung, unter welcher wirk- 
lich eine Mittelkraft statt findet, ist dafs 
in Gleichung 7 nicht X und )' zugleich 
0 sind. Sind aber X und Y beide = 0 
und auch AI- 0, so ist Gleichgewicht 
vorhanden. Ist bei X= Y = 0, AI nicht 
= 0, so existirt ein Kräftepaar. 

lim in einem speciellen Fall dies Kräf- 
tepaar zu finden hat man X = Y — 0 also 
auch R= 0; es existirt keine Mittelkraft. 
Demnach findet man aus Gleichung 1 
und 2, wenn man das Positive mit dem 
ihm gleichen Negativen zusammen stellt; 
die beiden 4= der Axe der X wirkenden 
Kräfte aus Gl. 1 


P cot b + P, cot n, + P, cot «, + ... = 0 = p — Q 
Die beiden der Axe der Y 4= wirkenden Kräfte aus Gleichung 2 


Pcot ß + P, cot ß, + P , cot ß t 

Diese beiden Kräfte zusammen gesetzt 
ergeben ± Ä = ± | 4 l’ a als eine ganz 

bestimmte Grübe. 

Da nun R = 0 ist, so ist das erste Glied 
in Gleichung 3 ebenfalls = 0 und man 
erhält in der Summe der übrigen Glie- 
der das Moment des Kräftepaars = AI, 
woraus der Abstand des Kräftepaars 

+ i'P’+T’ - = _JÜ_ 

l'P* + F* 

IV. Statik des materiellen Körpers. 

49. Die Wirkung eines Kräfte- 
paars bleiht ungeändert, wenn 
man dasselhe in eine Ebene ver- 
legt, die mit der Ebene, in der es 
thatig ist, 4 1 läuft uudwenu beide 


(-. . = 0= V- V 

Ebenen fest mit einander verbun- 
len sind. 


Fig. 7G8. 



FG und III seien die beiden paralle- 



Kräfte im Gleichgewicht. 79 Kräfte im Gleichgewicht. 


len und fest verbundenen Ebenen. In 
b'G wirke das Kräftepaar P - P unter 
dem Abstand AB; in II J sei DE = und 
+ AB. Auf den l’unkt D versetze die 
beiden Kräfte F und — F‘, auf den Punkt 
E die Kräfte F’ und — F , die alle un- 
ter sich und mit P gleich sind, sämrnt- 
lich normal DE, also unter einander, 
so besteht noch die Wirkung von P - P 
ungeändert. 

Ziehe AE und BD, so balhiren sich 
diese beiden Linien gegenseitig in C, 
folglich setzen sich die beiden Kräfte /’ 
in A und F’ in E zu einer Mittelkraft 
P + F’ in C+ mit P und F' zusammen. 
Eben so geben die beiden Kräfte — P 
und - F' eine in C mit ihnen =h gerich- 
tete Mittelkraft — (P + F’). Nun sind 
die Mittelkräfte P + F' und — (P+ F’) 
erade entgegengesetzt gerichtet, einan- 
er gleich, sie heben sich auf, und man 
kann sie, ohne eine Aenderung der ur- 
sprünglichen Wirkung hervorzubringen, 
aus dem System entfernen. Alsdann aber 
bleiben nur die Kräfte F an D und — F 
an E übrig und folglich sind P— P an 
DE mit P — P an AB gleichgeltend. 

50. Mehrere Kräftepaare, die in ver- 
schiedenen unter-einander parallelen und 
fest verbundenen Eirenen wirken, können 
also zu einem Mittelpaar zusammenge- 
setzt werden, indem man sie alle in eine 
Ebene und dort unter denselben Abstand 
verlegt, wie No. 41 dazu Anweisung gibt. 
Beliebig viele Kräftepaare in verschie- 
denen parallelen Ebenen halten einander 
das Gleichgewicht, wenn sie keiii Mit- 
telpaar liefern. 

51. Wenn zwei Ebenen AD, AE, 
von welchen jede ein Kräftepaar 
enthält, sich schneiden, und man 
nimmt auf den Schenkeln BD, BE 
eines beliebigen Neigungswin- 
kels der Ebenen Stücke BE, BG, 
die sich wie die Momente der Kräf- 
tepaare verhalten, vollendet das 
Parallelogramm BEHG zu diesen 
Stücken, zieht die Diagonale Bll 
durch die Spitze des Neigungs- 
winkels, so ist die durch AB und 
BH gelegte Ebene die Ebene des 
Mittelpaares, nnd dessen Moment 
verhält sich zu den Momenten der 
Seitenpaare wie die Diagonale BH 
zu den Seiten BE und BG des Pa- 
rallelogramms. 

Es seien P— P und Q - Q unter den 
Abständen a und b die in den Ebenen 
AD und AE wirkenden Kräftepaare. Man 
verwandle das zweite Paar in ein gleich- 
geltendes, dessen Kräfte F — F, jede = P 


sind, deren Abstand sei a', also a'F = bQ. 
Nimm nun BE=a, BG^za 1 und verlege 


Fig. 769. 



beide Kräftepaare auf BE nnd BG (s. 
Satz 38) nach den in der Figur angege- 
benen Richtungen, vollende das Paralle- 
logramm BFGH. 

Die durch die Kraftrichtung GF und 
die Seite Gll zu denkende Ebene ist + 
der Ebene AD-, man kann also das Kräf- 
tepaar P— P aus FB in GH verleben. 
Alsdann wirken in G zwei gleiche Kräfte 
F — P einander gerade entgegen, heben 
einander auf und es verbleibt nur die 
Kraft P in II und die Kraft — F in H 
wirkend, also ein Kräftepaar P—P in 
dem Abstand BH, welches den beiden 
Kräftepaaren P—P in BE und F — F in 
BG wirkend zusammengenommen gleich- 
geltend ist. 

P—P in Bll ist also das Mittelpaar 
zwischen P—P in dem Abstand BE=n 
+ P — P in dem Abstand BG = Es 
sind also 

BH - P, BE - P und (BG • P - bQ) die 
drei Momente, der Mittelkraft und der 
beiden Seitenkräfte und sie verhalten sich 
zu einander wie BH : BE: BG = 

Zwei sich schneidende Ebenen haben 
zwei Neigungswinkel, die sich zu 180" 
ergänzen. Aus dem vorstehenden Satz 
mit Fig. 769 geht hervor, dals die Con- 
stmetion innerhalb desjenigen Neigungs- 
winkels vorgenommen werden muls, bei 
welchem, wenn er mit allmählicher Ver- 
minderung auf 0 gebracht wird, so dafs 
BE mit BD zusammen fällt, beide Kräf- 
tepaare in Beziehung anf den ihnen ge- 
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meinschaftlichen Punktß einerlei Rich- 
tung haben. Wäre also die in G fal- 
lende Kraft des Kräftepaars F - F senk- 
recht abwärts gerichtet, = — F, so würde 
die Construction in dem Ncbenwiukcl des 
Winkels l)BE ausgeführt werden müssen. 

62. Es lassen sich, Satz 61 zufolge, 
Kräftepaare eben so zusammensetzen, wie 
einfache Kräfte, und man erhält für die 
Paare dieselbe Gleichung, welche für die 
einfachen Kräfte gefunden worden, wo- 
fern man für die einfachen Kräfto die 
Momente der Paare und für die Richtungs- 
winkel der einfachen Kräfte die Neigungs- 
winkel der den Kräftepaaren zugehörigen 
Ebenen setzt. 

Bezeichnet mau daher /_P'BH mit i>, 
Z GBII mit ß, ^EBG mit j , die Momente 
der Kräfte P, (', B mit aP, t>Q, c/t , so 
hat man 

aP:lQ :cR = tinß: »in n: »i» y 
Also hat man auch 
aP «in n = ItQ »in ß 
aP «in y — cR sin ß 
kQ tiny = cR «in n 
c*Ä» = o’f 1 + 4 -’p* + 2o4 PQ cot y 

63. Die Bedingungen für das Gleich- 
gewicht von Kräften zu bestimmen , die 
auf ein System fest mit einander ver- 
bundener materieller Punkte nach belie- 
bigen Richtungen im Raum wirken. 

1. Um die I.age der Angriffspunkte zu 
bestimmen, auf welche die Kräfte wirken 
nehme man drei unter sich normale 
Ebenen (Coordinatenebeneu) und bestimme 
von jedem angegriffenen Punkt den Ab- 
stand von jeder dieser drei Ebenen, in- 
dem mau zugleich die Dago der Ab- 
stände zo beiden Seiten jeder Ebene durch 
positive und negative Vorzeichen unter- 
scheidet. 

Um die Richtungen der Kräfte zn be- 
stimmen, ziehe man durch ihre Angriffs- 
punkte Parallelen zu den drei Durch- 
schnittslinien der Coordinatencbenen (zu 
den Coordinatenaxen) und zwar nach den 
Richtungen, nach welchen die Axon von 
ihrem gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
pnnkt (dem Anfangspnnkt der Coordina- 
ten) auf der positiven Seite der 
Coordinatenebenen hin liegen und 
bezeichne nun die Winkel, welche die 
Richtuug jeder Kraft mit der durch ihren 
Angriffspunkt mit jeder der Parallelen 
macht, indem man die Winkel von 0 bis 
180° zählt. 

2. Es seien hiernach AX, AY, A7. die 
Coordinatenaxen; m, m" u. s. w. die 
Angriffspunkte der Kräfto P\ P,\ 


die Abstände dieser Punkte von den drei 
Coordinatenebenen seien gleich mit den 
Axen bezeichnet , mit denen sie + lau- 
fen: Für den Punkt m mit x , y, s; für 
nt mit t.; y.; s, u. s. w. Die Winkel 
der Kräfterichtungen mit den Parallelen 
zur Axe X seien r; r,; r,... zu der Axe 
F = ß ; ß, ß , ... und zu der Axe l — y; 
>V, Fa »■ 8 *• 

Nun zerlege man nach No. 44 jede 
Kraft in eine durch den Anfangspunkt 
A gehende, ihr gleiche und gleichgerich- 
tete Kraft und in ein Kräftepaar, indem 
man in A f mit P zwei ihr gleiche und 
entgegengesetzte Kräfte anbringt. Als- 
dann wird das Gleichgewicht nur beste- 
hen, wenn es snwfdil für die auf A ge- 
brachten und den gegebenen Kräften 
gleich gerichteten und gleichen Kräfte 
als auch für das System der Kräftepaare 
bei jedem System für sich besteht 

Denn bestände das Gleichgewicht nicht 
für das erste System, so würde sich ans 
demselben eine Mittelkraft ergeben, die 
für den Fall, dals das zweite System ein 


Fig. 770. 



Mittelpaar ergibt nach Satz 36 mit dem- 
selben kein Gleichgewicht halten kann. 

3. Um nun diese Bedingung durch die 
gegebenen Gröfsen auszudrücken, zerlege 
jede Kraft 4= *n den Coordinatenaxen in 
drei Seitenkräfte. Dann sind die + mit 
AX gerichteten = P cot n ; P, cot a , ; 
P t cot rt, u. s. w. Die 4= mit AY = Pcotß-, 
P.cotß,-, P,cotß t n. s. w. Die 4= mit 
AZ=Pcoty ; P, cot y,\ P, cot y, u. s. w. 

Jede dieser Seitenkräfte zerlege man 
wieder in eine durch A 4 gerichtete 
gleiche Kraft nnd in das zugehörige Kräf- 
tepaar, so erhält man an dem Punkt A 
drei Systeme von Kräften, die nach den 
drei Axen gerichtet sind, die im Gleich- 
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gewicht sein müssen, so dafs also jedes 
einzelne System für sich im Gleichge- 
wicht ist. Aus dieser Bedingung ent- 
stehen also folgende drei Gleichungen: 

I. Pcoi « + P, cota, + P t cota t + ... = 0 

II. P cot ß + P, cot ß, + P t coiß t +... = 0 

III. Pro« y + P,cot y,+ P,coty t A ■■• — 0 

4 . Ferner zerlege man jedes Kräftepaar 

in 2 Seitenpaare, die in den Coordinaten- 
ebencn liegen, mit welchen die Richtun- 
gen der Kräfte # laufen. 

Betrachtet man zuerst das senkrecht 
aufwärts gerichtete Kräftepaar P cot y 

— P cot y von dem Abstande AC, der 
Diagonale des Rechtecks ABCB, so ist 
dies gleichgeltend zweien Kräftepaaren 
in den Ebenen XAZ und YAZ, deren 
Abstände AB = x und.t/> = y sind. De- 
ren Momente sind (s. Satz 44) xPcoty 
und y P cot y. Eben so liefern die übri- 

n gleich gerichteten Seitenpaare in 
nselben Coordinatenebenen , deren Mo- 
mente x,P,coty, und y,P,coty,-x t P t coty t 
und y % P t cot y, u. s. w. 

Behandelt man ebenso die Kräftepaare, 
die mit AY 4= gerichtet sind, so erhält 
man Seitenpaare in den Ebenen YAZ 
und FAX; deren Momente sind i P cot ß 
und xP cot ß ; a, P, cot ß, und x,P,cotß, 
u. s. w. Endlich liefern die mit AX 4= 
gerichteten Paare die Seitenpaare in den 
Ebenen XAY und XAZ: deren Momente 
sind yP cot a und s Pcotu; j i,P,cotn, 
und t.P.cot a, u. s. w. 

Demnach erhält man aus jeder der ge- 
gebenen Kräfte in jeder Coordinatenebcne 
zwei Paare, und nach dem Obigen müs- 
sen sämmtliche in einer Ebene befindli- 
chen Paare für sich im Gleichgewicht, d. 
h. die algebraische Summe ihrer Momente 

— 0 sein. 

6. Um nun die Momente der aus einer 
Kraft P für jede Ebene hersorgehenden 
beiden Seitenpaare mit den erforderlichen 
Vorzeichen in die Formel zu bringen be- 
trachte Folgendes: 

Man geht wie früher von spitzen 
Winkeln aus, deren Cosinus positiv 
sind und betrachtet die Drehung um den 
Momentenpunkt (A) nach einer uestimm- 
ten Seite nin als positiv. Nun sind n, 
y beide spitz, man hat also zunächst die 
aus P für die Ebene .YAZ hervorgehen- 
deu Kräftepaare zu betrachten, von denen 
die negative Kraft jedesmal in dein An- 
fangspunkt A der Coordinaten wirkt. 

Das mit dem Abstand s in den Punk- 
ten m und C horizontal wirkende Kräfte- 
paar Pcoi a wird von m und C auf G 
und B und von dort auf F und A re- 

IV. 


dueirt; Pcoi n hat die Richtung FO und 
ihr Moment ist z P cot «. 

Das mit dem Ahstand x in den Punk- 
ten m und E vertikal wirkende Kräfte 
paar Pcoi v wird von m und E auf Q 
und F und von dort auf B and A re- 
ducirt; Pcoty hat die Richtung BG und 
ihr Moment ist xPcoty. Die Richtun- 
gen FG und BG sind aber in Bezug auf 
.Drehung um den Punkt A einander ent- 
gegengesetzt, mithin kommt hier die Dif- 
ferenz beider Momente in Rechnung, und 
da cot n und cot y beide positiv sind, so 
hat man die Wirkung der Momente bei- 
der aus der Kraft P auf die Ebene ZAX 
entstandenen Kräftepaare iPcota-x Pcoi y. 

Diese Differenz findet also für jede zwei 
in einerlei Ebene fallende aus einer ge- 
cbenen Kraft hervorgebrachte Seiten- 
räftepaare statt, wenn die Richtungswin- 
kel der Kraft mit den zu dieser Ebene 
gehörenden Coordinatenaxen beide spitz 
sind. 

6. Es soll dieselbe Untersuchung für 
den Fall statt finden, dafs ein Winkel 
spitz, der andere stumpf ist; also für it 
und ß oder für y und d. Für den ersten 
Fall hat man die in die Ebene A'AF fal- 
lenden Kräftepaare: 

Das eine 8eitenpaar Pcota wirkt in 
den Punkten m und G, wird rcducirt auf 
C und B und von hier auf B und A. 
Die positive Kraft Pcota hat also die 
Richtung BC mit dem Abstande AB — y, 

Das andere Soitenpaar Pcoi ß wirkt 
in den Punkten m und E, wird reducirt 
auf C und B und von hier auf B und 
A; die positive Kraft P cot ß wirkt also 
nach der Richtung CB mit dem Abstand 
AB = x. 

Die Richtungen BC und CB sind in 
Beziehung auf den Punkt A überein- 
stimmend, folglich hat man die in Rech- 
nung zu bringenden Momente yPcot n 
-f xP cot ß. 

Nun ist aber ß stumpf, der Cosinus 
von ß also und mit ihm der letzte Sum- 
mand an sich negativ. Setzt man daher 
für cot ß seinen negativen Werth, so hat 
man xPcot ß — — xPcot (180° — ^) also 
das Moment yPcot a — xPcot (180° — ß). 
Es ist dies aber unrichtig, weil der Figur 
nach der zweite Summand eine additive 
Gröfse sein mufs; demnach hat man statt 
der obigen Momentensumme zu schreiben 
yPcot a — xP cot ß. 

7. Der Fall, dafs beide Winkel stumpf 
sind, ist in Figur 770 nicht vorhanden. 
Denkt man sich aber, dafs in dem Fall 6 
der Z« stumpf = ISO 0 - n wäre, so hätte 

6 




Digitized by Google 



Krfifte im Gleichgewicht. 82 Krfifte im Gleichgewicht. 

man den /CmP in derselben Gröfse link* für sieh positiv sind. Es sind aber cot ft 
von Cm mit derselben Spitze m : Ton dem nnd rot « beide negativ , folglich mnfs, 
Seitenpaar P cot a, welches in den Punk- damit das erste Glied additiv, das zweite 
ten m und G wirkt nnd auf D und A subtractiv bleibt geschrieben werden 
reducirt wird, hat dann die positive Kraft — x Pcot ß + y Pcot'a. Folglich erhält 
die Richtung CD mit demselben Abstand man auch für diesen Fall die allgemein 
AD = y und die Richtungen CD und CB geltende Form 
sind einander entgegengesetzt. Da nnn yPcot a — xP cot ß 

die Richtung CB die positive ist, so hat Man hat also die letzten drei Bedin- 
man die in Rechnung zu bringenden Mo-, gnngsgleichungen , wenn man der Ord- 
mente xPcot ß — yP cot a unter der Vor- nung der Buchstaben wegen die erste 
aussetzung, dafs beide Glieder an und Gleichung negativ nimmt 


IV. Für die Ebene XAZ 

P (x cot y — l cot n) + P, (x, cot y, — i, cot fr,)-)- ... = 0 

V. Für die Ebene XAY 

P (y cot a — x cot fl) -f P, (y, cot er, — x, ro» ß,) + . . . = 0 

VI. Für die Ebene Y AZ 


P (i cot ß — y cot y) -f P, (s, cot , 

54. Im Fall die Kräfte der vorigen Auf- 
gabe die Bedingung des Gleichgewichts 
nicht erfüllen, die Bedingungen anzuge- 
ben, unter welchen sie eine Mittelkraft 

S ehen und wenn diese erfüllt sind, die 
littelkraft nach Gröfse und Richtung zu 
bestimmen. 

Eine Mittelkraft der gegebenen Kräfte 
mufs nach entgegengesetzter Richtung 
angebracht das Gleichgewicht horstellen. 
Diese Bedingung drückt man durch Glei- 
chungen aus, wenn man die 6 Bedin- 


<t~ y,coty} + ... = 0 

gnngsgleichungen des vorigen Satzes dazn 
benutzt. 

Setzt man die Mittelkraft = II, die Co- 
ordinaten eines beliebigen Punkts ihrer 
Richtung auf die Axen mit denselben 
gleichnamig x’, y', *', die Winkel ihrer 
Richtung mit denselben Axen n', fl', y 
und man bringt nun dieses R gerade 
entgegengesetzt gerichtet an , so sind die 
Richtungswinkel 180° — n’, 180° — ß 
180°— y' und daher hat man statt der 
ersten 3 Bedingungsgleichungen des vo- 
rigen Satzes 


R cot (180° — «o + p cot et -ß P, cot «, + ....= 0 

oder 

1. — R cot a' | P cot o -f- .... =0 
Ebenso 

2. — R cot ß 1 + P cot i 8 + .... = 0 

3. — R cot y’ß Pcot j + .... = 0 
Für die Momente 

4. — Ä (x 1 cot y' — *’ cot «1 + P (* cot y — s cot n) + . .. = 0 

5. — R(y’ cot n' — x' cot ßO + PCy cot a — x cos ß) + ... = 0 

6. - R (*' cot ß' — y' cot y') + P(s cot ß — y cot y) + ... = 0 


Setzt man der Abkürzung wegen die 
Worthe der G Gleichungen des vorigen 
Satzes nach einander A ; A,\ A, • AI-, 
AI,- AI, so hat man 

7. R cot a' = A 

8. R cot ß' = A, 

9. R cot y'= A, 

10. M-A,x' + Ai' = 0 

11. Af, - Ay' + A,x' = 0 

12. AI, - A,*' + A,y' = 0 

Bestehen nun diese Gleichungen unter 


der obigen Bedingung, dafs A-, A,; 
A, nicht einzeln = 0 sind, so gibt es eine 
Mittelkraft. Den Gleichungen 7 bis 9 
geschieht immer Genüge, denn quadrirt 
und addirt man sie, so hat man 
R^ ( k cos , aßcoi , ßßcot , y)cz A^ß Aß -f A 

Es ist aber nach dom Art. Körpertri- 
onometrio No. 17 die Klammergröfse — l ; 
eshalb ist 

R* = A> + A’ + A,i 

Ist hieraus R bestimmt, dann hat man 


hy C.ootjR: 
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aus Gleichung 7 bis 9 

I jt -| ji| f Am 

cota=-£ -, cot ß = cot y = -J 

Multiplicirt man Gl. 10 mit A, Gl. 11 
mit A t und addirt beide, so entsteht 
A.M + A t M,~ AA,y' + AAJ = 0 
Multiplicirt man Gleichung 12 mit A, 
so erhält man 

AM, - AA.-S + AA, y' = 0 

Beide addirt entsteht 
AM, + A,M+A,M, = 0 (13) 

Dio Abstände x\ y\ i' fallen hier ganz 
fort, sind also unbestimmte Längen, wie 
es nicht anders sein kann, weil sie zn 
einem beliebigen Punkt der Mittel- 
kraftsrichtung die Coordinaten sind. 

Zur Bestimmung der Abstände genü- 


gen also 2 Gleichungen, indem die dritte, 
aus den ersten beiden hergeleitet, die 
letzte auf Null reducirte Gl. 13 ergibt, 
welche keinen Abstand enthält Geht 
man nun auf Gl. 10 und 11 zurück, so 
kann man *’ beliebig wählen und man 
erhält dann bestimmte Werthe für y' 
nnd 

55. Auf ein System fest verbundener 
materieller Punkte wirken nach paralle- 
len Richtungen Kräfte, die Bedingungen 
ihres Gleichgewichts anzugeben. 

Nimmt man wieder drei unter sich nor- 
male Coordinatenebenen, behält die Be- 
zeichnung des vorigen Satzes bei, so sind 
die Winkel, welche die Kraftrichtungen 
mit jeder der drei Axen für sich genom- 
men machen, einander gleich oder ergän- 
zen sich zu zwei Rechten. Es ist also 


a entweder =«, oder = 180° -a, = a, oder = 180° — o, u. s. w. 

ß entweder = ß, oder = 1 80° - ß, u. s. w. 

y entweder =y, oder = 1 80° — y, u. s. w. 


Aus den ersten drei Bedingungen des 
Gleichgewichts No. 53 (Gl. I., II., III.) er- 
hält man demnach 

1. (P + P,+ P, + ...)co»n = 0 

2. (P+P,+ P, + ...)coMß = 0 

3. (P+ P,+ P, + ...)cosy = 0 

Diese drei Gleichungen bestehen nur, 
wenn 

P+P, + P,+ = 0 


Denn da co» ’o + cot *ß + cot *y = 1 Ist, 
so können die 3 Cosinus nicht zugleich 
= 0 sein. Daher rednciren sich die 3 Be- 
dingungsgleichungen auf die eine: 

I. P+P. + P, +...=0 
D. h. die algebraische Summe der Kräfte 
mnfs =0 sein. 

Die drei Momentengleichungen IV, V, 
VI, No. 53 verändern sich hier in 


P(x cot y — t cot n) + P, (x, cot y — s, cot a) + ... = 0 
P (y cot a — x cot ß) + P, (y, co» o — x, cot ß) + .. . = 0 
P (s cot ß — y cot y) + P, (», cot ß - y, cot y) + ... = 0 


In diesen Gleichungen erhält die ent- Man kann die letzten drei Gleichungen 
gegengesetzt gerichtete Kraft das Minus- auch in folgender Form schreiben: 
Vorzeichen. 


(Px + P.x, + P,*, + .. .) co» y - (Ps + P,s, + P,s, + .. .) cot a = 0 
(*V + P/Jf, + P iSG + ...)«>» n— (P* + P,x,+ P,x, +...)cotß = 0 
(Ps + P, », + P,*, + ...)coi^- ( Py + P,y, + P,y, +—)coty = 0 

Es ist leicht zu ersehen, dafs jede die- men z. B. die erste Gleichung mit cot ß, 
ser drei Gleichungen eine Folgerung der die zweite Gleichung mit cot y, addirt 
beiden anderen ist. Denn multiplicirt und dividirt mit cot a so erhält mau 


- (Ps + P,s, + ...)co» /S + (Py+ P,y, + ...) cot y =0 


also die dritte Gleichung. 

Man hat demnach für die Bedingungen 
des Gleichgewicht« paralleler Kräfte im 
Raum nur drei Gleichungen: eine Kräf- 


tegleichung und zwei Momentengleichun- 
gen. Um diese kurz ausdrückeu zu kön- 
nen, nenne man das Product einer Kraft 
mit dem Abstand ihres Angriffspunkts 

6 * 


s 
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von einer Ebene das Moment dieser Kraft 
in Beziehung auf diese Ebene, welche 
dann die Mo m entenebene ist. Hier- 
nach lassen sich die beiden Momenten- 
gleichungen so bestimmen, dafs man die 
beiden Moraentenebenen 4= den Kräften 
und rechtwinklig unter einander nimmt. 
Betrachtet man dieselben als Coordinaten- 
ebonen, so dafs die dritte Ebene von den 
Kräften normal getroffen wird, so hat 
man, wenn letztere die Ebene .Xd F, Fig. 
768 ist, den X.y-0, die g(n = ß = 90° 
und die Abstände von den Momenten- 
ebenen sind y; j I,; y, ... und x; x, ; r, . .. 
Demnach reduciren sich die letzten Mo- 
mentengleichungen, von welchen die mit- 
telste als 0 = 0 fortfallt , auf folgende 

II. Px+ P,x,+ P,x, + ....= 0 

III. Py + P.y. + P,y, +.... = 0 

Es besteht mithin Gleichgewicht zwi- 
schen parallelen im Kaum wirkenden 
Kräften, wenn ihre algebraische Summe 
= 0 und die Summen ihrer Mnraento auf 
zwei unter sich normale mit den Kräften 
parallel laufende Ebe/ien ebenfalls = 0 
sind. 

56. Die Bedingungen zu bestimmen, 
unter welchen parallele Kräfto eine Mit- 
telkraft haben und diese Mittelkraft nach 
Gröfse und Richtung zu bestimmen. 

Nach dem vorigen Satz sind parallele 
Kräfte im Gleichgewicht, wenn die alge- 
braische Summe der Kräfte gleich 0 ist. 
Demnach entsteht die Bedingung für das 
Vorhandensein einer Mittelkraft aus Glei- 
chung I des vorigen Satzes 

P+ P,+ P,+...<0 

Ist ft die Mittelkraft, so ist 

n = p+ p,+ p, + ... 

deren Lage ist I den gegebenen Kräften. 

Eine weitere Bedingung ist nicht er- 
forderlich; denn existirt eine Kraft ft, so 
hat sie auch in Bezug auf einen gege- 
benen materiellen Punkt ein Momeut; 
und hat sie kein Moment, d. h. ist ihr 
Moment =0, so fällt ft in den Momen- 
tenpunkt. 

Nimmt man mit dem vorigen Satz zwei 
unter sich und mit den Kräfterichtungen 
normale Axen , bezeichnet die Abstände 
der Mittelkraft ft von der Axe der Y mit 
von der Axe der X mit y’, so ist 
y'R-O, wenn /I unter dem Abstand *' 
von A in AX fällt; ist x'A = 0, so fällt 
Ä in die Axe AY unter dem Abstande 
u' von A. Ist x’Ä = y’fi = 0, so fallt A 
in den Anfangspunkt A beider Axen. 

Dm die Lage der Mittelkraft gegen den 
Momentenpunkt A mit Hülfe der gege- 


benen Axen AX , AY zu finden hat man 
Px + P,x, + P t x, + ... = ft*’ 

Py+ P,y. + P,y, + ... = fty’ 

woraus 

, Px + />, + ... Px+ P,x, + ... 

* “ Ä ~ P+PT+TTT 
, = Py+ P, y,+ ••• _ Py + P, y, +-■ 
y ft P+P, + ... 

67. Ein System fest verbundener Punkte, 
auf welches Kräfte nach beliebigen Rich- 
tungen im Raum wirken, begreift einen 
unverrückbaren Punkt um den sich 
dasselbe nach allen Seiten hin frei dre- 
hen kann. Die Bedingungen des Gleich- 
gewichts anzugeben. 

Das Gleichgewicht gegen Drehung kann 
nur dann statt fiuden, wenn aus dem 
Systeme eine Mittelkraft hervorgeht, de- 
ren Richtung durch den unverrückbaren 
Punkt A liegt, und der seiner Unverrück- 
barkeit wegen mit dem System durch 
die Mittelkraft nicht fortbewegt werden 
kann. Wenn man nun jede einzelne 
Kraft in eine ihr gleichgerichtete und 
gleiche auf den Punkt A wirkende Kraft 
und in ein Kräftepaar zerlegt (Satz 44), 
so müssen ferner sammtliche Kräftepaare 
unter einander im Gleichgewicht sein, 
weil sonst aus ihrer Zusammensetzung 
ein Mittelpaar entstände, welches das 
System um A innerhalb der Richtung 
seiner Ebene herumdrehen würde. 

Mithin sind die Bedingungen des Gleich- 
ewichts dieselben der Kräftepaare, und 
ie Kräfte wirken im Fall des Gleichge- 
wichts auf den Punkt A, als wenn sie 
mit nngeänderten Richtungen unmittel- 
bar darauf angebracht wären. Nimmt 
man daher drei unter sich normale Ricb- 
tungsaxen, die sich in A schneiden und 
bestimmt in Beziehung auf diese sowohl 
die Lage der Angriffspunkte der Kräfte 
als auch die Richtungen derselben wie 
No. 53, so geben die dortigen drei Mo- 
mentengleichungen die genügenden und 
nothwendigen Bedingungen des Gleich- 
gewichts rar den hier vorliegenden Fall. 

58. Die Bedingungen des Gleichge- 
wichts eines Systems fest verbundener 
materieller Punkto zu bestimmen, wenn 
zwei Punkte des Systems längs der durch 
sie hindurch gehenden geraden Linie ver- 
rückbar sind und die übrigen Punkte um 
diese Gerade sich frei drehen können. 

Man nehme die gedachte Gerade, die 
Drehaxe des Systems zur Richtungs- 
axe der Z (die AZ Fig. 770) und in ir- 
gend einem Punkt A derselben normal 
darauf und unter sich normal die Axen 
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der X und der y. Zerlegt man nun die 
Kräfte wie No. 53 in Beziehung auf Fig. 
770, »o erhält man die zerlegten Kräfte 
mit ungeänderten Richtungen nach den 
drei Axen mit A als Angriffspunkt und 
für jede gegebene Kraft in jener Coordi- 
natenebene ein Kräftepaar. 

Kräfte , die auf die Axe der Z normal 
wirken, haben keinen Einflufs auf die 
Gleitung der Axe, sie haben also keinen 
Einflufs anf die Wirkung der übrigen 
Kräfte und auf die Bedingungen des 
Gleichgewichts des Systems. Es sind 

I. — P cot y + P, cot y, + P, cot y-i -f- • 

Die Kräftepaare in den Ebenen XAZ 
und HAI. haben keinen Einflufs auf die 
Drehung der Axe AZ und da sie normal 
auf der Axe stehen, anch keine Wirkung 
auf Verschiebung der Axe AZ. Diese 
Paare haben also auch keinerlei Einflufs 
auf die Wirkung der übrigen Kräftepaare. 


dies die Kräftesysteme 

P cot n + P, cot a, + .... 

Pcot ß + P, cot ß, + .... 

Erstere in der Axe AX, letztere in der 
Axe AY wirkend. 

Die nach der Axe der Z gerichteten 
Kräfte aber müssen im Gleichgewicht sein, 
weil eine aus ihnen hervorgehende Mittel- 
kraft die Axe AZ nach ihrer Richtung 
verschieben würde. Demnach ist die 
erste Bedingung des Gleichgewichts 


... =0 

Das einzige System der Kräftepaaro, wel- 
ches auf Drehung um die Axe AZ wir- 
ken kann, ist das der in der Ebene XAY 
befindlichen Paare. Deren Momente sind 
P (y cot tt — x cot ß) und man hat noch 
eine zweite Bedingungsgleichung für das 
Gleichgewicht 


II. P(y cot a — x cotß) + P, (y, coj er, — *, cot ß , ) + ...= 0 


59. Kann ein System von Kräften um 
eine Axe sich blofs drehen ohne längs 
derselben gleiten zu können, so fällt die 
erste Bedingungsgleichung fort und es 
bleibt blofs die zweite Gleichung, die Mo- 
mentengleichung als Bedingung übrig. 

60. Ein Körper, auf welchen Kräfte 
nach beliebigen Richtungen im Raum 
wirken, wird von einer festen unverrück- 
baren Ebene, die von dem Körper in 
einem oder in mehreren Punkten berührt 
wird, im Gleichgewicht erhalten; die Be- 
dingungen dieses Gleichgewichts aufzu- 
stellen. 

Wird ein Körper durch eine Kraft ge- 
gen eine unverrückbare Ebene gedrückt 
und die Bewegung des Körpers durch die 
Ebeno verhindert, so mufs die Kraft gegen 
die Ebene normal gerichtet sein, weil sie 
sich sonst in zwei Kräfte zerlegen läfst, 
von welchen die eine Kraft der Ebene 
normal, die andere mit ihr 4= gerichtet 
ist. Die erste Seitenkraft bringt keine 
Bewegung hervor, die zweite dagegen 
wird durch nichts aufgehoben, sofern der 
Körper längs der Ebene ohne Hindernde 

f [leiten kann und die Bewegung wird 
ängs der Ebene wirklich erfolgen. Die 
Aufhebung einer Kraft durch eine feste 
Ebene ist aber dieselbe Wirkung mit 
einer der Kraft gerade entgegengesetzt 
wirkenden gleichen Kraft, folglich läfst 
sich der Widerstand der Ebene immer 
als eine solche Kraft betrachten und dem- 


gemäfs die Bedingungen für’s Gleichge- 
wicht aufsuchen. 

1. Berührt nun der Körper die feste Ebene 
nur in einem Punkt, so nehme man 
diesen Punkt (A Fig 770) zum Anfangs- 
punkt der Coordinaten und die Axen der 
X und 1' in dieser Ebene, so ist die Axe 
der Z auf dieser Ebene normal und zu- 
gleich die Richtung des Widerstandes tV. 
Denkt man sich also statt der Ebene eine 
Kraft IF nach der Richtung der Axe AZ 
auf den Körper wirkend, so besteht das 
Gleichgewicht auch ohne Einwirkung der 
Ebene und folglich nach den Bedingun- 
gen, die Satz 53 und 54 aufgestelit sind. 
Man hat also nach dortiger Bezeichnung, 
sofern man noch die Kraft W einführt, 
die weil sie durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geführt ist, kein Kräftepaar 
liefert ; W + R cot y'= W + A t = 0. 

Ferner sind für diesen speciellen Fall 
R cot n' = R cot ß’ = 0 und alle Momente 
= 0; d. h. die gegebenen Kräfte dürfen 
nur eine einzige Mittelkraft liefern, welche 
durch den Berührungspunkt dos Körpers 
mit der Ebene geht und auf dieser senk- 
recht steht. 

9. Berührt [der' Körper die Ebene in 
zwei Punkten, so nehme man den einen 
dieser Punkte zum Anfangspunkt A der 
Coordinaten, die Axe der X so, dafs sie 
durch den zweiten Punkt geht und die 
Axe der Z normal auf der Ebene. Die 
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Druckwirkungen der beiden Berührungs- 
punkte gegen die Ebene, welche dem Obi- 
gen nach normal auf dieselbe erfolgen, 
seien auf den Anfangspunkt A = w, auf 
den zweiten Punkt B = w'. Bringt man 
den Pressungen gerade entgegengesetzt 
zwei ihnen gleiche Kräfte an, so besteht 
wieder das Gleichgewicht auch ohne die 
feste Ebene, und folglich müssen diese 
beiden Kräfte und die gegebenen den Be- 
dingungen des Gleichgewichts genügen. 
Da nun «c in der Axe AZ, una sc’ mit 
ihr 4= in den Abstand AB = a gerichtet 
ist, so sind diese Bedingungen R cot «'= 0; 
R cos ß' = 0 ; R cos y -f tc + tc’ = 0; ferner 
die drei Momente in den 3 Coordinaten- 
ebenen = 0. 

Die Kraft tr in der Axe AZ hat kein 
Moment, mithin hat man die Momenten- 
gleichung für die Ebene XAZ 
x' • R cot y' + a • tc’ = 0 


oder 

R cos y’ - (» + *' + •o" + ...) = 0 
Ferner sind die drei Momenlensysteme, 
deren Abstände in den Axen AX , AY , 
AZ liegen, einzeln = 0. 

Nämlich 1. das System in der Coordi- 
natenebene XAZ nach Gleichung 10, 
No. 54: 

— x’R cos y -f iR cos a + M = 0 

2. In der Coordinatenebene YAZ nach 
Gleichung 12, No. 54: 

— %R cos ß' + y’R cos y + M % = 0 

Die dritte Momentengleichung in der 
Ebene XA Y ist an sich = 0, weil R cos a 

— R cos ß' = 0 ist. Aus diesem Grande 
vereinfachen sich auch die beiden ersten 
Momentengleichungen in folgende: 

— x R cos y + M = 0 
y' Rcoty’ + M m = 0 
Hieraus ist 


Nun ist R = — {tc -f sc*) 


folglich x = — 

A 


cosy 

Ferner ist das Moment der auf die Co- 
ordinatenebene YAZ reducirte Seitenkrafl 
der Mittelkraft = y'/i co, ß' = 0 weil nach 
dem Obigen R coi ß' = 0 sein mufs , mit- 
hin ist y = 0 und die Mittelkraft liegt in 
der Ebene XAZ und läuft mit der Ale 
AZ unter dem Abstand x' parallel. 

3. Berührt endlich der Körper die Ebene 
in drei oder mehreren Puristen , welche 
darauf die normalen Pressungen te, 
te" ... ausüben, so wird das Gleichge- 
wicht eines freien Körpers entstehen, 
wenn man auf denselben diesen Pressun- 
gen gerade entgegengesetzt wirkende 
Kräfte anbringt. Man nehme den Punkt 
für die Kraft tc zum Anfangspunkt A 
der Coordinaten und die Axe der X so, 
dafs sie durch einen der übrigen Punkte 
(z. B. »■) geht, während alle übrigen 
Punkte auf einer und derselben Seite 
dieser Linie liegen. Der Abstand dea 
Puukts für tc’ von A sei a. Nimmt man 
nun die Axe der Z auf der Ebene nor- 
mal, so fällt die Axe der Y in die Ebene 
und ca seien die Coordinaten der übri- 
gen Berührungspunkte des Körpers mit 
der Ebene für die Kraft tr", ic'" ... nach 
der Axe der X = a", a'" ..., nach der 
Axe der Y = t", b'" ... dann sind die Be- 
dingungen des Gleichgewichts, weil die 
Kräfte tr, te’, tr"... mit der Axo der Z 
4= laufen: 

Peoi o+ P,cot a, + ... = 0 
Pco, ß + P, cot ß, + ... = 0 
Pcoi y -f P, coi y, + (tr + tc’ + w ” +•••)= 0 


. M . . 

x = — , und jr = - - — , 

Rcoty Rcoty 

Nun ist nach Obigem, der dritten auf 
Null reducirten Gleichung: 

R COI y = te + w + tr” + . .. 

M = der Momentensumme der in der 
Ebene XAZ wirkenden Kräftepaare 
= «'tr* *f a" tc" -f a’’ tc"' -f ... 

AI, — der Momentensumme der in der 
Ebene YAZ wirkenden Kräftepaare 
= b'to" + b ' + ... 
folglich 

, a v> a’V’ + a"' tr"' 


y =- 


tc -p tr *f te -f ... 
b" tc" + b'"%c"' -f ... 
tc + tr + tr " + . ■• 

Dieses Minnszeichen kann nicht auf- 
fallen, wenn man Gleichung IV. und VI. 
(die Werthe von A/ und AI,) mit einan- 
der xergleicht; es ergibt sich nämlich, 
dafs beide der Form nach einander ent- 
gegengesetzt sind. 

i. Aus der vorstehenden Untersuchung 
ergibt sich, dafs nur drei Bcdingungs- 
gleichungen für’s Gleichgewicht aufge- 
stellt werden können; daher können auch 
nur drei Pressungen bestimmt werden. 

Berührt der Körper die Ebene in mehr 
als drei Punkten, so sind die Druckwir- 
kungen te, tr', tr", tc"'... nicht zu be- 
stimmen. Ueberdies dürfen die drei Be- 
rührungspunkte auch nicht in einer und 
derselben geraden Linie liegen, denn als- 
dann würden b, b‘, b" ... einzeln = 0; es 
blieben zur Bestimmung der Druckwir- 
kungen nur zwei Gleichungen übrig und 
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cs wären nur 2 Kräfte « und w' in fin- 
den möglich In diesem allgemeinen Fall 
ist nur die Summe der senkrecht ab- 
wärts wirkenden Kräfte zu bestimmen 
und sie ist = A cos y . 

Krebs (dp) (s. „Absteigendes Zei- 
chen* mit Fig. 19) ist das vierte Him- 
melszeichen der nördlichen Halbkugel. 
Es erstreckt sich, wie jedes Zeichen auf 
30 Grad Länge und zwar vom Ende des 
Zeichens der Zwillinge im Sommerwen- 
depunkt bis zum Anfang des Löwen. 

Kreis. Der Kreis ist Kreislinie nnd 
Kreisfläche. Eine Kreislinie ist eine 
in einer Ebene liegende, in sich geschlos- 
sene Linie, deren jeder einzelne Punkt 
von einem innerhalb der Linie in der- 
selben Ebene liegenden Punkt gleich weit 
entfernt ist. 

Eine Kreislinie entsteht dnrch den be- 
schreibenden Endpunkt einer geraden 
Linie, wenn diese um ihren zweiten 
festen Endpunkt innerhalb einer Ebene 
herumgedreht wird. 

Der feste Endpunkt heifst der Mit- 
telpunkt, das Contrum des Kreises, 
die beschreibende Linie der Halbmes- 
ser, der Radius des Kreises. 

Die Kreisfläche oder Kreisebene 
ist der von der Kreislinie eingeschlossene 
ebene Raum. 

Nennt man Kreis die Kreisfläche, so 
heifst die Kreislinie auch K reis umfan g, 
Peripherie. 

In Fig. 771 ist ABDE eine Kreislinie, 
C ihr Mittelpunkt, AC, IlC, EC sind 


Fig. 771. 



Halbmesser. Die Linie BE, welche ans 
zwei Halbmessern besteht ist ein Durch- 
messer des Kreises. Ein Durchmes- 
ser oder Diameter eines Kreises ist 
die Verbindungslinie zweier Peripherie- 


punkte, wenn sie zugleich durch den 
Mittelpunkt geht. Geht die gerade Ver- 
bindungslinie zweier Peripheriepunkte 
nicht durch den Mittelpunkt wie BD, 
so heifst sie Sehne oder Chorde. Je- 
der Theil einer Kreislinie wie AB, ABD, 
BD heilst Bog e n, Kreisbogen. Jeder 
Theil einer Kreisobone, der von einer 
Sehne und einem Kreisbogen eingeschlos- 
sen wird, wie B DF, BDAE, heifst Kreis- 
abschnitt oder Segment. Jede Sehne 
theilt die Kreislinie in zwei Bogen und 
die Kreisebene in zwei Abschnitte; der 
Durchmesser theilt den Kreis in zwei 
Abschnitte (Halbkreise) mit zwei Bö- 
en (Halbkreisbogen). Der Theil 
er Kreislinie, welcher von zwei Halb- 
messern und dem zwischen liegenden 
Bogen eingeschlossen wird, wie ACB, 
heilst Kreisausschnitt, Sector. Jede 
zwei Halbmesser theilen den Kreis in 
zwei Kreisausschnitte; liegen die beiden 
Halbmesser in einerlei geraden Linie, 
machen sie einen Durchmesser aus, dann 
werden die Ausschnitte zu zwei gleichen 
Abschnitten, zn Halbkreisen. Der Win- 
kel, der von zwei Radien gebildet wird, 
wie ACB heifst Winkel am Mittel- 
punkt, Mittelpunktswinkel, Cen- 
triwinkel; der Winkel, den zwei Seh- 
nen bilden, wie /_ ADB heifst Umfangs- 
winkel, Peripheriewinkel. 

Euklid, Buch III. hat noch 

Erkl. 7. Der Winkel des Abschnitts 
ist der von der Grundlinie (der Sehne) 
und dem Umkreise eingeschlossene, wie 
/_BDKF, Z_DBMF. (Es sind dies ge- 
mischtlinige einander gleiche Winkel ) 

Erkl. 8. Der W i n kel im Absc hn itt 
ist derjenige, welchen die geraden Linien 
(Sehnen) einschliefsen , die von irgend 
einem Punkt auf dem Umkreise des Ab- 
schnitts nach den Endpunkten der Grund- 
linie gezogen sind (Peripheriewinkel BFD 
im Abschnitt DBF). 

Erkl. 9. Wenn dio den Winkel ein- 
schliefsenden geraden Linien ein 8tück 
dos Umkreises (einen Bogen) absebneiden, 
so sagt man, der Winkel stehe auf 
dem Bogen (Z BFD steht auf dom Bo- 
gen BAED). 

Erkl. 11. Aehnliche Kreisabschnitte 
sind, welche gleiche Winkel fassen oder 
in denen die Winkel beiderseits gleich 
sind. 

Uoher die Achnlichkeit der Kreise nnd 
deron Theile kann man folgende Erklä- 
rungen aufstellen; 

Alle Kreise sind einander ähnlich. > 

Kreisbogen, die zu verschiedenen 
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Kreisen gehören sind ähnlich, wenn sie 
gleiche aliquote Theile der ihnen xuge- 
hörigen Kreislinien sind; d. h. also wenn 
sie gleichen Centriwinkeln angehören. 

Kreisabschnitte sind ähnlich, wenn 
sie von ähnlichen Bogen begrenzt wer- 
den. 

3. Das vierte Buch des Euklid , welches 
16 Constructions-Aufgaben in Bexiehung 
auf den Kreis begreift, beginnt mit sie- 
ben Erklärungen, von denen die letzten 
fünf den Kreis betreffen. Nämlich: 

Erkl. 3. Eine geradlinige Figur helfet 
in einen Kreis beschrieben, wenn 
jeder Winkel (sollte heißen: Ecke oder 
Winkelspitze) der eingeschriebenen 
Figur des Kreises Umring trifft. 

Erkl. 4. Eine geradlinige Figur heifst 
am einen Kreis beschrieben, wenn 
jede Seite der umschriebenen Figur des 
Kreises Umring berührt. 

Erkl. 6. Ein Kreis heifst gleichermsfsen 
il eine geradlinige Figur beschrie- 
ben, wenn des Kreises Umring jede Seite 
der Figur, in welche er beschrieben, be- 
rührt. 

Erkl. 6. Ein Kreis heifst am eine ge- 
radlinige Figur beschrieben, wenn 
des Kreises Umring jeden Winkel (soll 
heifsen: Winkelspitze) der Figur, um 
welche er beschrieben ist, trifft- 

Erkl. 7. Eine gerade Linie heifst ln 
einen Kreis eingetragen, wenn ihre 
Endpunkte in des Kreises Umringe sind. 

Die siebente Erklärung hätte, da sie 
den einfachsten Gegenstand begreift, die 
erste der vorstehenden Erklärung soin 
sollen. 

Für die übrigen Erklärungen gehörten 
wohl folgende Vorerklärungen : 

ln jedem Krcisumfang können beliebig 
viele Punkto gewählt werden; weuu man 
jede zwei nebeneinander liegende dieser 
Punkto durch cino gerade Linie verbin- 
det, so entsteht eine geradlinige drei- 
oder mehrseitige Figur innerhalb des 
Kreises, deren Ecken in dem Umkreis 
liegen Man sagt von solcher Figur, sie 
liege in dem Kreise, oder der Kreis 
liege um die Figur. 

Wenn man durch die gewählten Punkto 
an den Kreis Berührungslinien zieht und 
diese verlängert bis sie sich schneiden, 
so entsteht eine drei- oder mehrseitige 
Figur außerhalb des Kreises, deren Sei- 
ten sämmtlich Tangenten sind. Man 
sagt von solcher Figur, sie liege um 
den Kreis, oder der Kreis liege in 
der Figur. 


Ferner ist noch zn erklären : 

Zwei Kreise in einer Ebene von dem- 
selben Mittelpunkt heifsen concentri- 
sche Kreise; zwei Kreise von verschie- 
denen Mittelpunkten excentrisrhe 
Kreise. Die gerade Verbindungslinie 
der Mittelpunkte zweier excentrischer 
Kreise heifst die Centrale. 

Die Bogen und Ausschnitte eines Krei- 
ses, deren Centriwinkel gleich einem rech- 
ten Winkel (=90’) sind, heilsen Qua- 
dranten; die Sehnen bilden ein Qua- 
drat. 

Die Bogen und Ausschnitte eine« Krei- 
ses, deren Centriwinkel gleich } eines 
rechten Winkols (=60°) sind, heilsen 
Sextanten; die Sehnen bilden ein re- 
gelmäßiges Sechseck. 

Die Bogen und Ausschnitte eines Krei- 
ses, deren Centriwinkel gleich einem hal- 
ben rechten Winkel (= 45°) sind, heifsen 
Octanten; die Sehnen bilden ein re- 
gelmäfsiges Achteck. 

4. Eine merkwürdige Eigenschaft des 
Kreises ist noch im Voraus zu erwähnen, 
nämlich die mit der geraden Linie ge- 
meinschaftliche Eigenschaft, daß die glei- 
chen an einander liegenden Theile einer- 
lei Lage neben einander haben ; wiewohl 
die gerade Linie diese Eigenschaft in noch 
allgemeinerem Sinne bat, nämlich dafs 
auch die von einander entfernten, abge- 
sonderten Theile einerlei Lage mit ein- 
ander haben. 

Mau kann demgemäß auch sagen, eine 
erade Linie und eine Kreislinie sind 
urch das kleinste Stück ihrer Länge voll- 
kommen bestimmt oder gegeben. 

Die gemeinschaftliche Eigenschaft von 
gerader Linie und Kreis, dafs gleiche ge- 
rade Linien und gleiche Kreise auch con- 
gruent sind, kommt auch den regelmä- 
ßigen Figuren und Körpern zu. 

ö. Die wichtigsten Sätze aus den Ele- 
menten der Lehre vom Kreise hat Eu- 
klid in seinem Buch III. zusammenge- 
stellt, welche unter Zufügung seiner Be- 
weise, diese möglichst abgekürzt, in Fol- 
gendem, jedoch mit Hinfortlassuug der 
Aufgaben, nämlich Satz I, 17, 75, 30, 
33, 34, wiodergegoben worden. 

Euklid Erklärung 1. Gleicho 
Kreise sind, in denen uie Durchmesser 
oder die Ualbmesser gleich sind. Dieser 
Satz wird jetzt als Lehrsatz aufgestellt 
und durch Deckung bewiesen. Dasselbe 
gilt von den Halbkreisen, den Bogen und 
den Ebenen, ,und beide Lehrsätze sind 
in dor Kegel die ersten des Lehrsystems. 
Erkl. 2. Von einer geraden Linie wird 
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gesagt, sie berühre den Kreis, wenn 
sie ihn trifft nnd verlängert ihn nicht 
schneidet. 

Diese Erklärung ist nicht tu billigen, 
es mufs vielmehr erst die Möglichkeit 
einer solchen geraden Linie nachgewie- 
sen werden, wie dies in seinem 16ten 
Satte inconsequenterweise wirklich ge- 
schehen ist. 

Erkl. 3. Von Kreisen sagt man, sie 
berühren einander, wenn sie einan- 
der treffen ohne einander tu schneiden. 
— Ist desgleichen erst tu beweisen, dafs 
dies von twei Kreisen möglich ist: der 
Beweis der Möglichkeit geschieht jeden- 
falls am einfachsten mit Hülfe der bei- 
den Kreisen gemeinschaftlichen Tangente. 

6. Euklids Lehrsätie. Lehrsatz2. 
Eine gerade Linie, welche twei beliebige 
Punkte B, D in dem Umfang eines Krei- 
ses verbindet, fällt innerhalb dieses Krei- 
ses. 

Denn es sei ADB die gerade Linie, 
liehe die beliebige CD, io ist, da CA 
= CB auch Z CAD = Z CBO und da 


Fig. 772. 



ZCDÄ als Aufsenwinkel > Z CAD, also 
auch > Z_CBD, so ist CB > CD oder 
CE > CU, welches nicht möglich ist. 
Folglich ist ADB keine gerade Linie. 

Lehrsati 3. Wenn im Kreise (Fig. 
771) eine durch den Mittelpunkt C ge- 
hende gerade Linie CG eine andere nicht 
durch den Mittelpunkt gehende Linie AD 
in H halbirt, so schneidet sie dieselbe 
unter rechten Winkeln , und wenn sie 
dieselbe unter rechten Winkeln schnei- 
det, so halbirt sie auch dieselbe. 

Denn ad 1 , zieht man die Halbmesser 
CA, CD, so entstehen weil drei Seiten 
einzeln gleich, die congruenten Dreiecke 
ACH, DCH, woraus Z AHC = Z DHC 
= HZ. 

Ad 2 entstehen die congruenten Drei- 
ecke aus zwei gleichen Seiten und dem 
rechten Winkel, woher AH = DH. 

Lehrsatz 4. Wenn im Kreise (Fig. 
771) zwei gerade Linien (.AD, JK ), die 


nicht durch den Mittelpunkt gehen, ein- 
ander (in H) schneiden, so halbiren sie 
einander nicht. 

Denn wäre AH = DH und zugleich JH 
= Bll , so halbirt auch CH beide Linien 
und- es wäre nach dem vorigen Satz 
Z CIIA = K = z CHJ. 

Lehrsatz 5. Zwei Kreise (Fig. 773), 
die einander schneiden, haben keinen ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt. * 


Fig. 773. 



Denn wäre C Mittelpunkt beider Kreise, 
so ziehe CD und die beliebige CF, so 
ist CD = CE nnd zugleich CD = CF, also 
CE — CF. 

Lehrsatz 6. Zwei Kreise, Fig. 774, 
deren einer den anderen inwendig be- 
rührt, haben keinen gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt. 

Denn wäre K deren gemeinschaftlicher 
Mittelpunkt, so hätte man im äulseren 


Fig. 774. 



Kreise KJ = KM und im inneren KJ = 
KL, mithin KM = KL. 

Lehrsatz 7. Nimmt man auf eines 
Kreises Durchmesser BE (Fig. 771) einen 
vom Mittelpunkt C verschiedenen Punkt 
N, und zieht von diesem nach dem Um- 
kreis mehrere gerade Linien NF, NM, 
KL, so ist die durch den Mittelpunkt NE 
die gröfste, das übrige Stück NB die 
kleinste; unter den übrigen Linien aber 
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immer die der gröfsten NE nähere grö- 
fser als die entferntere. Auch sind von 
solchen Linien nur je zwei auf beiden 
Seiten der kleinsten NB (heifst praeciser: 
des Durchmessers BE) einander gleich. 

Denn ad 1. In dem A 1VCF ist -NC 
4 EC > NF, d. h. NE > NF. 

ad 3. In den Dreiecken NCF und NCM 
v sind CF= CM ond NC = NC aber Z FCN 

> z MCN, folglich NF > NV. 

ad 2. Es ist CN 4 VN > CM, also auch 

> CN 4 BN, folglich VN > BN. 

ad 4. Macht man Z BCL = Z BCM, so 
ist in den Dreiecken CLN und CAIN: 
NC = NC, CL = CM 
• folglich &CLN t\CMN 
also LN = MN 

Gesetzt es wäre nun noch eine Linie 
FN = LN, so wäre auch FN — MN was 
gegen No. 3 des Satzes ist. 

Lehrsatz 8. Nimmt man anfserhalb 
eines Kreises (Fig. 775) ABC einen Punkt 
I) und zieht von ihm an den Umkreis 
mehrere gerade Linien, eine DA durch 
den Mittelpunkt M, die übrigen beliebig, 
so ist unter denen, welche den hohlen 
Umkreis treffen, DA, DE, DF, DJ, die 
durch den Mittelpunkt DA die gröfste; 
von den übrigen aller immor die der grells- 
ten DA nähere gröfser als die entfern- 
tere Unter denen hingegen, welche den 
erhabonen Umkreis treffen, DO, DK, DL, 
Dil ist die, welche verlängert durch den 
Mittelpunkt geht, DG die kleinste, von 
den übrigen aber immer die der klein- 
sten DO nähere kleiner als die entfern- 
tere Auch sind von solchen Linien nur 
je zwei auf beiden Seiten der klc 
DG einander gleich. 

Denn ad I ist 0,1/ 4 EM> DF., 
also auch DM + AM = AD>DE 


Fig 775. 





ad 2. In den Dreiecken DME und 
DMF ist DM = DM, ME = MF, Z DME 
> z DMF, folglich DE > DF. Die kleinste 
unter diesen Linien ist die berührende DB. 

ad 3. Es ist MK + DK > MD 
oder MG 4 DK > MO 4 DG 
folglich DK > DG 

Demnach ist DG die kleinste der den 
Umkreis blofs treffenden Linien. 

ad 4. Aus den Dreiecken DLM und 
DKM ergibt sich DL > DK, und die be- 
rührende DB als die gröfste der den Um- 
kreis blofs treffenden Linien. 

ad 5. Macht man ZDMH = ZDML, 
so erhält man aus den congruenten Drei- 
ecken DM H , DML , DH = DL. Wollt« 
man nun annehmen, es sei auf der lin- 
ken Seite noch eine Linie, z. B. DK eben- 
falls = DH, so widerspricht dom der vierte 
Theil des Satzes. 

Dasselbe findet statt mit den Durch- 
srhnittslinien DJ, DF, welche einander 
gleich sind, und dafs noch eine zweite 
Linie, etwa DE der Linie DJ gleich sein 
sollte widerspricht No. 4 dieses Satzes. 

Lehrsatz 9. Gehen (Fig. 775) von 
einem Punkt innerhalb eines Kreises an 
dem Umkreis mehr als zwei gleiche ge- 
rade Linien, so ist solcher Punkt des 
Kreises Mittelpunkt. 

Denn ist MF. - MF — ML, und es wäre 
nun ein anderer Punkt als M, 1 . B. N 
der Mittelpunkt, so ziehe durch MN den 
Durchmesser AG. Dann wäre nach Lehr- 
satz 7: MA > ME, ME>MF, MF>ML. 

Lehrsatz 10. Ein Kreis schneidet 
einen anderen in nicht mehr als zwei 
Punkten. 

Denn gesetzt, beide Kreise, Fig. 773, 
schnitten sich in den drei Punkten A, B, 
D, so ziehe AB und DB, halbire diese 
in G, H, errichte die Normalen GJ, HK, 
so liegt in diesen beiden, folglich in de- 
ren Durchschnittspunkt der Mittelpunkt 
der beiden Kreise, welches nach Lehrsatz 
5 nicht möglich ist. 

Lehrsatz 11. Berühren zwei Kreise, 
Fig. 774, einander innerhalb, so trifft die 
beide Mittelpunkte verbindende gerade 
Linie genugsam verlängert, den Berüh- 
rungspunkt. 

Denn ist K der Mittelpunkt des grö- 
fseren Kreises und der des kleineren läge 
aufserhalb der Linie KJ etwa in G, so 
ziehe JG und durch G und K die MH. 
Dann ist GJ=GD und KJ = KH 
Da nun KG 4 GJ > KJ 
so ist KG +GD> KU 
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oder KD > KH 
welches nicht möglich ist. 

Lehrsatz 12. Berühren zwei Kreise 
ABD, EFG (Fig 776) anfserhalb, so geht 
die gerade Linie, welche beides Mittel- 
punkte C, J verbindet, durch den Be- 
rührungspunkt T. 

Denn wäre ein Punkt außerhalb CJ, 


Fig. 776.. 



etwa N der Mittelpunkt des zweiten Krei 
ses, so ist NT=NK, und da CT=CH 
so hat man CT + JN = CH+NK 
woraus CJ + TN < CN 
D. h. In einem Dreieck zwei Seiten 
zusammengenommen kleiner als die dritte. 

Lehrsatz 13. Kreise berühren ein- 
ander, sowohl innerhalb wie auiserhalb 
in nicht mehr als einem Punkt. 

ad 1. Sind (Fig. 774) K und C die 
Mittelpunkte der sich innerhalb berüh- 
renden Kreise, so liegt nach Satz 11 der 
Berührungspunkt in der verlängerten ge- 
raden Linie AC; er kann also nur ent- 
weder in J oder in E sein, denn wäre 
er in J und in E zugleich, so wäre 
CJ = CE 
Es ist aber KJ = KE 
folglich CJ<KE 

um so viel mehr CJ < CE 
welches der Annahme CJ = CE wider- 
spricht. 

ad 2. wird mit Hülfe von Satz 12 eben 
so bewiesen. 

Lehrsatz 14. In einem Kreise (Fig. 
771) sind gleiche gerade Linien AD, BD 
gleich weit vom Mittelpunkt C entfernt, 


nnd gleich weit vom Mittelpunkt ent- 
fernte Linien sind einander gleich. 

ad 1. Ist CH normal AD, CO normal 
BD, so ist nach Lehrsatz 3, DO = J ß/J, 
DH=\AD, also DO=DH; hierzu DC 
= DC also &DCO aj &DCH , woraus CO 
= CH. 

ad 2. Aus CD=CD, CO = CH und 
^COD= /CHD= R folgt ACDO 2 » ACD/f 
also DO = DH und BD = AD. 

Lehrsatz 15. In einem Kreise (Fig. 
775) ist der Durchmesser OP die gröfste 
Linie, nnter den übrigen aber immer die 
dem Mittelpunkt nähere FJ > als die 
entferntere LH. 

ad 1. Jede Sehne wie FJ bildet mit 
den Halbmessern MF, MJ ein Dreieck 
MFJ, in welchem also die Sehne kleiner 
ist als die Summe beider Halbmesser, 
mithin immer kleiner als der Durchmes- 
ser. 

ad 2. Hat das A MLH eine gröbere 
Höhe als das A MFJ, so ist auch /_ LMH 
< Z FMJ, folglich LH < FJ. 

Lehrsatz 16. Das auf eines Kreises 
Durchmesser BE (Fig. 771) im Endpunkt 
E errichtete Perpendikel EP fällt aufser- 
halb des Kreises, und an diesen Punkt 
£ fällt zwischen dem Umkreise und dem 
Perpendikel keine andere gerade Linie. 
Auch ist der Winkel des Halbkreises 
JSEC gröfser, der übrige vom Umkreise 
und dem Perpendikel eingeschlossene 
Winkel, SEP aber kleiner als jeder spitze 
geradlinige Winkel. 

ad 1. Gesetzt das Perpendikel fiele 
innerhalb des Kreises etwa wie EJ , so 
ist Z_CEJ = fl. Nun ist in dom A CJE, 
CJ-CE, mithin /_CJE = z CEJ = fl, 
zwei Rechte in einem Dreieck; daher kann 
eine in E auf BE errichtete Normale 
keine Sehne sein. 

ad 2. Gesetzt es fiele zwischen dem 
Bogen ES und dem Perpendikel EP eine 
gerade Linie EG, die also ebenfalls ganz 
außerhalb des Kreises liegt, so ist Z CEG 
•■fl und ein auf EG gefälltes Perpendi- 
kel CG fällt oberhalb CE und CE >CG. 
Da nun CS = CE, so kann G nicht aufser- 
halb des Kreises fallen. 

ad. 3 nnd 4. Es ist schon No. 1, Erkl. 
7 angegeben, dafs Euklid gemischtlinige 
Winkel betrachtet. Diese aber mit gerad- 
linigen Winkeln zu vergleichen, ist nicht 
angemessen, denn beiderlei Winkel sind 
ungleichartig. Es ist das Unangemessene 
daraus ersichtlich, dafs zwischen der ge- 
raden Linie EP und dem Kreisbogen-ßJ 
noch unzählige Kreisbogen möglich sind, 
die einen um so gröberen Winkel mit 


/ 


s 


Digitized by Google 



■ * • 


• > 


‘Kreis. 


92 Kreis. 


EC bilden, io weiter man von E über 
EC hinaus den Mittelpunkt des Kreises 
verlegt. (Vergleiche den späteren Art. 
, K n ge Idreieck “ , pag. 120) 

Lehrsatz 18. Auf eines Kreises 
ABDE Berührungslinie EG (Fig. 771) ist 
die vom Mittelpunkt C nach dem Berüh- 
rungspunkt E gezogene gerade Linie CE 
perpcndiculär. 

Wäre CE nicht perpcndiculär, so müßte 
es eine andere sein, z. B. CG. Dann ist 
ZUGE ein rechtor Winkel, also im t\CEQ 
die Seite CE>CG, also auch CS>CG. 

Lehrsatz 19. Ist, Kig. 771, auf eines 
Kreises ABDE Berührungslinie EG im 
Berührungspunkt £ eine gerade Linie 
EB perpcndiculär, so liegt in solcher des 
Kreises Mittelpunkt. 

Denn wäre in EB nicht der Mittelpunkt, 
sondern aufser ihr, etwa in O, so ist, 
wenn man OE zieht, (nach Satz 18) 
Z.OEG- H, folglich /0£C = /_BEG. 

Lehrsatz 20. In jedem Kreise (Fig. 
777) ist der Winkel UCE am Mittelpunkt 
doppelt so groß als der Winkel am Um- 
fang, wenn beide auf einerlei Bogen DE 
stehen. 

Ist 1. der Periphcriowinkel DAE, so 
daß beide Schenkel desselben den Mit- 
telpunkt C einschliefsen, so ziehe den 


Fig. 777. 



Dnrchmessor AB. Dann ist DC = AC, 
also / CDA — z CAD , also / DCB = 
2 /CAD. 

Eben so / ECB = 2 / CAE , folglich 
Z DCE = 2Z DA F.. 

Ist 2. der Peripheriewinkcl DFE, so 
dafs der Mittelpunkt außerhalb beider 
Schenkel fällt, so ziehe don Durchmesser 
FG und man hat aus 1 : 

Z GCD = 2Z GFD 
Z GCF. = 2Z GFE 

hieraus 

Z GCE - z GCD = 2Z GFE - 2Z GFD 
oder Z DCE = 2Z DFE 


Lehrsatz21. Die Winkel DAß, DFE 
in einem Kreisabschnitte DA FE sind ein- 
ander gleich (heifst jetzt: Periphoriewin- 
kel auf demselben Bogen (DE) sind ein- 
ander gleich). 

Denn zieht man den Mittelpunktswin- 
kel DCE, so ist nach dem vorigen Satz 
Z DCE = 2Z ßd£ = 3Z DFE, woher 
Z£AC=Z^£Ä- 

Lehrsatz 22. Die gegenüberstehen- 
den Winkel einer vierseitigen Figur im 
Kreise sind zweien rechten Winkeln gleich. 

Es sei (Fig. 777) AU BE das Viereck, 
ziehe die Diagonalen AB, DE, so ist nach 
dem vorigen Satz 

ZADE = Z-dß£ 

Z£DE = Z B AE 

hieraus ^ADB = <'ABE + £BAE 

hierzu zAEfi = ZA£E 

folglich 

Z ADB + Z-dEß = 2 rechten Winkeln. 

Lehrsatz 23. Auf einer geraden Li- 
nie (AB, Fig. 778) können nicht zwei 
ähnliche und dabei ungleiche Kreisab- 
schnitte an einerlei Seite errichtet wer- 
den. 

Denn zieht man die beliebigen Linien 
AF. und BE ans den Endpunkten der 
Sehne, ferner die Linie BD, so hat man 
immer Z-dDß>ZAEß, mithin sind die 
Abschnitte immer unähnlich. 

Lehrsatz 24. Aehnliche Kreisab- 
schnitte ADB, FHG auf gleichen geraden 
Linien AB, FG sind einander gleich. 

Denn legt man beide so aufeinander. 


Fig. 778. 



dafs ihre Sehnen sich decken, so müssen 
auch die Bogen sich decken, weil sonst 
nach dem vorigen Satz die Abschnitte 
unähnlich sein würden. 

Lehrsatz 26. In gleichen Kreisen 
stehen gleiche Winkel am Mittelpunkt 
sowohl als gleiche Winkel am Umkreise 
auf gleichen Bogen. 

Ist Z.BCG = Z.EHF und also auch 
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Z.BAG = £EDF, so liebe BG, EF, so 
ist &BCG @ 2 &EIIF, folglich BG=EF, 
und da /_A = Z. D, so ist auch nach Satz 
22, Z.E = ^_L, also die Abschnitte BUG 


Fig. 779. 



und ELF ähnlich (Erkl. 11), und wegeu 
BG= EF auch Abschnitt BEG — Abschnitt 
ELF. (Euklid spricht im Lehrsatz nur 
von gleichen Bogen, beweist aber auch 
gleiche Sehnen, Auschnitte und Ab- 
schnitte.) 

Lehrsatz 27. In gleichen Kreisen 
sind die auf gleichen Bogen BG, EF ste- 
henden Winkel am Mittelpunkt BCG und 
EHF sowohl, als am Umkreise DAG, 
EOF einander gleich. 

Wäre £BCG>Z.EHF, so sei /_BCM 
= Z.EHF. Danu wäre nach dem vorigen 
Satz Bogen BM= Bogen EF-, es ist aber 
angenommen Bogen BG = Bogen EF, also 
wäre Bogen BM = Bogen BG, welches 
unmöglich ist. Demnach ist z. BCG = 
Z. EHF und mit diesen nach Satz 20, 
/_BAG= ^EDF. 

Lehrsatz 28. In gleichen Kreisen 
schneiden gleiche gerade Linien BG, EF 
gleiche Bogen ab, so dafs die greiseren 
Bogen BAG, EOF wie auch die kleine- 
ren BKG, ELF einander gleich sind. 

Denn da die Halbmesser einander gleich 
sind, so ist &CBG s* &IIEF also z. BCG 
= EHF, folglich (nach Satz 26) die grö- 
beren und die kleineren Bogen einander 
gleich. 

Lehrsatz 29. In gleichen Kreisen 
sind die geraden Linien BG, EF, welche 
die Endpunkte gleicher Bogen mit ein- 
ander verbinden, einander gleich. 

Die Halbmesser beider Kreise sind ein- 
ander gleich, die Bogen gleich, folglich 
(Satz 27) auch /_BCG = ^EHF , folglich 
in den congruenten Dreiecken BCG, EHF 
BG = EF. 

Lehrsatz 31. Der Winkel im Halb- 
kreise ist ein rechter; aber der Winkel 
im gröberen Kreisabschnitt ist kleiner 


und der im kleineren gröber als ein rech- 
ter (heibt jetzt Umfangswinkel auf einem 
kleineren, auf einem gröberen Bogen). 
Hingegen ist der Winkel des gröberen 
Kreisabschnitts gröber und des kleineren 
kleiner als ein rechter (beide letzten Win- 
kel sind dio gcmischtlinigen Winkel (s. 
1. Erkl. 7 und Lehrsatz 16, ad 3). 

ad I. Fig. 777. Es ist AEB der Win- 
kel im Halbkreise. (Euklids Beweis ist 
etwas weitläufig). Nun ist (nach Lehr- 
satz 20) 

£AEC = i/iACE 
/C.BF.C — {z. BCE 

daher /_AEB = M.Z.ACE + £ BCE) 

= i ■ 2 Rechten = R^. 
ad 2. Es ist ,/ DEB der Winkel im 
gröberen Abschnitt OGAFEB oder der 
auf dem kleineren Bogen BO stehende 
Umfangswinkel und augenscheinlich < 
( \AEB=R ). 

ad. 3. Es ist £ DBF. der Winkel im 
kleineren Abschnitt OBE oder der auf 
dem gröberen Bogen OG AFF.. Mithin 
ist nach 2 des Satzes ^DAE<H; aber 
nach Lehrsatz 22 ist £ OAE + 2.DBE 
= 2/1, mithin Z.OBE > R. 

ad 4. Dafs der gemischtlinige Winkel 
ED(,GAFE)>R und der ED (,BE)< R, 
wird augenscheinlich, wenn man durch 
D eine Normale auf DE errichtet. 

Lehrsatz 32. Wird ein Kreis, Fig. 
780, von einer geraden Linie EF berührt 
und von einer anderen aus dem Berüh- 
rungspunkt B gezogenen BD geschnitten, 


Fig. 780. 



so sind die Winkel DBF, DBE, welche 
die schneidende Linie mit der berühren- 
den macht, den Winkeln in don Neben- 
abschnitten des Kreises gleich. 

Denn ad 1. In dem auf EF in B er- 
richteten Perpendikel BA liegt der Mit- 
telpunkt des Kreises, also ist £BDA 
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DM'= DB'+BM t 


= r=zabd+zbad=^abf=zabd 

+ Z D BF. Folglich £ BAD — /_ DBF. 

ad 2. Nach Lehrsatz 22 ist /_A + /_ G 
= 2/1 = /_DBF -f /_DBE. Nun ist /_A 
= ^DBF (ad 1) mithin /_G = /_DBE. 

Lehrsatz 35. Schneiden einander in 
einem Kreise zwei gerade Linien, so ist 
das unter den Abschnitten der einen ent- 
haltenen Rectangel dem unter den Ab- 
schnitten der anderen enthaltenen gleich. 

Gehen die beiden sich schneidenden 
Linien durch den Mittelpunkt, so ist der 
Satz an sich klar. Ist aber C der Mit- 
telpunkt, und der Durchschnittspunkt ein 
anderer, E, so ziehe CB, CG, CE, fälle 
die Perpendikel CF, CH, so ist AF= GF, 
BH = DH. 


Fig. 781. 



Mithin AEx GE+ EF* = AF» = GE«*) 
hierzu CP=CP 

gibt AE x GE + EP+ CF' = CP+GF* 
oder AExGE+CE» = CG’ = CE* 

Eben so ist 

DE x BE + CE 1 = C/J 3 
folglich ist AEx GE = DE x BE 

Lehrsatz 3G. Gehen von einem aufser- 
halb eines Kreises (Fig. 775) genomme- 
nen Pnnkt D zwei gerade Linien nach 
dem Umkreis, Ton denen ihn die eino 
DA oder l)F in AL schneidet, die an- 
dere DB berührt, so ist das unter der 
ganzen schneidenden Linie DA, DF und 
ihrem aufserhalb des Kreises befindlichen 
Abschnitt DG, DL enthaltene Rectangel 
dem Quadrat der Bcrührungslinie DB 
gleich. 

ad 1. Wenn die schneidende Linie DA 
den Mittelpunkt M trifft. 

Fällo das Loth MB auf BD, so ist 


Ferner ist 
AD x BG + GM* = DM > ••) 
oder 

ADx DG+ BM’= DM*=DB t + BM* 
woraus AD X DG = DB' 
ad 2. Wenn die schneidende Linie DF 
nicht den Mittelpunkt M trifft. 

Fälle das Perpendikel MB auf DF, 
dann ist FL in n halbirt, und man hat 
DFx DL + Z.Ä 3 = DR* 
hierzu MR' = MR * 

gibt 

DFx DL + LR' + MR * = DR’+MR’ 
oder 

DFx DL + LM l = DM * = BD*+ BM * 
Nun ist LM l - BM * 
folglich ist DF x DL = BP 
Lehrsatz 37. Gehen Ton einem außer- 
halb eines Kreises (Fig 775) genomme- 
nen Punkt D zwei gerade Linien an den 
Umkreis, Ton denen die eine DF ihn 
schneidet, die andere DB an ihn fällt, 
und ist das unter der ganzen schneiden- 
den Linie DF und ihrem aufserhalb des 
Kreises befindlichen Abschnitt DL ent- 
haltene Redangel dem Quadrat der an 
den Umkreis fallenden Linie DB gleich, 
so ist letztere eine Betührangslinie des 
Kreises. 

Denn denkt man sich (Fig. 775) rechts 
von AD eine berührende DB,, so ist nach 
dem Torigen Satz: DFx DL = DB, 1 
Nun ist zugleich DFx DL = DB 3 
folglich DB, = DB 

Nun sind in den beiden Dreiecken DMB 
und DMB , : DB = DB,-, DM = DM und 
MB= MB,-, folglich ist auch DBM = 
Z.DB.M und da dieser ein rechter Win- 
kel ist, so ist auch /_ DBM ein rechter 
Winkel, und folglich DB eine Tangente 
(Satz 16). 

7. Hier schliefst das dritte Buch und 
mit ihm das Lehrgebäude über die wis- 
senswürdigsten F.igenschaften des Kreises 
mit Ausnahme der Aufgaben, welche durch 
Construction gelöst werden, von welchen 
allein 16 Aufgaben das 4te Buch aus- 
machen. 

Auffallend könnte es erscheinen , dafs 
ein ganz einfacher Lehrsatz, der zu den 
enteren der Kreislehre gehört, ent als 


’) Anmerk. AE = a, GE = t gesetzt: ab + — tj = 

*•) Anmerk. AD = a, DG = b gesetzt: aA + (~g~) = + *) 
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SSter Lehrest* im 6ten Buch anfgeführt 
ist. 

Nämlich: „In gleichen Kreisen -verhal- 
ten sich sowohl die Winkel am Mittel- 
unkt als auch die Winkel am Umkreise, 
esgleichen die Kreisausschnitte wie die 
Kreisbogen, worauf sie stehen.* Denn 
der Satz beruht auf dem Satz, dafs in 
gleichen Kreisen zu gleichen Winkeln 
am Mittelpunkt auch gleiche Bogen u. 
s. w. gehören. 

Man mufs aber erwägen, dafs Euklid 
die Lehre von den Verhältnissen erst im 
fünften Buch und zwar mit Hülfe von 
geraden Linien vorträgt. 

8 Die geordnete Zusammenstellung der 
Lehrsätze für die Elemente der Kreislehre 
ist nach meiner Ansicht mit Zuziehung 
guter Lehrbücher folgende : 

1. Kreise, welche gleiche Halbmesser 
also auch gleiche Durchmesser haben, 
sind gleich. 

2. Gleiche Kreise haben gleiche Halb- 
messer und also auch gleiche Durch- 
messer. 

3. Der Durchmesser theilt den Kreis 
in zwei congruente Theile. 

Diese drei Sätze sind durch Deckung 
zu erweisen. 

4. In einem und in gleichen Kreisen 
gehören zu gleichen Winkeln am Mittel- 
punkt gleiche Bogen, gleiche Sehnen, 
gleiche Ausschnitte und gleiche Abschnitte. 

Beweis s. vorstehend Euklid Satz 26. 

5. ln einem und in gleichen Kreisen 
gehören zu ungleichen Winkeln am Mit- 
telpunkt ungleiche Bogen n. s. w. 

Ist mit Hülfe von Satz 4 indirect zu 
beweisen. 

6. Die acht umgekehrten Sätze von 
Satz 4 und 5 (wie Euklid Satz 27). 

7. In einem und in gleichen Kreisen 
verhalten sich die Bogen und die Aus- 
schnitte (die Sehnen und die Abschnitte 
natürlich nicht) wie die zu ihnen ge- 
hörenden Winkel am Mittelpunkt. 

Beweis aus Satz 4. Verhalten sich 
nämlich die Winkel wie m : n, so theile 
diese Winkel durch Radien in m und in 
n gleiche Theile , dann besteht der erste 
Winkel aus m, der zweite aus n gleichen 
Winkeln, für jeden gilt Satz 4 , folglich 
haben n und m gleiche Winkel » und m 
gleiche Bogen und Ausschnitte. 

Sind die Winkel (A und B) incom- 
mensurabel, so nehme den einen dersel- 
ben z. B. A, rational an und theile den- 
selben in n gleiche rationale Theile; der 


zweite Winkel B sei nun gröfser als 
m — 1 und kleiner als m solcher Theile 
(n), so fällt dessen zweiter Halbmesser 
zwischen den m — lten und den raten 
Theilhalbmesser. Nun kann man n be- 
liebig grofs und damit deu einzelnen 
Theilwinkel n beliebig klein nehmen, und 
dadurch beide den Endhalbmesser des 

B einschliefsenden Halbmesser dem- 
selben (d. h. ^(m — 1)« und /_ mrt dem 
£B) beliebig nahe bringen. Aber der 
zu mn gehörende Bogen bleibt immer 
gröfser und der zu (m — 1) n gehörende 
Bogen immer kleiner als der gegebene, 
mithin ist der gegebene Bogen als Grenz- 
werth zwischen beiden der gesuchte Bo- 
gen und mit diesem der zugehörige Aus- 
schnitt der gesuchte Ausschnitt. 

8. In einem oder in gleichen Kreisen 
sind gleiche Sehnen gleich weit vom Mit- 
telpunkt entfernt; und Sehnen, die in 
einem oder in gleichen Kreisen gleich 
weit vom Mittelpunkt entfernt sind, sind 
gleich. 

Der Satz ist mit Hülfe von Satz 4 zu 
beweisen. Siehe vorstehend Euklid Satz 
14, und den Aufsatz Chorda No. 2 mit 
Fig. 286. 

9. In einem oder in gleichen Kreisen 
ist der Mittolpunktawinke! doppelt so 
grofs als der mit ihm auf demselben Ro- 
gen stehende Umfangswinkel. (Beweis 
vorstehend Euklid Satz 20.) 

Hieraus gehen unmittelbar folgende 
Sätze als richtig hervor: 

10. Alle Umfangswinkel auf demselben 
oder auf gleichen Bogen in einem Kreise, 
oder auf gleichen Bogen in gleichen Krei- 
sen sind einander gleich (mit Hülfe 8, 
Satz 4). 

Jeder der beiden von einer Sehne ab- 
geschnittenen Bogen ist der geometrische 
Ort für Dreiecke auf einerlei Grundlinie 
mit gleichen Winkeln an der Spitze. 

11. Zu gleichen Peripheriewinkeln in 
einem und in gleichen Kreisen gehören 
gleiche Bogen und gleiche Sehnen. 

12 Der Peripheriewinkel im Halbkreise 
ist ein rechter Winkel, denn der Centri- 
winkel ist = 2 rechten. Der Halbkreis 
ist demnach der geometrische Ort für 
rechtwinklige Dreiecke auf einerlei Hy- 
potenuse. (Euklid, Satz 31.) 

13. Der Pcripheriewinkel, der auf einem 
Bogen steht, der kleiner ist als der Halb- 
kreis, ist spitz, auf einem der gröfser ist 
ab der Halbkreis stumpf. (Euklid, Satz 31 ) 

14. Parallele Sehnen schneiden zwischen, 
sich gleiche Bogen ab. (3. den Art. 
„Chor de*, No. 4) 
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15. Der Mittelpunkt eines Kreises liegt 
in der auf einer Chorde in der Mitte er- 
richteten Normalen, and die von dem 
Mittelpunkt auf eine Chorde gefällte Nor- 
male halbirt dieselbe. (Vorstehend Euklid, 
Satz 3.) 

16. Eine gerade Linie schneidet einen 
Kreis nur in zwei Punkten. Denn schnitte 
sie den Kreis in drei Punkten und man 
zieht die drei Radien, so entständen mit 
drei Schenkeln, derselben Spitze und der- 
selben Höbe drei gleichschenklige Drei- 
ecke. 

17. Drei in einer Ebene befindliche 
Punkte, die nicht in einer geraden Linie 
liegen, bestimmen einen Kreis. Denn 
verbindet man einen Punkt mit den bei- 
den anderen Punkten durch gerade Li- 
nien, so kann man diese beiden Linien 
als Sehnen eines Kreises betrachten; des- 
sen Mittelpunkt liegt nach Satz 15 in 
dem Durchschnittspunkt der in den Mit- 
ten der Sehnen auf denselben errichteten 
beiden Normalen. 

18. ln jedem Viereck im Kreise ist die 
Summe je zwei einander gegenüberlie- 

f ender Winkel = 2 rechten Winkeln, weil 
eron Centriwinkel zusammen 4 Rechte 
ausmachen. (Euklid, Satz 22.) 

19. Wenn in einem Viereck je zwei 
einander gegenüberliegende Winzel zu- 
sammen gleich 2Ä sind, so kann man 
einen Kreis darum beschreiben. 

•Denn gesetzt der Kreis (Fig. 777) 
durch A, D und £ aber nicht durch 
sondern durch einen Punkt W oberhalb 
oder unterhalb B in AB, so würde nach 
dem vorigen Satz /A + / II = zweien 
Rechten sein. Im ersten Fall aber wäre 
/H > B und im zweiten Fall /H < /B 
|lao /A + /H entweder > oder < 2R. 
Anmerk. Man kann Satz 18 auch 
“ folgender Art ansdrücken : 

Die beiden Umfangswinkel in jeden 
twei Abschnitten, aus welchen ein Kreis 
besteht, sind zusammen = 2 Rechten. 

20. In einem oder in gleichen Kreisen 
liegt die größere Sehne dem Mittelpunkt 
näher als die kleinere. 

21. Wenn in einem oder in gleichen 
Kreisen eine Sehne entfernter vom Mit- 
telpunkt ist als eine andere, so ist die 
erstere kleiner als die letzte. 

Die Beweise dieser beiden Sätze sind 
einfach (s. den Art. .Chorde“, No. 3, 
pag. 22 mit Fig. 286). 

22. Zwei sich schneidende Sehnen hal- 
biren einander nicht. (Euklid, Satz 4 .) 
23. Schneiden sich zwei Sehnen inner- 


halb des Kreises, so ist der von ihnen 
gebildete Winkel = der Summe, schnei- 
den sie sich aufserhalb, = der Differenz 
der beiden Umfaugswinkel , welche auf 
den zwischen den Sehnen abgesebnittenen 
Bogen stehen. 

Beweis wie im Art. .Chorde*, No. G 
mit Fig. 287 und 288. 

24. Schneiden sich zwei Sehnen nor- 
mal, und man zieht die vier Halbmesser 
nach deren Endpunkten, so ergänzen sich 
die gegenüberliegenden Umfangswinkel 
gegenseitig zu zwei Rechten. 

Beweis im Art. .Chorde*, No. 7 mit 
Fig 289. 

25. Die auf einem Durchmesser in je- 
dem Endpunkt errichtete Normale hat 
nur diesen einen Punkt mit dem Kreis- 
umfang gemein, liegt mit allen übrigeu 
Punkten aufserhalb des Kreises und ist 
somit eine Tangente an dem Kreis. 
(Euklid, Satz 16 ) 

Denn ist (Fig. 771) EG normal auf BE 
und man zieht aus dem Mittelpunkt C 
nach einem anderen dem Berührungs- 
punkt £ noch so nahe gelegenen Punkt 
G in EG eine gerade Linie CG, so ist 
diese als Hypotenuse in dem rechtwink 
ligen &CEG immer gröfser als CE; der 
Punkt G liegt also außerhalb des Kreises. 

Der weitläufige Beweis von Euklid, 
Satz 16 ist nicht erforderlich. 

26. Eine Tangente steht auf dem durch 
den Berührungspunkt gezogenen Durch- 
messer normal. 

Denn gesetzt GE, (Fig. 771) wäre nicht 
normal EC, so fälle eine Normale CG 
auf EG. Dann ist /CGE- R, folglich 
in dem rechtwinkligen A CEG die CE 
als Hypotenuse > CG; da aber der Punkt 
G in der Tangente aufserhalb des Krei- 
ses liegt, so mufs CG>CE sein. 

27. Eine in dem Berührungspunkt auf 
einer Tangente errichtete Normale geht 
durch den Mittelpunkt. 

Denn ginge sie nicht durch C, Fig. 771, 
sondern etwa wie £0, und man zieht den 
Halbmesser CE, so ist nach dem vorigen 
Sati /CEG = R, also kann / UEG nicht 
R sein. 

28 Zwei nicht parallele Tangenten an 
einem Kreis bis zu ihrem Durchschnitts- 
punkt verlängert sind gleich ; die vom 
Durchschnittspuukt durch den Mittelpunkt 
gezogene gerade Linie ist normal auf der 
beide Berührungspunkte verbindenden 
Sehne und halbirt sie. 

Denn denkt man sich (Fig. 775) rechts 
von AD eine zweite Tangente DB 1 so 
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ist &DBM Oä &DB'H, weil DM = DM, 
BM = R'M und ^B = <sB' = R. Folglich 
ist DB' = DB. 

Da nun such Z DMB' = Z DMB, so ist, 
wenn inan BB' zieht nnd den Durch- 
schnittspunkt zwischen DM und BB' mit 
R bezeichnet, IHR = MR, mithin &BMR 
Sä B'MR und hieraus BR = B'R und 
Z BRM = Z B’RM = R. 

29. Treffen sich eine Tangente nnd 
Sehne in dem Berührungspunkt, so ist 
der von ihnen gebildete Winkel = dem 
Peripheriewinkel im gegenüberliegenden 
Kreisabschnitt. 

Beweis vorstehend, Euklid, Satz 32. 

30. Ist von den beiden geraden I.inien 
DB und DF, Fig. 775, erstere eine Tan- 
gente, letztere eino Dnrchschnittslinie, 
so ist das Rcctangel, welches von dieser 
Durchschnittslinie mit dem äufseren Theil 
derselben gebildet wird, gleich dem Qua- 
drat der Tangente. Also Fig. 775: 

DB* = DFxDL = DA X DO — DJ x DH 

Beweis: Euklid, Satz 3G mit Fig. 775. 

31. Der umgekehrte Satz von 30 mit 
Beweis s. vorstehend Euklid, Satz 37. 

32. Zwei Kreise, die einander schnei- 
den und die einander berühren haben 
keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt. 

Euklid hat darüber 2 Lehrsätze: Zwei 
Kreise, die einander schneiden haben kei- 
nen gemeinschaftlichen Mittelpunkt (Satz 
6 mit Fig. 773) und: Zwei Kreise, deren 
einer den anderen inwendig berührt, 
haben keinen gemeinschaftlichen Mittel- 
unkt (Satz G mit Fig. 774). Dafs dies 
ei Kreisen, die sich answendig be- 
rühren, der Fall ist, scheint ihm unnö- 
thig bewiesen zu werden. 

33. Zwei Kreise schneiden einander in 
nicht mehr als zwei Pnnkten. Beweis 
ist vorstehend in Euklid, Satz 10 mit 
Fig. 773. 

34. Wenn zwei Kreise sich schneiden, 
so steht (Fig. 782) die Centrale CC auf 
der gemeinschaftlichen Sehne AB normal 
nnd nalbirt dieselbe. 


Fig. 782. 



IV. 


Denn aus AC' = BC’ , AC = BC und 
CC = CC hat man 

AACCöjAÄCC 

Hieraus Z^CC=ZÄCC’ 
hiorzu AC = BC, DC = DC gibt 
AACDsj AfiCD 

woraus Aß= BD und Z.ADC= £BDC=R 

35. Kreise berühren einander, sowohl 
innerhalb als aufserhalb in nicht mehr 
als einem Punkt und haben daselbst eine 
gemeinschaftliche Tangente. (Beweis, 
Euklid, Satz 13 mit Fig. 774.) 

36. Berühren zwei Kreise einander in- 
nerhalb oder aufserhalb, so trifft die Cen- 
trale den Berührungspunkt. (Beweis s. 
Euklid, Satz 11 nnd 12.) 

37. Zwei in einer Ebene liegende 
Kreise schneiden sich, wenn der Abstand 
ihrer Mittelpunkte kleiner ist als die Sum- 
me ihrer Halbmesser oder gröber als die 
Differenz derselben. 

Denn im ersten Fall liegt jeder Mittel- 
punkt aufserhalb des zweiten Kreises, im 
zweiten Fall liegen beide Mittelpunkte 
in dem gröfseren Kreise; in beiden Fäl- 
len steht die Verbindungslinie der Mit- 
telpunkte (die Centrale) auf der gemein- 
schaftlichen Sehne normal und halbirt 
dieselbe. 

38. Zwei in einer Ebene liegende 
Kreise berühren einander in einem ein- 
zigen Punkt, wenn der Abstand ihrer 
Mittelpunkte gleich der Summe oder der 
Differenz ihrer Halbmesser ist. Sie ha- 
ben eine gemeinschaftliche Tangente, die 
im ersten Fall zwischen beiden Kreisen, 
im zweiten Fall auf einer Seite beider 
Kreise liegt, weil die Berührung der 
Kreise iin ersten Fall aufserhalb, im zwei- 
ten Fall innerhalb geschieht. 

39. Zwei in einer Ebene liegende 
Kreise liegen ganz auseinander, wenn 
die Centrale gröber ist als die Summe 
der Halbmesser. Ist die Centrale kleiner 
als die Differenz beider Halbmesser, so 
liegt der kleinere Kreis ganz innerhalb 
des gröberen. 

40. Wenn (Fig. 783 und 784) zwei 
Kreise einander berühren, und man zieht 
durch den Berührungspunkt zwei gerade 
Linien, welche jeden der beiden Umfänge 
in noch einem Punkt schneiden, so sind 
die beiden Sehnen , welche diese Durch- 
schnittspunkte verbinden, einander pa- 
rallel. 

Denn in Fig. 783 sind DO und FH, 
in Fig. 784 AF nnd AD die beiden durch 
den Berührungspunkt A gezogenen ge- 
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taden Linien. FD und GH die deren End- 
punkte verbindenden Sehnen. 

Fig. 783. 



Es ist also in Fig. 783 

/_ BAD = ^AFD 
ZCAG = ^AHU 
Aber /_BAD-^CAG 
also auch j/AFD = ^AHt 1 
folglich GH L DF 

Fig. 784. 



In Fig. 784 ist 

ZBAG = ^.AHG 
/_BAF = /LADF 
folglich Z.AHG ^ Z.ADF 

und GH 4= DF 

41. Schneiden sich zwei Sehnen, so 
ist das Rechteck aus den Abschnitten der 
einen Sehne mit dem Rechteck aus den 
Abschnitten der anderen gleich grofs. 
Beweis s. Euklid, Satz 35 mit Fig. 781, 
pag. 94 und Art. Chorde, No 11 mit Fig. 
887, Bd. II. pag. 24. 

42. Schneidet eine Tangente eine ver- 
längerte Sehne, so ist das Quadrat der 
Tangente = dem Rechteck aus der gan- 
zen verlängerten Sehne und der Verlän- 
gerung. 

Beweis s. Euklid, Satz 36 mit Fig. 775, 
pag. 94 und Art. .Chorde“, No. 11 mit 
Fig. 290, Bd. II. pag. 24. 


43. Schneiden sich zwei Sehnen außer- 
halb des Kreises, so sind die Rectangel 
aus jeder ganzen verlängerten Sehne und 
ihrer Verlängerung einander gleich. Be- 
weis im Art. .Chorde“, No. 11 mit Fig 
288, Bd II. pag. 24. 

9. Zu den Lehren der Geometrie ge- 
hören die Anweisungen zu Lösung geo- 
metrischer Aufgaben mittelst Zeichnung, 
wie dies in dem Art. „Constructio- 
nen“, pag. 49, als Einleitung auseinan- 
dergesetzt ist. Die Constructionen be- 
ginnen daselbst mit denen ans der Ele- 
liientargeometrie und es sind für dieselbe 
135 Aufgaben gelöst. Diejenigen Auf- 
gaben, welche speciell auf den Kreis sich 
beziehen, fangen mit No. 29 an und zwar 
mit der einfachsten Aufgabe: In einem 
gegebenen Kreis eine Sehne vou gege- 
bener Länge einzutragen. 

Die den Kreis speciell betreffenden Auf- 
gaben sind nun No. 29 bis incl. No. 41, 
No. 79 bis No. 81 und No. 135. Die Ver- 
zeichnung von regelmäßigen Dreiecken 
und Vielecken in und um einen Kreis 
zeigen No. 89 bis incl. 95. Von den 
übrigen Aufgaben sind No. 62 bis No. 64 
Construction von Vierecken in und um 
den Kreis, No. 70 bis No. 78 Construction 
von Dreiecken und Quadraten im Halb- 
kreis und im Quadrant; No. 89 bis No. 95 
Construction regelmäfsiger Vielecke in 
und um den Kreis. Auch in dem Art. 
.Chorde“ mit 8 Figuren befinden sich 
Constructionen, welche die Chorde an sich 
und dieselbe in Zusammenhang mit der 
Tangente betreffen. 

10. Der algebraische Theil der Elemen- 
tarlehre vom Kreise ist in dem Wörter- 
buch schon in verschiedenen Artikeln 
behandelt. Der erste Artikel darüber; 
Arcus, Bogen, Kreisbogen enthält 
die Auffindung der Verhältnifszahl n zwi- 
schen dem irrationalen Kreisumfang und 
dem rationalen Durchmesser und die 
Werthe von n , log tr n, togn n , jede in 
15 Decimalstellen angegeben. Ferner ent- 
hält er die Eintheilung der Kreislinie, 
die Auffindung der Bogen bei gegebeneu 
Centriwinkeln mit Hülfe der trigonome- 
trischen Tafeln; Tabellen für Bogenlän- 
gen bei Centriwinkeln 8eeunde für Se- 
cunde und Minute für Minute von 1 bis 
60 und Grad für Grad von 1° bis 360°. 
Ferner die Entwickelung von Reihen für 
die Länge eines Bogens bei gegebenen 
Sinus, Cosinus, Tangente, Cotangente, 
Secante, Cosecante. 

In dem Art. .Chorde*, No. 12 mit 
Fig. 293 sind Formeln gegeben für den 
Zusammenhang des Halbmessers der zu- 
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gehörigen Sehne, der in dem halben Bo- 
gen gehörenden Sehne , der Höhe des znr 
ganzen Sehne gehörenden Abschnitts und 
Anwendung auf die genannten Stücke 
als Theile regelmäfsiger Figuren im Kreise. 
Der Art. „Halbkreis“ enthält diesel- 
ben Formeln für den Haikreis. 

11. öeordnete Zusammenstellung 
der zum Kreise gehörenden Zah- 
len nnd Kle m e n tarformel n. 

Die Verhältnifsiahl zwischen dem Durch- 
messer zum Umfang des Kreises ist 

1. 1 :tt = 1 : 3, 14159 26535 89793 

2. logbr n = 0,49714 98726 94134 

3. lagn n = 1,14472 98868 49400 

4. — = 0,31830 98861 83791 
n 

5. lag br — = 9,60285 01273 ... — 10 

71 

6. \n = 1 ,77245 38509 05516 

7. lag Ir \'n = 0,24857 49364 

8. l/— = 0,66418 95835 47756 

f 71 

9. logkry^ =9,75142 50636...- 10 

10. 71 ’ = 9,86960 44010 89359 

11. lag Ir 7t* = 0,99429 97454 

12. —„ = 0,10132 1183642338 

71 1 

13. lag br — . = 9,00570 02646 ... - 10 

a 

14. |/^ =0,80599 59770 

a 

16. log In- V— =9,90633 28741...- 10 

f 6 

Der Umfang des Kreises: 

16. 27rr = 6,28318 53071 795S6xr 

17. log 2.ir = 0,798 17 98734... log r 
Der Umfang des Quadrant: 

18. inr = 1,57079 63268 ... Xr 

19. log J Trr = 0,1961 1 98719 ...X log r 
Der Inhalt des Kreises: 

2a rrr’ = 3,14159 ... X r* 

21. log; rr» = 0, 99429 97454... logr 

Bei dem Centriwrinkel = n 


25. Der Kreisausschnitt = 5-^71^ 

öoO 

26. Der Kreisabschnitt = 

") r> 

27. Der concentrische Kreisring = 

Tr (ft 5 — r 5 ) 

28. Das concentrische Ringstück = 

5K» 


Sind die in einen Kreis eingetragenen 
Linien, als Sehnen, Höhen, Abschnitte 
statt in Zahlen gegeben zu sein mit Buch- 
staben bezeichnet, so erhält man noch 
folgende Formeln (Bd. II. pag. 23): 


29. 


30. 


AF-.DF 
oder APxBF 

AF: BF- DF: AF 


oder 


] Fig. 


AF* = BP*. DF 


290 


Für den Halbkreis (Fig. 292) 


AE : DE = DE : BE 1 
31 ‘ oder DE 1 = AE x BEj 

AE ; AD - AD : AB 1 
3 ~ oder AD’ = ABx.AEI 


Wird Fig. 293 der Halbmesser AC = BC 
= r, die Sehne AB = a für den Centri- 
winkel ACB = n , die Sehne AD = BD = b 
für den Centriwinkel ACD = 1«, die Höhe 
DE des Abschnitts ABÜ = k gesetzt, so 
erhält mau 


33. « = — p'ir»-*» 

r 

34. 4 4 -44 M + oV = 0 

35. 4 = l / 2r* - r )/4r> - o* 

36. A = V2r* = V A 5 + (-“)’ 

»• •-£-« 

4* 

38. r = ■ - 

V'44>- a* 

Setzt man « für 4 n j also Fig. 293, 
/_ACD- /_BCD — a, so hat man 


39. AB = a = 2r tin a = 24 cos - 


t =2co, y 


22. Der Kreisbogen = — • 7tr 

23. Die Sehne = 2r sin 

24. Die Höhe des Bogens = ^1— ros ^)r 


40. BD = AD = 4 = 2r»i» y = 4<s fee y 

12. Die in dem Art. „Arcus“, Ton 
No. 9 ab entwickelten Formeln für die 
Länge der Bogen in Reiben nach den 
fortlaufenden Potenzen der trigonometri- 
schen Linien der Bogen sind : 


7* 
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«■ Are ("* = *> = * + 2*3 + 27^5 * 5 + 2^4 J:7 *’ + 2-4-67f-9 ** 

Das allgemeine (nte) Glied ist 

3*5-7 .... (2h — 3) _ ^s«-i 

2-4-6 .... (2n — 2)(2» — 1) * 

42. Arc(«. = x)=y-[x+y 3 x' + y|y* s + yyg :7 * , + --] 

43. /»re (!} = *) = *- Ix* + 1* 5 - I* 7 + ♦** + ••- *2*71**" 


r««* + - 


I ** ) 

«, 2-4-6. ... 2(w- 1)| 

f ** ] 

r* 1 

Vi +**J 

1 ' 3-5-7 .. .. (2ü — 1) ' 

ll + x’J 

1 j 


44. Are (cot = x) = y — x + Jx s - lx s + |x 7 - .... 

46. Are («e = x) = y - [y + + f .~ jj ~ + ] 

1 1 3 

46. Arc(co»ec=x) = y + y >3? + yy r5 y i +.--. 

n I . (1-x)* , 3(l-x) 5 , | 

47. Arc(li»* = x)= - -[(1 -x)+-yy- + 2 , 4 .J- + ----J 

(1-x)* 3(1- x) s , 

48. Are(e»«» = x) = (l - x)+ -yy + yyy- + .... 

Man kann aus einigen dieser Formeln setzt den Centriwinkel für x - 80°, dann 
eine Reibe für den Werth von .-r ent- ist arc sin 30° = J-v und sin 30° = 1, mit- 
wickeln: Legt man Formel 41 zu Grunde, bin 

• ._ „ T. 2 2*3 , 2-3-5 , 1 

49. ji-6 [*+ 27374« + 2-4-5 • 8> + 2-4-6-7*16* + " J 


(s. den Art. .Arcus", No. 17, A am 
Schlub). 

Legt man Formel 43, 2 zu Grunde, so 
hat man für den Centriwinkel Ton x 
= 46°: x = |x, ( j x = 1 und 

/ 1-2 1-2-3 \ 

50. jr = 2(l+J+— +yy^ + ..... ) 

(s. den Art , Arcus", No. 17). 

13. Der Art .Brennpunkte der Kö- 
ge lach n itto “ , pag. 420 mit Fig 257 
zeigt den Kreis als einen Kegelschnitt, 
nämlich als den mit der Orundebene _=k 
genommenen Durchschnitt E.F eines Ke- 
gels , entwickelt aber für denselben keine 
Formel, weil der Kreis keinen Brenn- 
punkt hat. Wie aber für die übrigen 
Kegelschnitte, so gehört auch für den 
Kreis eine allgemein geltende Gleichung. 


Der Art. „Coordinaten“, pag. 132, 
gibt mit Fig. 513 die rechtwinklige Co- 
ordinatengleichung des Kreises (des Kreis- 
umfangs) 

9* = 2rx — x* I (1) 

oder 3t 1 + x* — 2rx = 0) 

Die Gleichung ist aber eingeschränkt, 
und zwar deshalb, weil die Abscissenlinie 
der Durchmesser, ein Endpunkt desselben 
Anfangspunkt der Coordinaten und diese 
rechtwinklig sind. 

Der Art. „Curven*, pag. 161 ent- 
wickelt gleich Anfangs mit Fig. 618 die 
Coordinatengleichung für den Kreis, wo 
die Abscissenlinie A-Y aufserhalb des 
Kreises liegt, die Doppelordinaten wie 
DF,, DF schiefwinklig und der Anfangs- 
punkt A der Coordinaten ein willkührli- 
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eher Punkt darin ist. Han erhält dort die Gleichung: 

y’ — 2y= cot a + *’ + 2y (a cot a — 4) — 2x (o — & cot n) f a* — 2ab cot a + 4’ — r* = 0 (2) 


Ks wird aus dieser Gleichung festge- 
stellt, dafs die einfachste aller krummen 
Linien, der Kreis, schon durch eine qua- 
dratische Gleichung bestimmt wird. Es 
ist also der Kreis schon eine Linie der 
iweiten Ordnung oder eine Curre der 
ersten Klasse von der diesen Curven zu- 
kommenden allgemeinen Form 1 (Bd. II, 
pag. 172). 

oy 1 + 4y* + c** + dy + ex + f = 0 

Oder wenn man a = 1 setzt, oder wenn 
man die Gleichung mit a dividirt und 
die übrigen Coefücienten als mit a diri- 
dirt beibehält 

y‘+byx + cx* + dy + ox + f=0 

Man erhält ferner zwei verschiedene 
Werthe von y, einen für DB und einen 
für DF. 

A. Setzt man a = 90°, dann sind die 
Ordinaten normal der Abscisse 
und man erhält aus Gleichung 2: 

y* 4- x 1 — 2 4y — 2 ax -f- a* + 4* — r* = 0 (3) 

B. Setzt man nun in diese Gleichung 
noch b = r, so erhält man die Abscissen- 
linie in den unteren Berührungspunkt 
mit dem Kreise and es ist: 


H. Setzt man in Gleichnng 5 die Con- 
stante n = r oder in Gleichung 6 die Con 1 
stante 4 = 0, so hat man die Abscissen- 
linie durch den Mittelpunkt C, den An- 
fangspunkt im Scheitel J und die Glei- 
chung 

y* + sc* — 2 rx — 0 

J. Setzt man in Gleichung 6 die Con- 
stante 4 = r, dann hat man die Abscis- 
senlinie in dem unteren Berührungspunkt 
mit dem Kreise, den Anfangspunkt in 
der Projectiou des Scheitels J und die 
Gleichung 

y» 4 - *z _ 2ry — 2 rx + r 1 = 0 

K. 8etzt man in Gleichung 5 die Con- 
stante a = 0, so erhält man die Abscissen- 
linie durch den Mittelpunkt C, den An- 
fangspunkt im Mittelpunkt C und die 
Gleichung 

y* -j- jr* — r* = 0 

Kreis ln einem Beweis ist wenn das 

zu beweisende, mehr oder weniger ver- 
steckt, als bewiesen vorausgesetzt wird. 

Kreis, Borda'scher, s. „Borda- 
’scher Kreis *. 


y’ + X* — 2ry — 2«x + o* = 0 (4) 

C. Setzt man in Gleichung 3 die Con- 
stante 4 = 0, so erhält man die Abscissen- 
linie durch den Mittelpunkt C und die 
Gleichnng 

y , + x , ~ 2ax + «’ — r* = ö (5) 

D. Setzt man in Gleichung 3 die Con- 
stanto a = r, so erhält man den Anfangs- 
punkt in der Projection des Scheitels J 
und die Gleichung 

y» + a , -24y-2rx + 4 , = 0 (6) 

E. Setzt man in Gleichung 3 die Con- 
stante o=0, dann erhält man den An- 
fangspunkt in der Projection des Mittel- 
punkts und die Gleichung 

#* + **- 24y + 4 J — r* = 0 (7) 

F. Setzt man in Gleichung 4 die Con- 
stante a = r, so bat man die Abscissen- 
linie in dem unteren Berührungspunkt 
mit dem Kreise und den Anfangspunkt 
A in der Projection des Scheitels J und 
die Gleichung 

y«-fz*~2ry-2rj:+r* = 0 (8) 

G. Setzt man in Gleichung 4 die Con- 
stante a = 0, dann hat man die Abscisse 
in den unteren Berührungspunkt und den 
Anfangspunkt in der Projection des Mit- 
telpunkts. Die Gleichung Ist 

y* + ** — 2ry = 0 (9) 


Kreisabschnitt. Erklärung, s.„Kreis", 
No. 1. Formel für den Inhalt No. 11, 
Formel 24. 


Kreisausschnitt. Erklärung, s. „Kreis“, 
No. 1. Bezeichnet man den Centriwinkel 
mit «, die Länge des Bogens mit 4, die 
Sehne mit a, so hat man den Inhalt des 
Ausschnitts J = 


-5 7rr> = i4r = i- 




3 GO 0 ”' ~*' _ * 360° 

1 

Für a = 108° 36’ 13" wird der Aus- 
schnitt durch die Sehne halbirt 


Kreisbewegung, s. „Centralbewe- 
gung*. 

Kreisbogen, s. .Kreis*, No. 1 und 
die Formel No. 11, 20. 

Kreisebene, s. „Kreis*, No. 1 und 
die Formeln No. 11, 18 und 19. 

Kreislinie, s. v. w. „Kreis*; Formel 
s. Kreis, No. 11, 14 und IS. 

Kreisring und Bi ngstück,s. „Kreis*, 
No. 11, 25 und 26. 

Krümmung ist die Abweichung von 
der geraden Richtung und die Krümmung 
ist um so grölaer und um so kleiner, je 
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gröber und je kleiner diese Abweichung 
Mt 

Die Krümmung findet bei Linien und 
Flächen statt; eine Linie, die gekrümmt 
ist, heilst eine krumme Linie, eine 
Fläche, die gekrümmt ist, heilst eine 
krumme Flache. Die Krümmung darf 
sich jedoch nicht auf einielne Theile der 
Linie oder der Fläche beschränken, so 
dab andere Theile derselben gerade sind; 
der noch so kleinste Theil der Linie und 
der Fläche darf nicht gerade sein. 

Linien, die nach einem Gesetz ge- 
krümmt sind heifsen Cnrren (s. d); 
Flächen, die gekrümmt sind, kommen in 
der Geometrie nur als Oberflächen ror. 

Das Maab der Krümmung ist die Kreis- 
linie (der K rü mm u n gskreis) von grö- 
berem und ron kleinerem Halbmesser 
(Krümmungshalbmesser). Denn man 
kann eine sehr kleine krumme Linie mit 
einem Kreisbogen rergleichen, wenn sie 
diesem so nahe kommt, dab weder eine 
anders gekrümmte Linie noch ein Kreis- 
bogen ron kleinerem Halbmesser zwischen 
beide fallen kann, ohne dab er die eine 
oder die andere schneidet. 

Je kleiner der Halbmesser des Krüm- 
mnngskreises ist, desto gröber, und je 

S öfser der Halbmesser, desto kleiner ist 
e Krümmung. 

Der Krümmungsgrad einer Fläche wird 
in den Krümmungen von Durchschnitts- 
linien gemessen, die durch dieselben in 
geraden Richtungen genommen werden. 

Kr&mmungihalbmeuer , s. d. vorigen 
und den folgenden Artikel. 

Krfimmnngi kreis ist in der Curven - 
lehre ein sehr wichtiges Mittel für die 
Untersuchung der Curven in bestimmten 
Punkten nach verschiedenen Eigenschaf- 
ten hin. Wie derselbe dadurch gefunden 
wird, dab man seinen Halbmesser be- 
stimmt s. .Curvenlehre* U., pag. 186. 
Die Curve, in welcher die Mittelpunkte 
der Krümmungskreise aller auf einander 
folgenden Curvenpunkte liegen, heibt die 
Cnrve der Mittelpunkte. Wie diese 

f efunden wird, zeigt der Art. » Curven - 
ehre“ III. pag. 188; desgleichen die 
nächste Anwendung davon auf die Er- 
mittelung von Wende- und Rückkehr- 
punkten dieselbe pag. Mo. IV. 

Krumm ist nicht gerade. S. d. Art. 
.Krümmung*. 

Krumme Linien, Flächen, dio nach 
einem Gesetz gekrümmt sind. S. die 
Art. .Curven* und .Curvenlehre“. 

Kmmmxapfen ist eine mechanische 


Vorrichtung, durch welche man vermöge 
einer um eine feste aber um ihre Axe 
drehbare Welle in Kreisbewegung befind- 
lichen Kraft eine Last mittelst einer 
Lenkstange in hin und her gehende ge- 
radlinige Bewegung versetzt. 

1. Ist (Fig. 785) C der Mittelpunkt der 
Wello und des Krutninzapfens, CA die 
augenblickliche Lage des darau befestig- 
ten Arms, dessen Endpunkt A die Warze, 
an dieser die Lenkstange AB und an 
dieser wieder die gerade auf den Mittel- 
unkt C gerichtete Lastzugstange ange- 
racht Ferner Q die Last, welche nach 
der Richtung BD, und Q' die Last, welche 
nach der Richtung OB widersteht, die 
Kraft, welche fortdauernd auf die Warze 
wirkt, und zwar in jedem Punkt des Krei- 
ses nach der Tangente gerichtet beim 


Fig. 785. 



Heruntergang, wenn die Last Q zu über- 
winden ist = P und beim Hinaufgang 
zu Ueberwindung der Last Q’ = /*. Dann 
legen P und P' jede den Umfang des 
Halbkreises als Weg zurück, wenn Q und 
Q' jode den Durchmesser durchläuft. 

Berücksichtigt man keine Nebenhinder- 
nisse, so ist nach dem Cartesischen Prin- 
cip: .Kräfte verhalten sich umgekehrt 
wie die zu gleicher Zeit von ihnen zu- 
rückgelegten Wege“. 

P:Q=2AC.n-AC 

S 

woraus P= — Q 

71 
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desgleichen P: Q' = 2 AC : n ■ AC 
2 

woraus P = — Q' 

TT 

So dafs die für die Bewegung der La- 
sten Q + Q' dio Kraft , welche fortdau- 
ernd thätig sein mufs 

r+P _ Q+Q' 

2 n 

und das mechanische Moment dieser per- 
manent erforderlichen Kraft, wenn » die 
Geschwindigkeit der Lasten Q und Q' 
bedeutet : 

£.(P+I*) *,«?+<?') 

2. Aufser dieser reinen Kraft und der 
reinen Last sind aber noch mehrere Ne- 
benumstände vorhanden, welche als Wi- 
derstand Kraftznschnfs erfordern. Es sind 
dies die Reibungen der Zapfen in den 
Lagern der Kurbelwelle, dio ungleichför- 
mige Geschwindigkeit der Kurbelwarze 
nna der Zugstange, welche vom Mazimo 
zum Minimo herab einen nachtheiligen 
Gang veranlassen, so dafs zur möglich- 
sten Ausgleichung dieser Unregclmafsig- 
keiten ein Schwungrad erforderlich ist, 
welches nun durch seine Last wieder die 
Reibung vermehrt. 

Um nun die geeignete Untersuchung 
und eine diese Nebenhindernisse mit be- 
rücksichtigende Formel aufzufinden sei 

die Länge AC des Krnmmzapfens = r 

die Länge AB der Lenkstange = I. 

Die Kraft in der Krummzapfenwarze, 
nach der Richtung der Tangente wirksam, 
sei unveränderlich = P. 

Die oben gedachten nach BD und DB 
gerade auf C gerichteten Widerstände 
seien Q und Q'. 

Die Masse aller in Bewegung befindli- 
chen Maschinentheile von dem Angrifls- 

S unkt der Kraft in der Maschine bis in 
en Krummzapfen und auf diesen in A 
reducirt sei = 

Die Masse, welche von der Lenkstange 
AB in Bewegung gesetzt wird und auf 
den Punkt B reducirt sei = C. 

In dem Augenblick, wo der Krumm- 
zapfen um den Winkel <p von dem senk- 
rechten Stande CE ab sich gedreht hat 
und in CA sich befindet, sei die Geschwin- 
digkeit der Warze = e. 

Die Geschwindigkeit des Punkts B der 
Lenkstange in demselben Augenblick sei 
= «o. 

Der Winkel, den hier die Lenkstange 
AB mit der senkrechten Linie BD bil- 
det, sei t/i. 


Bezeichnet man die Spannung im Len- 
ker AB mit S, so wird aufser dem senk- 
recht aufwärts wirkenden Widerstand noch 
ein waagerecht wirkender gebildet und 
man hat die senkrechte Seitenwirkung 
S cos i/i = Q (1) 

woraus S = — — (2) 

cos ip 

Von der in A wirkenden Kraft P mufs 
nun ein Theil tbätig sein, um diese Span- 
nung hervorzubringen, während der an- 
dere Theil derselben zur Bewegung der 
trägen Massen wirksam bleibt. Nennt 
man den ersten Theil von P = p, so müs- 
sen p und — mit einander im Gleieh- 
cos i p 

gewicht sein, beide müssen also gleiche 
statische Momente haben. Der Hebels- 
arm von — — nach der Richtung AB 
cos 1 p 

tbätig ist = CK = rsin CAK=rsin(cp-\- ip). 

Man hat also 


pr = r sin (n. -f i/>) 

r cos tp T 


( 3 ) 


woraus p = Q. , Mf ±^> W 

r v ros ip 

Mithin ist der zweite für die trägen 
Massen thätige Theil von P= 

p‘=p-r = p-Q ,in ^ + ß (5) 

r r cos Ip 

3. Wenngleich P selbst in der Rund- 
bewegung als unveränderlich festgestellt 
ist, so ist aus den beiden Formeln zu 
ersehen, dafs die beiden Thoile von P, 
in welche die Kraft P auf natnrgemäfsem 
Wege zerthcilt wird, jede einzeln für sich, 
veränderlich sind, indem sie von den ver- 
änderlichen Winkeln cp und ip abhangen 
und dafs sich beide in jedem Augenblick 
zu der unveränderlichen Kraft P gegen- 
seitig ergänzen 

Es ist daher die Bewegung des Krumm- 
zapfens eine ungleichförmig beschleunigte 
und verzögerte Bewegung und cs finden 
daher auch die Formeln dafür ihre An- 
wendung. 


Bd. I., pag. 358, Formel 10 ist G=\C- ^ 
Bezeichnet man mit P die Kraft, mit 

p 

M die Masse , so ist G = g • -jy , die Ge- 

jrf 

schwindigkeit C an dem Punkt B nach 
DB ist hier «c, und s bleibe der Weg, 
der von Anfang der Bewegung an zu- 
rückgelegt worden ist, so bat man für 
den vorliegenden Fall, wenn man noch 
G für M setzt, die in B abwärts wir- 
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kende Kraft, wenn der Krummiapfen in 
A gekommen ist 




( 6 ) 

«nd diese nach' der Richtung DA der 
Lenkstange reducirt 
8w 


oli.D 

2g cos ip 

mithin nach der Richtung AP der Krumm 
xapfenbahn normal CA gerichtet 
8 » 

’8« . w»(T + ») , q 
2g cot ip 


0) 


m 


Bezeichnet man den Weg der Krumm- 
zapfenwarze während derselben Zeit, also 
den Bogen EA mit X , so hat man nach 
demselben Gesetz zu Ueberwindung der 
trägen Hasse 


0» 

8x 

w 




(9) 


Mithin nach Gl. 5, 8 und 9 die für 
Ueberwindung der Widerstände und 
£1 in A erforderliche Kraft 

8w> 8 » 

0« «»(ff + ip) . q . ”*8» 

^ 2g cot ip 2g 


■V 


8» 

10. s- 


8» 


oder f - ^.(y + Üj .Q='*' . »»(?_+,*> . Q + Ügf . g 

coi i// 2g cot \p 2g 


(to) 


welches die Fundamentalgleichung für 
die Bewegung des Krummzapfens ist. 

4. Um diese Differenzialgleichung inte- 
griren zu können müssen alle einzelnen 
Differenziale auf dieselbe Unveränderliche 
bezogen werden. Der trigonometrischen 
Functionen wegen ist es am zweckmä- 
ßigsten den Winkel <jd als solche anzu- 
nehmen. 


Zuerst ist AE = * = rqp 


8a 


Hieraus ^ = + f tin ip Ü“ + riinij:(l3) 

o<p 8<jr 

Aus dem A ABC ist aber zugleich: 

AB : AC = tim tp : tin ip 
oder l : r = sin <p : tin ' p 


und 


hieraus r = — und 8* = röqc oder i— = r 
<p ^ btp 

, . „ , 5» 9» 0« 18» 

fol S Uch 8i = 8^8! = T-^ (U) 

Der von der Zugstange BD zurückge- 
legte Weg » ist = AB + AC — BC. Denn 
beim Beginn der Bewegung war die Warze 
A in £, der Punkt B also in dem Ab- 
stand AC + AB von C und gegenwärtig 
in der Entfernung BC. 

Mithin t = 1 + r — (f cot i p-pr cot cp) (12) 


tin ip = -j- tin <p 
Dtp r 

cot ip k- = -r cot <jc 

OCT 1 


(U) 


8ip r cota: 

woraus ~ 

Oip t cot ip 

Diesen Werth in Formel 13 subslituirt 
gibt 

ii» 1 1 > • cot (p 

cot ijt 


8 1 


• + r f in cp 


odor 


8« _ sin {fp + »/*) 
8 (f cot 


tin( ? + ij.) 1 8t 

woraus — = — • 

cot i/» r V(p 


(16) 


Ferner ist 


(16) 


8« _ 8 w brp _ 1 8 to cot ip 

8t 8?> 8t r 6<p tin (f ip) 

Substituirt man nun aus den Formeln 11, 16, 16 die Werthe in die Gleichung 
10, so erhält man 

P _Q - 

r ‘b<p' 

Diese Gleichung integrirt gibt 

4yr (p<p - Q tj = »*£) -p + Const. (17) 

Um die Constante bestimmen zu können, setze die Geschwindigkeit der Warze 


oder 


2gr btp 2 gr 8 <p 

8c 

9 8qp 
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in dem obersten Punkt £ = c, so ist zu- 
gleich tp = 0, w=0, der Weg », den die 
Zugstange schon zurück gelegt hat, s = 0 
und man hat die Gleichung 
0 = c»$ + C 
woraus C = - c*J5 
daher die Integralgleichung Tollständig 

4yr (p<p — ~ •) = *>*D-I-(® ,— c*5 (18) 

S. Bezeichnet man die Geschwindigkeit 
der Warze, wenn sie Ton £ über A, II 
nach G gekommen ist, mit c,, so ist 
= ji, i = S r, io = 0, und man hat aus 
ormel 18 


ist es erforderlich, die darin Torkommende 
Geschwindigkeit ic der Zugstange durch 
c auszudrücken. Man betrachte daher 
den Bogen <jc als eine Function der Zeit 
l, welche wahrend des Weges <p tou A 
ans Terflossen ist, so sind eben so die 
Geschwindigkeiten « und w und die Wege 
x und < Functionen Ton t, weil sie Func- 
tionen Ton q sind. 

Da aber die Bewegung eine ungleich- 
förmig beschleunigte und Terzögerte ist, 
so hat man, wie für die Formeln zu No. 3 
Ton 6 ab nach Bd. I, pag. 358, Formel 1. 



fi 


4sr(.-.P-2<?) = -Kc,*-c»)<P (19) 

Diese Gleichung ist die Gleichung für 
die abwärts gerichtete Bewegung allein. 

Aus der für beide Bewegungsrichtun- 
;en geltenden Gleichung 18 ist auch die 
ileichung für die aufwärts Ton G über 
F nach E gehende Bewegung dos Krumm- 
zapfens zu finden, wenn man mit cp’ den 
Bogen bezeichnet, der Ton G aus be- 
schrieben wird, statt Q den Widerstand 
Q' statt s den Weg i 1 des aufsteigenden 
Gatters, statt v die Geschwindigkeit 
statt c in E die Geschwindigkeit c, in G 
und statt ic die Geschwindigkeit ic, des 
Gatters setzt. Dann erhält man 

igr (Pf 1 - • »’)=*c l , D+(», , -e, , )9[J (20) 


Nun ist x(EA) = r<p 
8a; Om 
8* -r 8t 


mithin 

folglich 


8 « 

Eben so ist w = ~ 

8 1 


(23) 

(24) 

(25) 


Aber aus Gleichung 12 
» = I + r — l cot i)i — r cot i p 
mithin 

8 « . , . 80 , . 8 qp 

Ol = + s7 + r "* f §7 
Ferner ist (s. zwischen Gleichung 13 
und 14) 


und bezeichnet man mit c, die Geschwin- 
digkeit der Warze, wenn sie wieder in 
£ gekommen ist, so hat man 

4yr(;i/>-2(?') = <c, , -e,»)$ (21) 

8. Soll nun die Maschine im ßehar- 
rungsstande bleiben, so muis die Ge- 
schwindigkeit c, mit welcher die Warzo 
wieder in E ankommt, der Geschwindig- 
keit c mit der sie in £ die Bewegung 
begonnen hat, gleich sein. Denn wäre 
c, < c, so würde die Maschine immer 
langsamer im Gange werden und zum 
Stillstände kommen und würde e, > c, 
so würdo sie immer schneller laufen. 
Setzt man demnach c, = c so hat man, 
Gleichung 19 und 21 mit einander ad- 
dirt 

Sgr [»P-(P + 0-)] = O 
woraus 7iP=Q+Q' 

also P = ® + - (22) 

71 

7. Dm das Gesetz der Bewegung für 
alle Werthe Ton cp in Beziehung auf t> 
aus Gleichung 18 bestimmen zu Können, 


tinip= ~ rin <p 


Daher diese Gleichung differenzirt 


bip 


8<p 


CB, 'fbi = T c9,(f, b, 

öi li r cos cp 9® 

woraus ST = -i V st 

Ol l COSXp öl 

Diesen Werth in die Gleichung für 
^ gesetzt, gibt nach Reduction 

“-8i- r cotxp 87 (26) 

Diese Gleichung durch Gleichung 23 
diridirt gibt 

io _ sin (qr + \p) 

* cot Ifl 

woraus io = » • — ^ (27) 

cot ip 

Setzt man nun in die Bedingungsglei- 
chung 18 für die Bewegung des Krumm- 
zapfens die Werthe Ton > und w aus Glei- 
chung 25 und 27 so erhält man 


4yr 


-•—{l + r-lcotip- 
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COJ (jp 4" ” [1 “ COI tp]j J + c* U 


«> , «»’(?> + 'W O 
* + -cT’*- c 


( 28 ) 


Das erste Glied dos Zählers ist ein Pro- 
duct, die Klammergröfse desselben eine 
Differenz und die Bewegung des Krumm- 
zapfens von E bis (1 kann nur dann statt 
finden, wenn die Differenz nämlich 

Prf — Q J\ — cot cp -f (1 — cot ip)J (29) 

für keinen Werth von <p = 0 bis o> = .v 
selbst einen so grofsen negatiTen Werth 
erhält, dafs der ganze Zähler negativ oder 
0 wird. 

8. Um nun die Bedingungen aufzu- 
finden, nach welchen der Zähler immer 
gröfser als Null bleibt, hat man den Werth 
von ip zu bestimmen , bei welchem die 
Differenz 29, der allein veränderliche Theil 
des Zählers ein Minimum wird. 


Setzt man die Differenz 29 = s , so hat 
man daraus 

9» „ . , « ■ , 8d>\ 

P-0^.»<p + — s.i.V’-g-J 


Öi f 


8ip_ 


Nun ist Formel 14: g^ = 
Mithin 


b(f/ 

r cot cp 
l cot tjß 


9* „ _ / . . cot cp\ 

g^=F-0 (...*+«•* — ) 

oder > (3®) 

9« _ p „ »♦»( <?+’<') 

8<p V CO# Ip 

Fürs Maximum und Minimum hat man 

9* 

Ocp 0 


F riste + tti) . . . cos q> . , . cot <p 

woraus n = — = «•«? + >** >P —r. = »»» f + **» <P - — -frrr- - 

Q cot ip cosip l/l— #m>ip 

Den oben ermittelten Werth für sia ip = y sinip gesetzt, gibt 


P 

Q=‘" 


r. . r cot tp i r. . /'-'“Vl 

1 + T-“/=y=^ = f 1 + 1 /P — T 7 


( 31 ) 


(32) 


Hieraus entsteht eine unreine cubische Gleichung, welche zum Probiren, auch 
wenn man das zweite Glied fortschafft, wenig geeignet ist. Nämlich 
p _ r > 

p pp 

"*’?>+ Jpq »*? > + 2 f 3ß = 0 

Zweckmäfsiger ist es, die aus Formel 
30 entwickelte Gleichung 
P _ sin (qr + ip) 

Q cot ip 
dazu zu benutzen. 

9. In dem von mir verfafsten Aulsatz 
„die vortheilhafteste Einrichtung von Sage- 
mühlen* in Försters allgemeiner Bau- 
zeitung, 1846, pag. 141 ist durch Berech- 
nung ermittelt worden, dafs ohne Be- 
rücksichtigung der ad 2 dieses Artikels 
gedachten Nebenhindernisse das mecha- 
nische Moment der Last 0 beim Nieder- 
gang des Krnmmzapfens und bei mittle- 
rer Geschwindigkeit von 4 Fufs beträgt 
12,914 Pferdekraft zu 600 (Pfund X Fufs). 

Der Widerstand <?’ beim Aufgang des 
Krummzapfens bei 4 Fufs Geschwindig- 
keit = 1,744 Pferdekraft. 


Q + Q 1 also in Summa 14,668 Pferde- 
kraft. 

Demnach beträgt Q = ** 2P 

= 1614,25 Pfund. 

Und nach Formel 22 
f ^e±0' = 14,658 X 600 = 3p fd 

n 4 ,-t 

10. Setzt man nun vorläufig den 
£ ip der Lenkstange mit der Schubstange, 
welcher bei möglichst langer Lenkstange 
nur sehr klein ist, =0, so hat man fürs 
Maximum und Minimum aus Gleichung 31 
P 

*»» <P = -q ( 34 ) 

und es entsprechen zwei Bogen w zwi- 
schen <p = 0 und rp = tz belegen, der Be- 


tf . 
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dingung, dafs sieb beide zu n ergänzen, 
dergestalt, dala wenn der eine Bogen 

—■ - ß gesetzt wird , der andere = y"+ fl 

wird. 

Geht man nun zurück auf das Diffe- 
renzial, Formel 30 

jji- = P - Q ((in cp + »in >l> 

8 <p \ cot x! 

so wird dies für i/> = 0 
?— = P — Q rin <f 

und Wv? = ~ 9e *" f 

Für cp. = y — fl bat man dies zweite 
Differenzial 

( =- c> «' ai« ,9 

Für qe = — + ß hat man es 
2 

j5^— * •"(£ + >) -+0**»* 

Ans diesen beiden zweiten Differenzia- 
len geht hervor, dafs für ip = y - fl ein 

Maximum nnd für <p = y + /J ein Mini- 
mum entsteht, nnd folglich hat man anch 
bei Berücksichtigung von rfl für cp < ■— 


ein Maximum nnd für <p > y ein Mini- 
mum als Werth der obigen Differenz. 


11. Ans No. 9 nnd Formel 34 hat* man 
näherungsweise 

583,22 


woraus log »in cp = 9,5578616 — 10 
Für’s Minimum ist hiernach 
cp = 180°- 21° 10' 47"= 158° 49’ 13” 
Nach Formel ist aber auch 


P _ «in(y-t-V>) 
Q cot i p 

mithin also auch 


(35) 


log _ 9 557 8616 - 10 (36) 

eoi i/i 

Nun hat man, um das richtige Mini- 
mum zu erhalten, auch das zu dem Win- * 
kel cp gehörige ip mit in Rechnung zu 
bringen und dies ist nicht anders mög- 
lich als durch Probiren. Nun hat man 
No. 4 gefunden 

r . 

jm ip = — nn <f 


und wenn man annimmt, dafs der Kur- 
belarm r zu der Lenkstange l wie 1 : 6 
sich verhält: »in i p = Jjinr/, so hat man 
die logarithmische Gleichung 

_ log sin i/i = log (iw qp — log 6 (37) 

Nun schreibe man für den Versuch die 
vorletzte Logarithmengleichung 


log (iw (cp — ip) = 9,557 8616 — 10 + log cot i p (38) 

Setze für den ersten Versuch ■/> = 0, mithin cot cp = 1 und log cot ip = 0, so hat 
man ans der letzten Gleichung 

logntccp = 9,557 8616-10 

Hiervon (wegen Gleichung 37) log 6 = 0,778 1 5 1 3 

Gibt log tin cp 8,779 7103 - 10 

woraus cp = 3° 27’ 10” 

Hieran den folgenden Näherungsversuch angeknüpft in Folge von Gleichung 38: 
log cot y = log cot 3° 27’ 10” 9,999 2109- 10 

Hierzu den ersten Summand (Gl. 38) 9,557 8616 — 10 

Gibt log (iw (qp + i/O 0,557 0725 - 10 

woraus <p + ip = 21° 8’ 22" nnd 168° 51’ 38" 
hiervon ab ip 3° 27’ 10” 

bleibt cp 165° 24’ 28” 


Für den zweiten Annäherungsversuch Von dem sin 24° 35' 32" den log ge- 
hst man nun. den Supplementswinkel nommen, log 6 abgezogen gibt 
cp = 24° 35’ 32”. 

log (in ip und hieraus ip = 3° 58' 38” u. s. w. 

Endlich erhält man für cp = 154° 48] 28f” 
das zugehörige cp = 4° 4' H" 
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; •' 
i 

I. 


Hieraus cp + \ji = 158° 52’ 33" 

*-(9>+V') s = 21° 7‘ 27" 

log sin (cf + t/0 = 9,556 7730-10 

lotfcot ip = 9, 99 8 9045 - 10 

Different = 9,657 8685 — 10 
welches gegen den Gleichung 36 gegebe- 
nen Logarithmus nur in den beiden letz- 
ten Decimalstellen differirt. Das Mini- 
mum des veränderlichen Zählers in der 
Bedingungsgleichung 28 findet also statt 
bei 

<p = 154° 48’ 28i” 
i//= 4° 4’ 4i" 

In der veränderlichen KlammergröCse, 
Gl. 28 ist non 


P = 

154° 48’ 281" 
9 “ 180° 
Hieraus 


583,2223 Pfd. 
n = 2,7018 


rcp = 

cot i ,0 = cos 4° 4' 41", 
1 — cot Ifl — 

I 


1676,7500 Pfd. 
= 0,99748 
0,00252 

6 


hieraus — (1 - cot i p) 


— cot cf. = 
1 = 


mithin 


Q = 


= 0,01512 

+ 0,90488 
1 . 
Summa 1,92000 
1614,25 


1,92 xß= 3099,36 

folglich die Klammcrgröfso 

P<f — Q ^1 — cot cp + (1 — cot t/oj 

= 1576,76 - 3099,36 = - 1522,61 
12. Die Bewegung der Maschine ist 
demnach für die ersten beiden Quadran- 
ten attfsor allem Zweifel gesetzt, wenn 
4jrxl 522,61 <e 3 ?J. 

Die mittlere Geschwindigkeit in BD 
ist = 4 Fufs festgesetzt (s. No. 9); die Ge- 
schwindigkeit der Warze im Mittel 4 • Irr 
= 2 ;r. Nimmt man demnach die Ge- 
schwindigkeit c nur - dieser mittleren 
Geschwindigkeit 2a = 6,2832 Fufs, r = 7 
Zoll = -fr Fufs, und da g - 16| Fufs, so 
hat man dio Bedingung: P > 1406 Pfund. 

Diese Bedingung aber genügt nicht 
für die Praxis, der Unterschied zwischen 
dem natürlichen Maximum und dem na- 
türlichen Minimum während der Bewe- 

n des Krummzapfens darf höchstens 
er mittleren Geschwindigkeit sein. 


13. Es ist also der Winkel <p für das 
Maximum des Zählers zu bestimmen. 

Aus den zweiten Differenzialen von *, 
No. 10 ist für’s Maximum der Differenz 
ini Zähler erkannt, dafs cp < als sein 
mnls. Nimmt man zum ersten Versuch 
denselben für’s Minimum, 

Nämlich <f + tp = 21° 8’ 22" 

hiervon i j> = 3° 27' 10” 

bleibt cp =17° 41' 12" 

Hiernach log sin tf = 9,482 6040 — 10 
hiervon feg 6 =0,778 1513 

bleibt log sin i/> = 8,704 4527 — 10 

hieraus ist ip =2° 54' 9" 

Hierzu cp =17° 41' 1 2" 

gibt cf + cf = 20° 35' 21" 

Fährt man so fort , so erhält man fürs 
Maximum der Differenz des Zählers For- 
mel 28 


Nun ist P = 

cp = 


t/> = 2° 58' 45,3" 

<jr = 18° 10' 13,75" 

583,2223 Pfd. 


18°10‘ 13,75” 
180° 


•*=0,3173 


also Pep = 
res tp = 

daher 

1 — cot cp = 

I 


186,05643 

0,99865 

0,00135 

6 


daher 

-i(l-eosg)= 0,00810 


— cot cp = —0,96013 

daher 

1 - cot cp = 0,05797 

Q = 1614,25 

also 0,05797x1614,25= 93,57807 

Mithin 

Pep - Q j^l — cot cp + (1 — cos t/oj 


= + 278,6345 

14. In der Bedingnngsformel 28 ist 
der Nenner ebenfalls eine veränderliche 
Gröfse und demnach wären mit dem Ma- 
ximum und Minimum des Zählers nicht 
auch für e diese der Fall. Dagegen ist 
nach Formel 31 gerade für’s Maximum 

und Minimum J“. also c(m - 

cot cp Q 

stant, und man kann den Zähler schrei- 
ben: 



Digitized by Google 



Krnmmzapfen. 


109 


Krnmmzapfen. 


Demnach hat man Formel 28 zu schreiben 


4jr 

Pep — ß^l — co»y + - 

|r Ci - *»* '/']) 

] + -• V 

$ + ! 

(f) 

f-ß 


Nnn ist die Klammergröfse des Zählers (s. No. 11 und 13) 
für's Hinimam = — 1552,61 
für’s Maximum = + 278,6345 
c ist nach No. 12 = 2zr = 6,2832 

/ P . . , „ /583,2223\* 

\-Q> “* “ aCh N °- 13 = (y614>) =0>130M 
Q kann bei der Sägemühle 200 Pfund betragen. 

Demnach ist für's Minimum 

„ t _ - 4. 15t- T ’ r . 1552,61 + 6,2832*- $_ -55511,82 + 39,4786 • $ 
“ $ +0,13054 X 200 $ + 26,108 

für's Maximum 

- >_*• !H* A • 278,6346 + 6,2832*. $ _ 10158,55 + 39,4786 • $ 

* $ + 0,13054 x 200 - $ + 26,108 ~ 


15. Man ersieht, dafs bei den übrigen 
durch Zahlen festgestellten Gröfsen die 
Geschwindigkeiten nnr noch von der 
Gröfae $ Oer Masse abhangen, welche 
von der Krummzapfenwarze ab durch die 
Maschine bis zum Angriffspunkt der be- 
wegenden Kraft hin vorhanden und ver- 
theilt sind. Bei der oben gedachten Sa- 
gemühle ist $ anf 1406 Pfund im Minimo 
Berechnet, nämlich in der Art, dafs r im 
Minimo gerade = o wird. Bei jeder Er- 
höhung von $ erhält * einen positiven 
Werth. 


Bei $ = 1406 erhält man also 
t (r u ) im Minimo = 0 
e (e x ) im Maximo = 6,7 Fuls. . 

Es sind nnn diese Geschwindigkeiten 
in der Praxis nicht anwendbar; man er- 
sieht aber ans den Formeln für v n 
und e x , dafs durch Vergröfsernng von $ 
t n zunimmt und abnimmt. Augen- 
scheinlich hat man dies, wenn man den 
gegen $ sehr geringen Summand 26,108 
im Nennor fortiäfst. Dann entsteht 


% = _ 555U,82 + 39 ,4786 nnd ^ =+ 101^,55 + 3^ 


Es ist daher möglich , für jeden belie- 
bigen Unterschied r x — v H (nur für e x . = v u 
nicht) die Größte von $ zu linden. Bei 
Maschinen soll nach No. 12 der Unter- 
schied nur der mittleren Geschwin- 
digkeit betragen ; d. h. in diesem Falle 


16. Hiermit ist gezeigt, wie man 
die Gröfse der Schwungmasse für 
eine auszuführende Maschine fin- 
det, wenn diese durch einen 
Krummzapfen betrieben werden 
sol 1. 




6,2832 

20 


0,31416 Fufs. 


Nun ist zugleich 
1 _ j _ 63670,37 
*« $ + 26,108 


Quadratfufs 


Die zweite Gleichung durch die erste 
dividirt gibt 


212217,88 
+ ’" " $ + 26+08 


Fufs. 


Es ist aber 

«, + «, = Sx 6,2832 = 12,6664 Fufs. 
Hieraus $ = 16861,6 Pfund. 


Hat man in dem vorliegenden speciel- 
len Fall die schon vorhandene Masse $ 
berechnet, so ist das erforderliche Ge- 
wicht der auf die Warze A, den Angriffs- 
punkt der Krallt, noch einzubringenden 
Schwungmasse = 16861,6-$ Pfund. 

Die einer Maschine noch erforderliche 
Masse wird in den bei Weitem meisten 
Fällen als Schwungring an Armen, 
Sc h w n n gr ad genannt, eingerichtet und 
zwar dem Angriffspunkt A der Kraft mög- 
lichst nahe, also auf der Kurbelwelle C. 
Die Reduction in Betreff der verscbiede- 
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nen Halbmesser geschieht nach dem Ver- 
hältnifs deren Quadrate. Ist $ die als 
Schwungring anzubringende Masse, der 
Halbmessor des Ringes = H , der Halb- 
messer AC des Kurbelarms = r, so ist 
die in A erforderliche Masse $ als 

r i 

Schwungring angebracht = ßi‘ V- 


In der vorstehend zu Grunde gelegten 
Sagemühle ist die überhaupt in A erfor- 
derliche Masse 16861,6 Pfund, die in den 
Maschiuenthoilen vom Wasserrade ab bis 
zum Punkt A befindliche Masse ist er- 
mittelt 5194,6 Pfund, also ist die in A 
noch hiuzuzufügende Masse 11667 Pfund. 
Der Kurbelarm beträgt 7 Zoll, der äufsere 
Halbmesser des Schwungringes ist 30 Zoll, 
der innere 25 Zoll, folglich ist die erfor- 
derliche Masse im Schwungringe 


= - 7 ^,-— r • 11667 = 749 Pfund. 

|(30» + 25*3 

Beim Aufgange der Warze aus dem 
untersten Punkt über E nach E ist ziem- 
lich Leer^a ng; die Kraft P wirkt gleich- 
förmig, mithin mufs die Geschwindigkeit 
von G über F nach E immer schneller 

S ehen und es kann in diesen beiden Qua- 
ranten, dem dritten nnd dem vierten, 
weder ein Maximum noch ein Minimum 
entstehen. Es ist aus diesem Grunde 
mit dem ersten und dem zweiten Qua- 
dranten die Untersuchung über die Theo- 
rie des Krummzapfens geschlossen. 


Kry Stalle sind regelmäfsig gebildete 
Fossilien, die immer von geradlinig be- 
grenzten Ebenen umschlossen sind. De- 
ren Kenntnifs bildet eine eigene Wissen- 
schaft: die Krystallographie. 

Man hat sich die Krystalle, wie das Eis 
beim Gefrieren aus Wasser, aus fossilen 
Flüssigkeiten durch Wärme -Entziehung 
entstanden zu denken , so wie noch heut 
Krystalle aus künstlich concentrirten Lau- 

S en durch Abkühlung hervorgebracht wer- 
en. 

Je nach der chemischen Beschaffenheit 
des Fossils geschieht die geradlinige Bil- 
dung des Krystalla , wie man diese bei 
der Eisbildung beobachten kann, nach 
verschieden gelegenen Axenrichtnngen, 
um die sich Flächen gruppiren und an 
Zahl, Form und Dimensionen verschiede- 
nen Begrenzungsobenen (Flächen). Diese 
Flächen sind entweder alle congruent 
(gleich) oder paarweise gleich und so ge- 
gen einander gruppirt, dafs durch Ebenen, 
in gewissen Richtungen genommen, der 
Krystall in zwei congruente oder sym- 
metrisch gleiche Körper getheilt werden 
kann. 


Die Umfassungswinkel der Flächen 
(Flächenwinkel) und die Kanten je 
zweier zusammenstofsenden Flächen sind 
scharf ausgebildet, die Flächen selbst meist 
glatt, oft glänzend und der Krystall nach 
den Richtungen der Flächen in ebenen 
Flächen spaltbar, was in der oben ge- 
dachten Bildungsweise seinen Grund hat. 

Fossilien, welche die Gestalt eines Kry- 
stalls angenommen haben, heifsen kry- 
stallinisch, krystallisirt; sie be- 
sitzen die Eigenschaft der Spaltbarkeit 
in geraden glatten Flächen, es fehlt ihnen 
aber die äufsere Krystallgestallt, was je- 
denfalls in mechanischen Natur- Einwir- 
kungen liegt, denen der ursprünglich als 
Krystall bestandene Körper von Aufsen 
nach Innen unterworfen gewesen ist. U n - 
krystallin isch heifsen Fossilien, die 
weder eine äufsere Krystallgestalt noch 
Spaltbarkeit in geraden Flächen besitzen. 

KrysUlldrfU« ist eine unregelmäfsige 
Kristallbildung, die darin besteht, dafs 
mehrere Krvstalle auf einer gemeinschaft- 
lichenUnteriage zusammengewachsen sind. 

Kryitallgroppe bildet eine Anzahl von 
frei ausgewachsenen Krystallen, wenn sie 
neben einander liegen, so dab sie sich 
gegenseitig unterstützen. 

KrystaUlsatianisyjtem ist für die Kry- 

stallographie das, was das System iu je- 
der anderen Wissenschaft ist: die der 
Natur deren Gegenstände angemessene 
Kintheilung und Zusammenstellung der 
Lehren darüber zu deren möglichst ge- 
nauer nnd umfassender Kenntnisnahme. 

Die Krystallographie hat die gröfste 
Verwandtschaft mit der Stereometrie , der 
Lehro von den begrenzten körperlichen 
Räumeq und deren Theile in Lage und 
Gröfse. Bei der Krystallographie kommt 
noch der Stoff mit seinen physikalischen 
Eigenschaften hinzu, von dem die Ste- 
reometrie ganz absiebt. In Betreff der 
Körperformen ist zwischen beiden Wis- 
senschaften der Unterschied, dafs die Ste- 
reometrie die Formon aus der Vernunft 
selbstständig construirt, während die Kry- 
stallographie nur die Körper von denje- 
nigen Formen betrachtet, die in den von 
der Natur uns gegebenen Krystallen wirk- 
lich dargeboten werden. 

Die Krystalle sind nur solche Fossilien, 
die von ebenen geradlinig -begrenzten 
Flächen symmetrisch begrenzt werden 
und deren Massentheile durch und durch 
gerade und ebenflächig angeordnet sind. 
Die Krystallographie schliefst also alle 
runden Körper, die Kugel, das Ellipsoid, 
ebene Körper mit Wölbungen u. s. w. 
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aus. Ferner lassen sich offenbar unzäh- 
lige solcher Körper mit unzähligen in- 
neren Massen -Anordnungen denken; da- 
gegen ist die Krystallographie eine Na- 
turwissenschaft und nimmt nur, wie ebeu 
erwähnt, diejenigen Formen in ihre Wis- 
senschaft auf, welche in den Krystallen 
von der Natur gegeben sind. 

Zu diesen gehören die in der Stereo- 
metrie bekannten regelfuäfsigen Polyeder; 
aber auch Polyeder mit symmetrisch an- 
geordneten Oberflächen, welche die Ste- 
reometrie nicht betrachtet. 

Der allgemein durchgreifende Character 
der Krystallformen ist der des denkba- 
ren Vorhandenseins von Axen, symme- 
trisch au einander liegenden Körperdia- 
gonalen; und wie die Stereometrie ihr 
Lehrsystem nach den in der Planimetrie 
vorkommenden Ebenen als Körperbegren- 
tungen aufstellt und Prismen, Pyramiden, 
ferner die Umdrehungskörper, (len Cylin- 
der, den Kegel und endlich die Kugel 
betrachtet, so hat die Krystallographie 
Axensysteme. (S. die Art.: , Axen- 
systeme der Krystalle, Basis der 
Krystalle, Flächen eines Kry- 
stalls, Kanten“ u. s. w. , in welchen 
das hierher gehörige Wissenswürdigste 
angegeben ist. 

Kogel ist ein Körper, dessen Oberfläche 
die Eigenschaft hat, dafs alle Punkte der- 
selben von einem innerhalb des Körpers 
befindlichen Punkt einerlei Abstand ha- 
ben. Die Begrenzungsfläche heifst Ku- 
gel fläche, jener inuere Punkt der Mit- 
telpunkt der Kugel. Jede gerade Ver- 
bindungslinie des Mittelpunkts mit ir- 

5 end einem Punkt der Oberfläche heifst 
er Halbmesser, Radius der Kugel. 
Jede durch den Mittelpunkt geführte Ver- 
bindungslinie zweier Punkte der Ober- 
fläche ist ein Durchmesser, Diaine- 
ter der Kugel. 

I. Oberflächenbestimmung. 

2. Der Durchschnitt der Kugelfläche 
mit einer Ebene ist ein Kreis. 

Es sei ABGF die Kugeloberfläche, de- 
ren Mittelpunkt C, ABE eine Durch- 
schnittsebene. Fälle das Loth CD auf 
die Ebene, ziehe von zwei beliebigen 
Punkten A, E des Umfangs nach C und 
D gerade Linien, so ist AC = EC, weil 
beide Halbmesser sind. 

Nun ist z. CDA = /C DE = Ä 

CD = CD 

daher &CDAm &CDE 
woher AD = ED 

Dasselbe gilt von allen übrigen in dem 


Umfang ABE liegenden Punkten, sie lie- 
gen also sämmtlich in gleichen Abstän- 
den = AD = ED von D, mithin ist AB E 


786. 



eine Kreislinie und D deren Mittelpunkt. 

3. Ebene Durchschnitte einer Kugel, 
die einen gleichen Abstand vom Mittel- 
punkt der Kugel haben, sind gleich. 

Denn sind die Abstände CD und Cll 
der beiden Durchschnitte ABE und FOJ 
einander gleich, so hat man noch Z CIIF 
= /_CDA=R, CF- CA also A CFH H CA D 
und hieraus FH = AD, mithin sind die 
beiden Kreislinien einander gleich. 

4. Durchscbnittsebenen in einem Kreise, 
die ungleiche Abstände vom Mittelpunkt 
der Kugel haben, sind ungleich, und zwar 
ist derjenige Durchschnitt der gröfsere, 
dessen Ebene dem Mittelpunkt näher 
liegt. Durchschnitte durch den Mittel- 

S unkt der Kugel genommen sind einan- 
er gleich und grüfser als jeder andere 
durch die Kugel gelegte Kreisdurchschnitt. 

Denn ist CH < CD , so ist noch CF = 
CA, ZCHF= ZCDA = R, mithin ist in 
den Dreiecken CFH und CAD die 8eite 
FH> AD. 

In jedem der bis hierher betrachteten 
aufsernalb des Mittelpunkts C liegenden 
Durchschnittskreise ist der Halbmesser 
kleiner als der Kugelhalbmesser. Mithin 
mufs der durch den Mittelpunkt gelegte 
Kreis von dem Halbmesser der Kugel 
der gröfste sein. 

5. Erklärungen. A. Jeder durch 
den Mittelpunkt einer Kugel liegende 
Kreis heifst ein grölster Kreis, jeder 
andere Durchschnittskreis heifst ein klei- 
nerer Kreis; Dnrchschnittskreise einer 
Kugel, die =4= mit einander laufen, heifsen 
Parallelkreise. Derjenige Durchmes- 
ser, der auf einem System von Parallel- 
kreisen normal steht, der also sämmtliche 
Mittelpunkte der Parallelkreise trifft, heifst 
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eine Axo der Kogel, die Endpunkte die- 
ser Axe heifsen Pole des Kreises. 

B. Der Theil der Kugeloberfiäche, der 
Ton zwei halben gröfsten Kreisen be- 
grenzt wird, heilst ein sphärisches 
Zw ei eck. 

Der Theil der Kugeloberfläche, der von 
drei, vier u. s. fort mehreren Bogen gröfs- 
ter Kreise begrenzt wird, heifst ein sphä- 
risches Dreieck, Viereck n. s. f. 
sphärisches Vieleck. 

Die Bogen , welche die Zweieckc, Drei- 
ecke Vielecke begrenzen, heiisen die 

Seiten derZweiecko, Dreiecke n. s. w., 
und die Winkel, welche die Tangenten 
dieser Seiten in deren gemeinschaftlichem 
Durehschnittspunkt mit einander bilden, 
heiisen ihre Winkel. 

C. Eine die Kugelfläche schneidende 
Ebene theilt dieselbe in zwei Theile, de- 
ren jede eine Calotte oder Zone mit 
einem Endkreise heifst. Der grüfste 
Abstand der Punkte einer Calotte von 
der Ebene ihres Endkreises heifst die 
Höhe der Calotte. 

D. Der zwischen zwei Parallelkreisen 
begriffene Theil einer Kugeloberfiäche 
heifst eine Zone mit zwei Endflächen 
oder Zone schlechthin; der Abstand bei- 
der Endebenen ist die Höhe der Zone. 

E. Jede durch den Mittelpunkt der Ku- 
gel gelegte Ebene theilt die Kugelfläche 
ln zwei congruente Hälften; jede dersel- 
hen heifst daher die II albkugelfläche. 

F. Eine Ebene, welche mit der Kugel- 
fläche nur einen Punkt gemein hat , boiist 
eine Berühru ngsebone der Kugel. 

6. Zwei sphärische Zweiecke auf der- 
selben Kugelfläche sind gleich, wenn ihre 
Winkel gleich sind, und überhaupt ver- 
halten sich die Ebenen Ton Zweiecken 
auf derselben Kugel wie die ihnen zu- 
gehörigen Winkel. 

Denn der Winkel eines Zweiecks ist 
der Neigungswinkel der beiden Ebenen, 
in welchen die dasselbe einschliefsenden 
Halbkreise liegen. Bei gleichen Neigungs- 
winkeln lassen sich also die beiden Ebe- 
nen des einen Zweiecks so auf die des 
anderen legen , dafs sie sich decken , wo 
dann auch alle Punkte der Zweiecke auf 
einander fallen müssen, weil sie alle von 
dem gemeinschaftlichen Mittelpunkt der 
Halbkreise gleichen Abstand haben. Hier- 
aus folgt denn auch die zweite Behaup- 
tung aus dem Art. „Ebene“, Satz 21, 
und dem Art. „Flächenwinkel*. 

7. Stehen die Ebenen zweier gröfsten 
Kreise einer Kugel auf einander normal, 
so bilden sie vier congruente Zweiecke 


auf der Kugelfläche, die zusammen diese 
Kugelfläche ausmachen, so dals jedes 
dieser Zweiecke der vierte Theil der Ku- 
gclfläche ist. Nun ist der W'inkel eines 
jeden Zweiecks = H = 90°, jedes sphäri- 
sche Zweieck ist aber derselbo aliquote 
Theil der ganzen Kugeloberfiäche, der 
sein Winkel von 360“ ist. Bezeichnet 
man also mit F den Inhalt des vierten 
Tbeils der Kugeloberfläche, mit f den 
Inhalt eines Zweiecks vom Zw, so ist 


8. Wenn man auf die Ebenen von 4 
leichen Zweiecken, Fig. 791, normal durch 
en Mittelpunkt der Kugel eine Ebene 

11GDE legt, so werden sämmtliche vier 
Zweiecke halbirt, und es entstehen acht 
gleiche sphärische Dreiecke , von welchen 
jedes drei Quadranten zu Seiten und drei 
rechte Winkel hat, und jedes hat zur 
Oberfläche J der ganzen Kugeloberfläche. 

Läfst man zwei Ebenen BODE und 
AG FE dieser acht Dreiecke in ihrer recht- 
winkligen Lage und dreht die dritte Ebene 
AB FF. um den einen ihr zugehörigen 
Durchmesser AF auf der diesem Durch- 
messer normalen festen Ebene BGDE 
herum, so entstehen durch diese Drehung 
Dreiecke, in welchen je zwei Winkel bei 
B, G, D, E rechte bleiben und deren 
dritte bei A und F mit der Drehung ver- 
ändert werden; ferner bleiben zwei Sei- 
ten in jedem der acht Dreiecke Quadran- 
ten , dio dritten Seiten in BGDE werden 
mit den ihnen gegenüberliegenden Win- 
keln geändert, und diese Winkol und 
Seiten und die Flächenräume der Drei- 
ecke bleiben untor einander in gleichem 
Verhältnis. 

9. In einem sphärischen Dreieck be- 
tragen zwei Seiten zusammen genommen 
mehr als die dritte Seite, wenn nicht der 
dieser dritten Seite gegenüberliegende 
Winkel gröfser ist als 2 Rechte. 

Denn es sei ABD, Fig. 787, ein sphä- 
risches Dreieck, C der Mittelpunkt der 
Kugel, ziehe die drei Halbmesser C.4, 
CB, CD, so bilden diese ein Körperdroi- 
eck, deren Seiten dio zu den Bogen AB, 
AD, BD gehörenden Mittelpunktswinkct 
sind. Bei gleichem Halbmesser verhal- 
ten sich aber die Bogen wie die zugehö- 
rigen Centriwinkel. Man hat demnach 
AB:AD:BD=^ACB-.ZACD-.zBCD 
folglich ist auch 

AB-.AD+ BD^^ACB.ZACD + ^ BCD 
In jedem Körperdreieck ist aber die 
Summe zweier Seiten gröfser als die 
dritte Seite (No. 16, pag. 44) 
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folglich ist Z.ACD + £BCD>ZACB 
daher auch AD+BD>AB 

Dafs dies nicht statt findet, wenn 
ZBDA>2R, s. No. 8. 

10. Die kürzeste Linie, die sich zwi- 
schen zwei Punkten der Kngeloberfläche 


Fig. 787. 



auf dieser ziehen läfst, ist der Bogen 
eines grüfsten Kreises, der durch diese 
Punkte geht. 

Denn es sei Al)tl der Bogen eines 
grüfsten Kreises zwischen den auf der 
Kugelfläche rom Mittelpunkt C befindli- 
chen Punkten A und R. Wäre nun ein 
anderer Bogen auf derselben z. B. AF.B 
die kürzeste Linie zwischen A und R. 
so führe man durch irgend einen Punkt 
£ dieser Linie und A und B zwei gröfste 
Kreisbogen AHE und RJE, so ist nach 
dem vorigen Satz Bogen AHE + Bogen 
BJE > Bogen A DB. 

Macht man also AD = Bogen AHE 
und man dreht den zwischen (len Bogon 
AHE und AFE befindlichen Ausschnitt 


Fig. 788. 



um den Halbmesser AC so lange herum, 
bis der Bogeu AHE in die Richtung ADR 
fallt , so deckt der Bogen AIIB den Bo- 
gen AD , weil beide gleiche Halbmesser 

haben. 

Dreht man eben so den Ausschnitt 
zwischen den Bogen EGB und EJB um 

IV. 


den Halbmesser CB bis Bogen BJE in 
die Richtung BDA fällt, so deckt aus 
gleichem Grunde der Bogen BJE von B 
aus einen Theil des Bogens BDA. 

Da aber Bogen AHE + Bogen BJE 
> als Bogen ADB, so fällt der Punkt £ 
über D , hinaus nach A bin, und wenn * 
man die Drehung weiter fortsetzt bis ein 
Punkt G des Bogens BGE in D fällt, 
so würde ein kleinerer Bogen (AE -f BG) 
als AEB die kürzeste Linie zwischen A 
und B sein, welches der Voraussetzung, 
dafs Bogen AEB die kürzeste Linie ist, 
widerspricht. 

Ks ist demnach der Bogen eines gröfa- 
ten Kreises die kürzeste Verbindungslinie 
zwischen zwei auf der Kugeloberfläche 
befindlichen Punkten. 

11. Durch jede zwei auf einer Kugel- 
oberfläche befindliche Punkte läfst sich 
ein grüfster Kreis legen, zwischen beiden 
Punkten liegen also zwei Bogen eines 
grüfsten Kreises. Sind diese ungleich, 
so ist der kleinere die auf der Kugel- 
oberfläche zu verzeichnende kürzeste Li- 
nie zwischen den beiden Punkten und 
heilst der Abstand der beiden Punkte 
auf der Kugeloberfläche genom- 
men. 

12. Jeder der beiden Pole eines Krei- 
ses auf der Kugel hat, auf der Kugel - 
fläche gemessen, von allen Umfangspunk- 
ten dieses Kreises einen gleichen Ab- 
stand. Und umgekehrt, ist der Punkt 
auf der Kugelfläche, der von drei üm- 
fangspuukten eines Kreises auf derselben 
einen gleichen Abstand hat, einer der 
beiden Polo dieses Kreises. 

Denn sind £, F die Pole des Kreises 
ADBH, so geht die gerade Linie EF 
durch den Mittelpunkt 0 desselben und 
durch den Mittelpunkt C der Kugel. 


Fig. 789. 



Legt man nun durch die Pole und durch 
zwei Punkte A und D des Kreises zwei 
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eröfete Kreise AF.BF und ED FH, sieht 
die geraden Linien AE und DE, so sind 
die dadurch entstehenden rechtwinkligen 
Dreiecke AEG und DEG congruent, folg- 
lich ist auch AE - DE. Da nun die Bo- 
gen AF. und DE zu gleichen Kreisen 
gehören, so sind sie einander gleich , weil 
sie zu gleichen Sehnen gehören. 

Da dies nun von allen übrigen in dem 
Kreisumfang ADBH liegenden Punkten 
gilt, so hat der Pol E von allen diesen 
rankten einen gleichen Abstand. 

Ist nmgekehrt E ein Punkt auf der 

Kugelfläche, der auf dieser gemessen von 

drei Punkten des Kreisumfangs AD Bll 
gleich weit absteht, so steht er auch non 
allen übrigen Punkten desselben l mfengs 
gleich weit ab und ist ein Pol des Krei- 

“ e Denn alsdann folgt aus der Gleichheit 
der Bogen die Gleichheit der Sehnen, 
eine Normale EG auf die Kreisebene 
ADBH gelallt, ist allen Dreiecken wie 
EAG gemeinschaftlich, hierzu die gleichen 
rechten Winkel, gibt die congruenten 
Dreiecke, mithin auch G als den Mittel- 
punkt des Kreises. 

13. Zwei symmetrische Dreiecke auf 
derselben Kugelfläche sind gleich pols. 

Denn es seien ABD und abd die bei- 
den symmetrischen Dreiecke, in welchen 
die gleich bezeichneten Seiten einander 
gleich sind. P sei der Pol des durch die 


Fig. 790. 
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Nun führe man durch den Punkt b des 
anderen Dreiecks einen gTofsten Kreis- 
bogen bf, so dafs /_dbp = Z.DBP, nun?» 
Bogen bf, = BP und ziehe von p die größ- 
ten Kreisbogen pa, pd. 

Nun sind in den Dreiecken dbp und 
DBP zwei Seiten und die eingeschlosse- 
nen Winkel einander gleich, also nach 
Satz 12 auch die übrigen homologen 
Stücke derselben, mithin auch dp = Df'- 
Da nun DP = BP, also auch dp-bp = UH, 
so ist Abdp SS BDP und haben congru- 
ente Flächen. 

Aus der Gleichheit dieser Dreiecke folgt 
/_bdp = . BDP 
nach Voraussetzung ist 

^ m/A_= £ ADB 

folglich ist Z.“ d p — /.ADP 

Hierzu dp = DP 

und ad — ad 

mithin die Dreiecke adp und dDP iu al- 
len Bestimmungsstücken gleich, 
also auch Z npd-/_APD 
Seite ap— AP 

aber Seite AP = DP = dp 
mithin auch np - dp. 

Folglich ist p der Pol des kleinereu 
Kreises , der durch die Winkelspitzen a, 
b d geht, und überdies sind die Dreiecke 
ädp und ADP als gleichschenklig ein- 
ander £S. Auch Zapb = Zdl’*. ***' 
beide Differenzen gleicher Winkel sind 
und da die diese Winkel einschliersenden 
gleichen Schenkel in beiden Dreiecken 
abp und ABP gleich sind, so Bind auch 
diese Dreiecke congruent. 

14. Wenn zwei gröfste Kreise ABFD 
und AGFE von einem dritten BGDE 
geschnitten werden, so sind die beiden 

Fig. 791. 



Punkte . 4 , B, g ff „fster Kreise PA, Theile der Zwpiecke, welche die beiden 
•es, ziehe • Pj-.j gleichschenk- ersten Kreise bilden, und die auf dersel- 

Pß, PP, sobiWe und PBD. ben Seite des schneidenden Kreises BGDE 
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liegen. zuaammengenomuien so grofs, als 
eins dieser Zweiecke. 

Sind ABFGA , AF.FDA diese Zweiecke, 
so ist zu beweisen, 

dars A-d«<? + AAü£ = Zweieck ABFGA 
= Zweieck AEFDA. 

Es findet dies statt, wenn A AED = 
A FB G. 

Es ist aber Halbkreis ABF - Halbkreis 
BAD, von beiden Bogen AB abgezogen 
bleibt Bogen Fli — Rogen AD\ eben so 
ist Bogen FG = Bogen AE, da nun zu- 
gleich wegen der gleichen Winkel BVG 
und F.CD Bogen BG — Bogen DF, so ist 
A FBG—&FDF. folglich 

&ABG+&FBG=&ABG+&ADF. 
oder Zweieck ABFGA =A ABG + &ADF. 

Ist /_BAG - ii, so hat mau nach No. 7 : 

&ABG + &ADF.= ~F 

16. Sphärische Dreiecke auf derselben 
Kugelfläche sind unter denselben Bedin- 
gungen in ihren Seiten und Winkeln ein- 
ander gleich, unter welchen dies von der. 
Körperdreiecken gilt. 

Denn zieht man von den Winkelspitzen 
eines sphärischen Dreiecks nach dem Mit- 
telpunkt der Kugel die Halbmesser, so 
sind diese die Halbmesser der gröbsten 
Kreise, zu welchen die Seiten des sphä- 
rischen Dreiecks als Bogen gehören und 
bilden die Kanten einer dreiseitigen Kör- 
perecke, deren Spitze der Mittelpunkt der 
Kugel ist. Ferner stehen die in den 
Spitzen des sphärischen Dreiecks an den 
Bogen gezogenen Tangenten auf den 
Halbmessern winkelrecht und mithin sind 
die Winkel des sphärischen Drei- 
ecks zugleich die Winkel des Kör- 
perdreiecks. Die Seiten des Körper- 
dreiecks sind aber Mittelpunktswinkel 

leicber Kreise, deren zugehörige Bogen 

ie Seiten des sphärischen Dreiecks sind, 
folglich verhalten sich die Seiten dos 
sphärischen Dreiecks wie dieSei- 
ten je n e r K örpe re cke. Folglich sind 
in sphärischen Dreiecken die Bestirn- 
mungsstücke für deren Gleichheit diesel- 
ben mit den ihnen zugehörigen Körper- 
dreiecken. 

Die Gleichungen der Körpertrigonome- 
trie finden also eine un mittelbare An- 
wendung anf die sphärischen Dreiecke, 
in sofern ihre Seiten durch ihr Verhältnifs 
zum Viertelkreise eben so bestimmt wer- 
den, wie die Ebenenwinkel durch ihr Ver- 
hältnifs zum rechten und wegen dieser 
Anwendung heifst die Körpertrigonometrie 
auch die sphärische Trigonometrie. 


16. Für die Beziehung zwischen Kör- 
perdreieck oder dreiseitiger Körperecke 
und sphärischem Dreieck ist nothwendig 
zu erwähnen, dafs um jede Spitze einer 
Ecke eigentlich zwei Ecken liegen, wie 
dies auch im Art. .Ecke“, pag. 6, zu 
Anfang erörtert ist, und dafs dort die er- 
habene Ecke und nicht die hohle 
Ecke betrachtet worden ist. Wie mit 
der Ecke ist es nun auch mit den sphä- 
rischen Dreiecken: 

Dm die drei Punkte A, B, G, Fig. 791, 
liegen vier Kugeldreiecke, nämlich das 
von deu Seiten AB, AG und BG und 
das von zweien dieser drei Seiten und 
der Ergänzung der dritten Seite zum 
ganzen Kreis wie das von AB, AG und 
BF.DG begrenzte Dreieck. In ersterem 
ist Z.A < 2 R, im zweiten ist Z.A > 2 ÄZ: 
beide Dreiecke ergänzen sich zur Halb- 
kugelfläcbe, das erste wird verstanden, 
und für das erste gelten die der Körper- 
ecke zugehörigen Gesetze. 

Ein Dreieck mit zwei Winkeln, die grö- 
fser sind als zwei Rechte, gibt es nicht, 
ein zweiter Kreis, wie z. B. AEFG würde 
den Bogen BF.DG schon in £ schneiden. 
Dafs jede von drei oder von zwei Seiten 
nicht gröfser sein kann als ein Halbkreis, 
dafs überhaupt jedes mögliche sphärische 
Dreieck innerhalb einer Halbkugelfläche 
liegen mnfs, zeigt anschaulich Fig. 792, 
wo der Kreis ABDF. der gröfste Kreis 
der Dreiecksciten AE und ABDA für 
die Dreiecke CAE und CABDE ist. 

17. Man hat demnach in Beziehung 
anf die dem sphärischen Dreieck zuge- 
hörige Körperecke folgende Sätze für das- 
selbe (s. Art. „Ecke“). 

1. Der Winkel einer dreiseitigen Ecke 
ist zugleich der Winkel des der Ecke zu- 
gehörigen sphärischen Dreiecks. 

2. Jede Seite einer dreiseitigen F.cke 
ist zugleich die Seite des dazu gehörigen 
sphärischen Dreiecks. 

3. Sind dreiseitige Ecken einander gleich, 
so sind auch die zugehörigen sphärischen 
Dreiecke einander gleich. 

4. In jeder drei- oder mehrseitigen sphä- 
rischen Figur ist die Summe der Seiten 
immer kleiner als ein gröfster Kreis 
(„Ecke“ No. 4). 

6. Jedes sphärische Dreieck hat ein 
Supplementardreieck; es wird auf 
der Kugeloberfläche eben so construirt, 
wie die Supplementarecke zu einer ge- 
gebenen dreiseitigen Ecke (s. „Ecke* 
No. 6) indem mau auf den durch jede 
Dreieckseite und den Kugelmittelpunkt 
gelegte Ebene in dem Mittelpunkt einen 
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normalen Halbmesser errichtet unddie 
drei neuen Punkte auf der Kugelfläche 
durch gröiste Kreisbogon verbindet. In 
beiden sphärischen Dreiecken erginxen 
eich Seiten und gegenüberliegende Win- 
kel gegenseitig xu zwei Rechten. 

6. Die Summe der drei Winkel eines 
spärischen Dreiecks sind immer greiser 
als swei Rechte und kleiner als sechs 
Rechte. 

7. Die Bestimmungsstücke für ein nnd 
dasselbe sphärische Dreieck erhält inan 
in allen Torkommenden Fällen aus Art. 
.Ecke“, No. 14, 15, 16, 17 und 18. 

18. Die Fläche eines sphärischen Drei- 
ecks verhält sich zum vierten Theil der 
zugehörigen Kugelfläche (F, No. 7), wie 
der Ueberschufs seiner drei Winkel über 
zwei Rechte zu zwei Rechten. 

Denn ist Fig. 792 A ABC in seinem 
Flächeninhalt zu bestimmen, so verlän- 

S ere die Seiten BC und AC bis E und 
l in den gröfsteu Kreis der dritten Seite 


AB. Dann sind die vier entstandenen 
Dreiecke zusammen = der Halbkreisfläche 
= 2F. Nach No. 7 ist das Zweieck von 

den Seiten DCA und DBA — F, das 
Zweieck von den Seiten BCE und BAE 
= -j?- F und nach No. 14 ist A ABC + 
A DEC = einem Zweiock von dem /_ y 
also = Jj F. Demnach hat man 


Fig. "92. 



Zweieck ACDB = A ACB + A DCB = ~ F 

a 

Zweieck BAEC = &ACB + AdC£ = F 
A.dCB + ACOE=-^-F 

hieraus 3&ACB + &DCB + &ACF. + &CDE = " F 

Hierzu A ACB + A D CB + &ACE -j- A CDE = 2 F 

gibt subtrahirt 2&ACB = F- 2F= 'L±Ä+K 2Ä . F 


woraus 

oder 


A ACB s — - 


« + ß+ y — 2R ' p 


2 K 


A ACB : F=(« +P + r) ~ JÄ : 2Ä 


19. Die Fläche eines sphärischen Viel- 
ecks (necks) verhält sich zum vierten 
Theil der Kugeloberflächo wie dor Ueber- 
schuls der Summe seiner Winkel über so 
viel mal zwei Rechten als das Nieleck 
Seiten weniger zwei hat zu zwei Rechten ; 
d. h. Ist « + ß + Y + <> + •••• = ?’ « ie 
Summe seiner Umfangswinkcl , J der In- 
halt des Vielecks (necks), so ist 
J : F= er. — 2 (n — 2) K : 2Ä 
Denn durch Bogen gröfster Kreise durch 
gegenüberliegende Winkelspitzen kann 
man das neck in (n — 2) Dreiecke thei- 
len. Jedes dieser Dreiecke verhält sich zu 
F, wie der vorige Salz sagt. Die Summe 
•ämmtlicher Dreieckswinkel ist — der 
Summe der Umfangswinkel des Vielecks, 
von denen also für jedes Dreieck 2Ä, 


mithin in Summa (n- 2)2/1 abgezogen 
werden müssen. Der Satz ist also richtig. 

20. Die Fläche einer Kugelzone ist so 
grofs als dor Mantel eines geraden Cy- 
lindcrs von einerlei Höhe mit der Zone, 
dessen Grundfläche ein gröfster Kreis der 
Kugel ist. 

Es sei die Zono zuerst eine Calotte 
mit dem Grundkreis von dem Durchmes- 
ser AB. C der Mittelpunkt der Kugel, 
D dor Pol des Grnndkreises, ADB ein 
durch den Mittelpunkt C und den Pol P, 
also auf der Grnndehene normal genom- 
mener Durchschnitt der Calotte. In dem 
Kreisausschnitt ACD beschreibe mau ein 
reguläres Viclecksstück, FF sei eine Seite 
desselben ; durch die Winkelpunkte des- 
selben führe man l’arallelkreise zu dem 
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G randkreise , und stelle sich Kegel vor, 
welche diese Parallelkreise zu Endflächen 
und die Seiten des Vielecksstücks zu 
Seiten haben, so bildet sich innerhalb der 
Calotte eine Reihe von Kegelmänteln, die 
zusammengenouimon kleiner sind als die 
Calotte. Zieht man nun durch die Win- 
kelpunkte des Vielecks mit AB Parallelen 
bis an die Axe CD, so sind die zwischen 
zwei nächsten Parallelen begriffene Theile 
der Axe die Höben dieser Kegel, so II J 
die Höhe des Kegels von der Seite Eh'. 
Fällt inan auf Eh' das I.oth CU (Apo- 
thema) so ist G die Mitte von Eh', daher 
der Kegelmantel Eh' = dem Mantel eines 
Cylinders, der IIJ zur nöhe und CG zum 
Halbmesser seines Grundkreises hat (s. 
Kegel, Ko. 12). Da dies nun yon jedem 
der Kegelmäntel gilt und das Apothema 
für jede Vielecksseite dasselbe ist, so ist 
die Summe aller Kegelmäntel = dem 
Mantel eines Cylinders, der die Summe 
der Kegelhöhen, d h. die Höhe DO der 
Calotte zur Höhe und das Apothema CG 
znm Halbmesser hat (=2.i • CG- DO). 

Beschreibt man eben so um denselben 
Ansschnitt ein dem inneren ähnliches 
Vieleckstück und betrachtet diese als 
Seiten von Kegelmänteln, deren Axen 
mit Olt 1 zusammenfallen, so sind diese 
Kegelmäntel zusammen gröfser als die 


Nun ist DO -. MN = AO: KN 

Aber AO : KN = AC .CK = CG -.CL 
folglich ist MN > DO 

Der dritte und der zweite Cylinder 
haben aber einerlei Grundfläche, der 
zweite eino gröfsere Höhe, also ist der 
Mantel des zweiten Cylinders größer als 
der dritte Cylindermantel. Wenn man 
nun die Seitenzahl des beliebigen Viel- 
ecksstücks beliebig vermehrt, so kann 
das Apothema CG dem Kugelbalbmesser 
beliebig nahe gebracht werden; d. h. der 
Grundkreis des ersten Cylindermantels 
beliebig nahe dem Grundkreis des zwei- 
ten und die Höbe des zweiten der Höhe 
des ersten. Folglich können auch die 
Cylindermäntel selbst beliebig nahe ge- 
bracht werden. Da nun zwischen beiden 
Cylindermänteln immer die Calotte und 
der im Satz ausgedrückte, der dritte Cy- 
lindermantel liegt, so ist der Satz er- 
wiesen. 

Ist statt der Calotte eine Zone mit 
zwei Endkreisen gegeben, so ergänze man 
dieselbe zur Calotte und es gilt also der 
Satz von der ganzen und von der Er- 
gänznngscalotte ; zieht man auf einer 
Seite die Ergänzungscalotte ab, auf der 
andern den zu ihr gehörenden Cylinder- 
mantel, so hat man die Richtigkeit des 
Satzes für die Zone. 


21. Ist r der Halbmesser der Kugel, 
k die Höhe einer Calotte oder Zone, so 
ist die Fläche J = dem Cylindermantel 
vom Halbmesser r und der Höhe A; mit- 
hin 

’ J der Calotte oder Zone = 2.vär (I) 
Die Halbkugelfläche ist eine Calotte 
von der Höhe r, mithin 
J der H a Ibku gelfläche =2,vr* (2) 
J der ganzen Kugeloberfläche = 
4.vr*, = dem vierfachen Inhalt des größ- 
ten Kreises der Kugel. 

II. Körperbestimmung. 

Calotte ist, und die Summe derselben ist ^2. Denkt man sich den ebenen 
= dem Mantel eines Cylinders von der Durchschnitt einer Kugel als Grundebene 
Höhe NM des Vielecksstücks und von oines Kegels, dessen Spitze der Mittel- 
dem Apothema CL = dem Halbmesser P“nkt der Kugel ist, so heißt der von 
der Kugel als Halbmesser des Grund- dem Kegelmantel und der vorliegenden 
kreises (= 2,v • CL ■ NM). Zwischen bei- Calotte begrenzte Körper ein kegelför- 
den Cylindermänteln ist nun immer ein m * R 0 T Kugelausschnitt oder Ku- 
Cylindermantel begriffen, der die Höhe gel a ussch n i tt. 

DO der Calotte zur Höhe und einen groß- B. Verbindet man die Seiten eines 
ten Kreis der Kugel zur Grnndebene hat sphärischen Vielecks durch Ebenen mit 
(=2rr • AC ■ DO). Denn dieser letzte Cy- dem Mittelpunkt der Kugel, so heißt der 
linder hat einerlei Höhe DO mit dem von diesen Ebenen und dem vorliegen- 
ersten Cylinder, sein Grundkreis n A C 1 den sphärischen Vieleck begrenzte Kör- 
aber ist gröfser, weil der Halbmesser AC per ein pyramidenförmiger Kogel- 
gröfser ist als das Apothema CG. aus schnitt. 


Fig. 793. 
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C. Der von einer Calotte und deren 
Grundkreis begrenzte Körper heifst ein 
Kugelabschnitt. 

D. Der von einer Zone und ihren bei- 
den Endkreisen begrenzte Körper heifst 
eine Körperzone oder körperliche 
Zone auch Kugelabschnitt mit zwei 
Endkreise n. 

E. Der von einem sphärischen Zweieck 
and den zu ihm gehörigen Halbkreisen 
begrenzte Körper heifst ein keilförmi- 
ger Kngelau sschnit t oderein sphä- 
rischer Keil. 

23. Ein kegelförmiger Kugelausschnitt 
ist = einem Kegel, dessen Grundkreis 
leich ist der den Ausschnitt begrenzen- 
en Calotte und weicher den Halbmesser 
der Kugel zur Höbe hat. 

Verfährt man mit der Construction 
ähnlich wie Satz 20 mit F'ig. 793, indem 
man die Calotte innerhalb und aufserhalb 
mit Kreisebenen belegt, von denen je 
zwei über einander befindliche parallel 
sind, und deren Umfänge mit dem Ku- 
gelmittelpunkt zu Kegeln verbindet, so ist 
jede innere Kegel-Grundebene kleiner, jede 
äufsere gröfser als das von ihnen einge- 
schlossene Calottenstück , die Höhen der 
ersten Kegel alle kleiner als der Kugel - 
halbmesser, die der zweiten Kegel gleich 
dem Kugelhalbmesser. 

Durch Vermehrung und Verkleinerung 
der einzelnen Grundflächen kommt jede 
äufsere und jede innere Grundfläche der 
Calotte, die inneren Höhen dem Kugel- 
halbmesscr an Grörse beliebig nahe. Beide 
Kegelsummen kommen also beliebig nabe 
einem Kegel, der die Calotte zur Grund- 
fläche und den Kugelhalbmesser zur Höhe 
hat und zugleich beliebig nahe dem Ku- 
gelausschnitt; beide letztgenannten Kör- 


per werden aber von den beiden vorge- 
nannten Kegelsnmmen eingeschlossen, 
mithin ist der Satz erwiesen. 

Es ist demnach jeder kegelförmige Ku- 
gelausschnitt = )x Calotte x Kugelhalb- 
messer. Wird die Calotte nach Ko. 21 
bezeichnet, so ist 

der kegelförmige Kugelausschnitt J 

= 1« r*A (1) 

Setzt man dU = s, BD=k, so ist a 7 
= 2rk - A 5 mithin 2 rA = o*+A s = A J . Diese 
Werthe in Formel 1 gesetzt gibt den Ku- 
gelausschnitt 

J = J/ir • 2rk = J.vr (a 1 -f A*) = Jni’r (2) 

24. Verwandelt sich der Kegelmantel 
in einen gröfsten Kreis, so ist der Aus- 
schnitt die Halbkugel; es ist k-r, und 
der körperliche Inhalt der Halbkugel 

= 3 n r* (3) 

der Inhalt der ganzen Kugel = J.vr* (4) 

25. Der Inhalt eines Kugelabschnitts 
ist gleich dem Inhalt eines Cylinders, der 
den Grundkrcis des Abschnitts zur Grund- 
fläche und die Hälfte der Höhe desselben 
zur Höbe hat, sammt einer Kugel, deren 
Durrhmosscr gleich der Höhe des Ab- 
schnitts ist. 

Denn es ist (Fig. 793) AOB der Durch- 
schnitt eines Kugelabschnitts, C der Mit- 
telpunkt der Kugel, CD deren Halbmes- 
ser = r, DO = k die Höhe des Abschnitts, 
BO der Halbmesser des Grundkreises vom 
Abschnitt. Nun ist der Kugelabschnitt 
ABD der Unterschied zwischen dem Ku- 
gelausschnitt ADBC und dem Kegel 
CAB. 

Der Kugelausschnitt ist nach No. 23, 
Formel 1 - j »r’t 

Der Kegel CAB = ■ COx BO* 

aber CO-r-k 


BO = a = ^C/f-CO» = - (r - A)> = |'2rA - A» 

Also der Kegel = i« (r — k) a 1 
also der Kugelabschnitt = r’A — J n (r — k) «’ 

Nun ist k : a = a : 2r — h 
«*+ A* 

woraus r = — — 

2A 

Diesen Werth eingesetzt gibt den Kugelabschnitt 


_,_(** + A 2 )* — («’ - 
-i* 2A _ 


— — = i>za»A + JnA* 


(5) 

( «) 


(7) 


Nun ist nak(}A) der Inhalt des im Satz Setzt man ferner aus der Formel für BO 
erwähnten Cylinders und jnA 3 der In- = a den Werth von a in Formel 5, so 
halt der daselbst erwähnten Kugel. erhält mau den Kogelabschnitt 
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J= *7iA' (3r - *) (8) 

Setzt man die Sehne BD des Ab- 
schnitts — 4, so hat man 4* = 2r A 



Diesen Werth in Formel 8 gesetzt gibt 
den Kugelabschnitt 

J = i.-ih (34* - 24») = Ink (3o» + 4») (9) 

26. Der Inhalt einer körperlichen Zone 
(mit zwei Endflächen) ist gleich dem In- 
halt zweier Cylinder, welche die halbe 
Höhe der Zone zur Höhe haben und de- 
ren Grnndkreise die Endkreise der Zone 
sind, plus dem Inhalt einer Kugel, welche 
die Hohe der Zone zum Durchmesser hat. 

Also wenn die Höhe der Zone = 4, die 
Halbmesser deren Endkreise AO und HE 
= n nnd 4 sind 

1 tt«* 4 -f ^ ,-r4 , 4 1 ,tA\ 

Ergänzt man die Zone zu einem Ab- 
schnitt, und man bezeichnet die Höhe 
HD des Ergänzungs- Abschnittes mit x, 
so ist nach Formel 7 des vorigen Satzes 
der Inhalt des greiseren Abschnittes 
= 4 no* (4 + x) + 1 n (4 + x)* 
der Ergänzungs-Abschnitt 

= J .v4'x -f 1 JTX* 

Der letzte Inhalt von dem ersten ab- 
gezogen gibt den Inhalt der Körperzone 
J=\n [«»4 + 44» + (a» + 4» - 4») x + Ax>] 
Ist nun wieder r der Halbmesser der 
Kugel, so hat man 

x : 4 = 4 : 2r - x 

„ 4« 

woraus 2r — x = — 
x 

Es ist eben so 

4-px:« = o:2r — A-x 
a? % 

woraus 2r — 4 — x = — - — 

4 + x 

a* 4» 

Mithin 2r — x = v— (- 4 = — 

4 + x x 

oder a»x + A*x — 4*x = 4*4 + 4»x 
woraus 

(s» + A»-4»)x-t-4x»=4»A 
Diesen Werth in den Ausdruck für J 
gesetzt, gibt den Inhalt der körperlichen 
Zone 

J=\n (a*A -(- JA* + 4*4) (10) 

= 4ira»4 + 4^4*4 + | jjA* 

Man schreibt in der Regel die Formel 
J = ix4(3a* + 34* + A*) (11) 

27. Wird über einem grölsten Kreise 
einer Kugel als Grundfläche ein gerader 
Cylinder verzeichnet, dessen Höhe dem 


Halbmesser der Kugel gleich ist, und 
überdies zu dem oberen Endkreise des 
Cylinders als Grundfläche ein Kegel, der 
seine Spitze im Mittelpunkt der Kugel 
hat, und schneidet man dann den Cy- 
linder durch zwei mit seinen Endflächen 
+ laufenden Ebenen, so ist der zwischen 
diesen beiden Durchschnittsebenen be- 
griffene Tbeil des Cylinders gleich der 
zwischen denselben Ebenen begriffenen 
körperlichen Kugelzone + dem dazwischen 
begriffenen Theil des Kegels. 

Es sei Fig. 794 das Quadrat ACBD 
der halbe Durchschnitt des Cylinders mit 
einer Ebene durch seine Axe BC gelegt, 
so sind AC, BC Halbmesser der Kugel, 


Fig. 794. 



der Quadrant ABC der halbe Durchschnitt 
der Halbkugel und das A BCD der halbe 
Durchschnitt des Kegels, C dessen Spitze. 
EF, HG seien die Durchschnittslinien 
der Ebene ACBD mit den parallelen 
Durchschnitten des Cylinders, so sind FK 
und GJ die Halbmesser der beiden End- 
kreise des Kugelabschnitts, FM und GL 
die Halbmesser der beiden Endkreise des 
abgekürzten Kegels. 

Führt man nun einen beliebigen Durch- 
schnitt 4= den Endkreisen des Cylinders, 
so schneide dieser die Ebene ABCD in 
NO, dann wird NO der Halbmesser des 
Durchschnitts im Cylinder, OP der Halb- 
messer des Durchschnitts in der Zone 
und OQ der Halbmesser des Durchschnitts 
im abgekürzten Kegel. 

Zieht man CP so ist 
CP=AC=NO 
0Q= CO 

folglich 

IVO* = CP a =OP a + CO» = OP» + oo» 

Nun sind NO, OP, OQ die Halbmes- 
ser der Kreisdurchschnitte des Cylinders, 
der Kugelzone und des Kegels, folglich 
ist der erst genannte Durcnschnittslreis 
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den anderen beiden znsammengenommen 
gleich. Da nnn diese Durchschnittsflächen 
in beliebiger Lage sind, so haben sie 
überall dasselbe Verhältnifs and es sind 
also nach CaTalleris Grundsatz, s. Art. 
»Körperberechnung*, die in dem 
Satz aufgeführten Körper einander gleich. 

38. Fällt OH auf AC und EH auf BO, 
so folgt, dafs der ganze Cylinder über 
dem gröfsten Kreise der Kugel = ist der 
Halbkugel sammt dem ganzen Kegel. Es 
ist also die Halbkugel der Unterschied 
zwischen dem Cylinder und dem Kegel. 
Nun ist der Kegel = j des Cylinders, 
mithin die Halbkugel - ] des Cylinders, 
der den gröfsten Kreis zur Grundfläche 
und den Durchmesser zur Höhe hat, wie 
dies schon aus der Formel 4, No. 24 her- 
Tor geht. 

Ist R der Kugelhalbmesser, so ist 
der Inhalt der Kugel = } jtä 1 
der Inhalt des Cylinders = 2 nfl 5 
der Inhalt des Kegels = ] tR‘ 

Die Kngel also = J des Cylinders and 


das Doppelte des Kegels von der Grund- 
fläche des gröfsten Kreises und der Höhe 
= dem Durchmesser. 

29. Der Inhalt eines keilförmigen Ku- 
gelausschnitts verhält sich zum Inhalt 
der Kugel, wie der Winkel seines Zwei- 
ecks zu 4 Rechten. Hat das Zweieck 
den Winkel «, so ist der Ausschnitt also = 
a 4 


i 1 


( 12 ) 


4« 3 " * 90° 

30. Ein pyramidenförmiger Kugelaus- 
schnitt ist einer l’yramide gleich, die den 
Halbmesser der Kugel zur Höhe hat, und 
deren Grundebene = ist dem zu dem Aus- 
schnitt gehörenden sphärischen Vieleck. 

So wie nach Satz 19 die Fläche eines 
sphärischen Vielecks sich zur Kugelfläche 
oder deren vierten Theil verhält, so ver- 
hält sich auch der zu dem Vieleck ge- 
hörende Pyramidal-Ausachnitt zur Kugel 
oder deren vierten Theil. Bei derselben 
Bezeichnung mit No. 19 ist demnach der 
nseitige Pyramidalausschnitt 


£-3 (»- 3LR *-2 - 2) R 

“ 2K * 6Ä 


(13) 


KogeUbschnltt, s. n. »Kugel* No. 22, 
C, D. Bestimmung dessen körperlichen 
Inhalts, No. 25. 

Klgeliaischnitt, s. u. »Kugel*, No. 
22. Inhalt des kegelförmigen Ausschnitts 
No. 23, des keilförmigen No. 29, des py- 
ramidenförmigen Ausschnitts No. 30. 

KogellX«, s. u. »Kugel* No. 5, A. 

Kageldreieck , sphärisches Drei- 
eck ist ein Dreieck, welches auf einer 
Kugelobcrfläche mit größten Kreisbogen 
verzeichnet wird, oder welches entsteht, 
wenn drei gröfste Kreise auf einer Ku- 
geloberfläche sich schneiden. Die gröfs- 


Fig. 795. 



ten Kreisbogen heifsen die Seiten des 
Dreiecks, die Winkel, welche die Tan- 
genten dieser Seiten in ihrem gemein- 
schaftlichen Dnrchschnittspnnkt, dem 
Scheitelpunkt mit einander bilden, 
heifsen die Winkel des Dreiecks. 

Es seien Eig. 795, AB, AC, BC gröfste 
Kreisbogen einer Kngel, deren Mittelpunkt 
S ist , so sind die von S nach den Spitzen 
des Dreiecks gezogenen geraden Linien 
S.4, SB, SC als Halbmesser einander 
gleich. Legt man durch die drei Bogen 
und den Mittelpunkt S drei Ebenen ABS, 
ACS, BCS, so sind die oben gedachten 
Winkel des Kugeldreiecks dieselben mit 
den Neigungswinkeln je zweier Ebenen, 
zu welchen die den Winkel einschliefsen- 
deu Kreisbogen gehören; so wie, wenn 
man den Halbmesser der Kugel = 1 setzt, 
die Dreiecksseiten mit den sie umschtie- 
fseuden um S liegenden Centriwinkeln 
einerlei Maafs haben. Wie die Bezeich- 
nung dies angibt, wo nun diese Figur 
mit Fig. 740 (pag. 36) des Art. »Kor- 
pertrigonometrie“ bis auf die Kreis- 
linien und die llülfslinien dieselbe ist. 

Es ist aus dieser Figur augenscheinlich, 
dafs die ganze Theorie der Körperdrei- 
ecke auf die der Kugeldreiecko unmittel- 
bar zu übertragen ist, und auch der Art. 
»Kugel* hat in No. 15, 16 und 17 dies 
auseinandergesetzt, damit in jenem Art. 
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der analytisch trigonometrische Theil über 
die sphärischen Dreiecke nicht vermifst 
werde. 

Es mufs daher in diesem Art. dasselbe 
gelten; dagegen habe ich mich oft uber- 
zeugt, dafs es Jüngern der Wissenschaft 
zeitraubend ist, die Formeln der Körper- 
dreiecke auf die der Kugeldreiecke ohne 
dafs die Figur umgeändert wird, anzu- 
wenden, und deshalb will ich hier die 
dort erwiesenen Auflösungen der Kugel- 
dreiecke in ihren Resultaten und in Be- 
ziehung auf Fig. 795 geordnet zusammen- 
stellen. 

Auflösung rechtwinkliger Kugeldreiecke. 

(8. „Körpertrigonometrie“. No. 6. 
Formel I. bis XIII.) 

Es sei Fig. 793 : ^_ACB = y = 90°, also 
AB = c die Hypotenuse. 

A. Wenn zwei Catheten BC = a , 
AC=b gegeben sind. 

cos c = cos a • cos b 


tg « = 


_ tga 


sin b 


tg b = sin a • tg ß 
cos rt = cos a • rin ß 

F. Wenn zwei Winkel BAC = a und 
ABC=ß gegeben sind. 

cos c — cot Cf • cot ß 

cos a 
cos a = — — - 

sin ß 


cos b = 


cos ß 


, 9ß= }?± 

sin a 

B. Wenn die Hypotenuse AB=zc 
und eine Cathete AC=?b gegeben 
sind. 

cos c 

cos a = r 

cos b 

cos rt = ly b • cot c 

sin b 

sin ß = — — 

sin c 

C. Wenn die Hypotenuse AB = c 
und ein ihr anliegender Winkel 
CBA = ß gegeben sind. 

sin b = sin c • sin ß 
tg a = tg c • cos ß 

cot ß 

tg (t 

cos c 

D. Wenn eine Cathete BC = a und 
der ihr gegenüberliegende Win- 
kel BAC = a gegeben sind. 

sin a 


■ l l 9 a 
sin 6 = 

tg tt 


E. Wenn eineCathete BC = «und 
der ihr anliegende Winkel ABC = ß 
gegeben sind. 

. cos ß 

cot c = - 

lg a 


Auflösung schiefwinkliger Kugeldreiecke. 

A. Wenn diedreiSeitengegeben 
sind. 

cos a — cos b • cos c 

cot tt = ; ; 

SIN 0 • sin C 

sin + *-£)• stn|(g + c-&) 

' sin b • sin c 

cos \a= l/ * iw l( a + ö-i-c) - s in }(6 + c-g) 
' sin b' sine 

B. Wenn zwei Seiten BC = a f AC 
= 6 und der von ihnen eingeschlos- 
sene Winkel ACB = y gegeben sind. 
cos c = cos a • cos b ■ f sin a « sin b • cos y 
cos c = (cos n • sin (b -f qr) 

j sin fp 

' wenn cot (p — tg a» cos y 
a—b 


a+ß 2 

’ 3 2 = a+t' 

COS - 


y 


n-ß 


a — l 


9%U 2 


C. Wenn zwei Seiten ÄC=o, AC 
= b und ein gegenüberliegender 
W inkel CAB — n gegeben sind. 

. # . . cos a • sin u 

,.n(c + / 0 = cofb — 

) cot b 

'wenn tg u = 

r cos n 

sin b . 

sin ß ~. — sin« 

r sin a r 

sin (y + i//) ( = cot n • tg ß • sin iß 

( wenn tg iß = cos b • tg « 

D. Wenn dine Seite BC = a , ein 
dieser Seite gegenüberliegender 
Winkel CAB = a und ein derselben 
anliegender Winkel ABC = ß gege- 
ben sind. 

• . . 

sin b = — — - sin a 
sin n 




i 
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(in (e - V>) < = co» a • lg ß • »i* >l> 

( wenn lg <fi = lg a • co* ß 
cot a-tin u 

««(r-i“)l= — ß 

i cot ß 

1 wenn fo u = 

* co» a 

E. Wenn eine Seite BC-a und 
die beiden daran liegenden Win- 
kel ABC = ß und ACB = y gegeben 
sind. 

Für die Bestimmung der beiden ande- 
ren Seiten 4 und c hat man (s. No. 14, 
Formel XIV, pag. 43) 

und für den dritten Winkel « (s. For- 
mel XV ) 

! co« ß • *i» (y - <f) 

: 

»in <f 

wenn cot <p = eo» a • t g ß 
F. Wenn die drei Winkel gege- 
ben sind. 

co» a + co* ß • cot y 
cot a — : — -2 - — . 

ii* ß • un y 

a + ß - Y - ß + y 




«in ß • «in y 


a+ß+y ß+y - « 

a , r — r— — t ~ 

*"*« “V tim fl • ritt y 

Bd.lll. pag. 137 sind die Ganfs’schen 
Gleichungen angegeben, deren Nutzen 
für die Auflösung tou Kugeldreiecken 
nachgewiesen und der Beweis ihrer Rich- 
tigkeit auf diesen Artikel angewiesen. 

Im Art.: „Körpertrigonometrie“ 
sind No. 2, Formel 1 und No. 5, For- 
mel 1: 


cos a — cos b • cos c*+ «in b • «in c • co« * 
cos a = — cos ß • cos y + tin ß • sin y • cos a 
Hieraus 

co» a — cos b • cos c 
cos a = — — r : 

sin b • «in c 

cos a-\- cos ß • cos y 

COS a - ' ; — r . — 

«in ß • «in y 

Aus diesen 

— cos a -f cos (b — c) 

1 — cos n = ; : 

«in b • «in c 

cos a — cos (b + c) 

1 + COS a = . — r 

»in b • sxnc 

. — cos ft — cos (ß + y) 

1 — co* a — ; — : — — 

s\n ß • «in y 

1+cafa= ^i^£z^ 

im ß • »i* y 

Nun ist 

1 — cot x = 2 *i»’ $x 
1 + cot x = 2 co»* jx 

cotx — 1 — 2 »in* Jx = 2 co** ^x — 1 
»in x = 2 »in }x • co* |x 
Diese Werthe in die letzten Tier Glei- 
chungen eingeführt, reducirt nnd ent- 
wickelt entstehen folgende 4 Formeln: 

. , * . .4 - c 

*.»> y -..** — 

i* 4., i»r 

. , « , . ,4 + c 

— *i»’ — + *»*’ — — 

. o 2 2 

C °‘ T = *iiT4~*i> e (2) 

„nt^-^ß+y 

»in* *- = - 2 --- — (3) 

2 «in ß • «in y 

cot* ^ -tim ^ 

COi * — = t — - : (4) 

2 *• nß • ttmy 

Um die erste Gaufs'sche Glei- 
chung an finden, verbinde man Glei- 
chung 2 mit 4, so ist 


, a , o . ,ß~y 
co*’ — co** — — *•»’ - „ - 


«in 4 • ii* c 


a . . a . . 4 + c »in ß ■ »in y 

_ . a a 

• i • 2 »in — • cos — 

«in 6 _ «in c _ «in a _ 2 2^ 

sin ß~‘siny «in a . a a 

r ' 2 »in — • cos — 


. . . T * TT 

am b • «in c _ 2 2 

«in 5 • «in y • • « , « 

r * stn* — • cos* — 
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diesen Werth eingesetzt nnd reducirt gibt 

. j * + e 
2 


+ «n 3 


T 


cos 1 — sin 7 

. b +c 


V - 

c°‘- 2 7 


»in* — — IM' 

, n . ,ß- 

C0S 3 — - — «IS 1 COI * 

2 2 2 


b — c 


ß-y 


m- cot — 

2 2 

oder 

«in |(i — c) • co« = «in { (ß — y) • «in }a 

Um die dritte Gauls’sche Glei- 
chung zn finden, verbinde man Glei- 
chung 2 mit 3, so ist 

im 3 — nn* — — cot 3 — — . , 

2 _ 2 2 «tn b • «in c 

, ft . , a , . ,4 + c «inj • »iny 
cot 3 — - «ln* — + »ln* —±— r 

2 2.2 

Bei demselben Verfahren wie ad 1 nnd 
2 erhält man 


- a , . -5 + c 

cot 3 — 1 - »in* 

2 2 


,*+_e 

2 


tl+r 


cos * 


2 2 

oder diese Gleichung in Prodncte ver- 
wandelt: 

»in + c) • »in }n = cot 1 [ß — j>) »in }a 

Um die zweite Ganfs'sche Glei- 
chung zu finden, verbinde man Glei- 
chung 1 mit 4, so ist 

, « ,» . \fl — y 

cot 3 -- cot 3 _ — «in* — -r- 

2 _ 2 2 »in b * ««n c 

, ® . ■ 4 — c »in ß • »in y 

2 2 2 

hieraus erhält man bei der Verwandlung 
wie ad 1 

,b -c . , a 
’Y 


• 3 « a /*+y 

*1»* — CO** — 

2 2 2 

woraus 

cos J(& -f c) • sin Ja s sin J (ß -f- y) cos Ja 
Um die vierte Gaufs'sche Glei- 
chung zu finden, verbinde man Glei- 
chung 1 mit 3, nämlich 

, « . , « ,ß+y 

sin‘ — ini 2 - — cos* — . . 

2 _ 2 2 stn b 3 stn c 

. , a o ~b—c sin ß- sin y 

jrin 3 — - j»n* -r — *m x — — - r 


Bei demselben Verfahren wie ad 1 bis 
3 erhält man 

cos J (ä — c) cos Ja = iin (/? — }•) • cos Ja 

Kügelgewölbe wird bisweilen das Kup- 
pelgewölbe genannt. 

Kugelhaufen. Die (in Haufen) gesetz- 
ten Kugeln haben die Form 

A. von dreiseitigen Pyramiden. 
Die Anzahl S der Kugeln wird ausge- 
drückt durch die Reihe der Trigon al- 
z ah len. Die Anzahl der Lagen über 
einander gibt die Anzahl der Glieder; die 
oberste Lage ist eine einzige Kugel, dem- 
nach ist die Formel für die Reihe der 
Glieder 

1 + 3 + 6 + 10....+ "~ti^ Stück 
die Summen von 1, 2, 3 .... n Lagen sind 


1; 4; 10; 20; 


n(»+ l)(n+2) 


Stück 


1-2-3 

B. von vierseitigen Pyramiden. 
Die Lagen sind: 

1+4 + 9+16+25 n* 

die Summen von 1, 2, 3 . . . n Lagen 
n (n + 1) (2n +_1) 

1 • 2 • 3 

C. von dreiseitigen Prismen mit schräg 
ansteigenden dreiseitigen Endflächen. 
Wenn in der obersten einfachen Reihe 
m Kugeln liegen, dann enthalten die 
Reihen : 


1; 5; 14; 30; .. 


® + 2 (m + 1) + 3 (m + 2) + 4 (m + 3) + »(» + n- 1) 

Die Summen der Kugeln in 1, 2, 3 n Lagen ist 

m; 3m + 2 ; 6m+8; 10m + 20; Jn (n+1) (3m+2n- 2) 

Kugeloberfläche, s. u. , Kugel“, 2. sers entsteht, also Fig. 793 der Körper, 
Kugelschale ist der Körper, welcher welcher durch die Umdrehung des Ab- 
zurückbleibt , wenn man von einer kör- Schnitts EFL um UJ hervorgeht, 
perlichen Zone den Kegel fortnimmt, der Nach dem Art. »Kugel“, No. 26 ist 
durch die Umdrehung der Sehne um den die körperliche Zone von der Höhe JH, 
die Höhe bildenden Theii des Durchmes- 
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wenn fc'W = o, FJ - 4, HJ = h gesetzt wird = | nkCSa? + 34’ 4 **) 
der innere abgekürzte Kegel = Jrrä (« 3 + 4* + «4) 

Letzteren ron Ersterera abgezogen gibt 
die Kugelachale = J «4 [(o — 4)’ + 4*] 
d. h. =|«. Jtf. [(EJ-W)* +«■/*] = li-JWxE*'*- 

Kugelzoue, s. u. .Kugel“, No. 0, C, Koppelgewölbe, Statik derselben, s. u. 
1). Inhalt der Oberfläche No. SO und 21 ; .Gewölbe* No. 30, pag. 193. 

Inhalt der körperlichen Zone No. 26. Kurbel ist der Arm und die Länge 

Kugeliweieck, s. v. w. .Sphärisches d es Hobelsarm« am Kranunzapfen. 
Zweieck*, a. .Kugel“ No. 5, B. No. 6 
bis 8 and No. 14. 
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Länge ist die Abmessung einet Rautu- 
gröfse nach einer geradlinigen Richtung; 
auch die Oröfse dieser Abmessung in 
einer Anzahl von Einheiten ausgedruckt. 
Eine Linie hat nur eine Ausdehnung 
und diese ist die Länge. 

Da unter Länge in der Regel eine ge- 
rade Linie verstanden wird, so nennt man 
bei krummen Linien die in dieser Linie 
selbst gemessene Länge; absolute 
Länge, um keinen Zweifel zu erregen, 
dafs der (geradlinige) Abstand deren End- 
punkte verstanden sei. Die Ermittelung 
und Angabe solcher Länge in der Länge 
einer geraden Linie ausgedrückt nennt 
man die Reetificatio n der krummen 
Linien. 

Länge, astronomische, s. „ astro- 
nomische Länge*. 

Länge, geocentrische und helio- 
cent rische, s. eben daselbst und „geo- 
centrisch“. 

Länge, geographische, s. , geo- 
graphische Länge.“ 

Länge eines Gestirns ist der östliche 
Abstand des Durchschnitts zwischen des- 
sen Breitenkreis und der Ekliptik von 
dem Frühlingspunkt. 

Länge eines Planeten in seiner Bahn 

ist die Länge des Bogens von dem Pla- 
neten bis zu seinem aufsteigenden Kno- 
ten + dem östlichen Abstand dieses Kno- 
tens von dem Frühlingspunkt, dieser Ab- 
stand von dem Knoten in der Planeten- 
bahn gemessen (s. , Knoten*). 

Länge eines Knotens ist die im vori- 
gen Art hinzuaddirte Länge, dieselbe 
rückwärts in der Planetenbahn gemessen. 


Der Anfangspunkt dieser Länge ist der 
Anfangs- oder Nullpunkt für die anzu- 
gebende Länge jedes Planeten. 

Länge der Sonne ist die Länge des 
Orts, wo die Sonne in der Ekliptik, von 
der Erde aus gesehen, sich zu befinden 
scheint, (d. h. des Punktes, in welchem 
die gerade Verbindungslinie von Erde zu 
Sonne verlängert die Ekliptik schneidet). 
Also der Abstand dieses Punktes von dem 
rechts von ihm belegenen Frühlingspunkt 
in Bogen gemessen. Man unterscheidet 
wahre oder scheinbare Länge der 
Sonne, die Länge des wirklich beobach- 
teten Orts, und mittlere Länge der- 
selben. Die Länge des Orts, in dem die 
Sonne sich befinden würde, wenn sie 
von Anfang ah bis zu Ende die Ekliptik 
mit gleichförmigerGeschwindigkeit schein- 
bar durchlaufen hätte. Die wahre Länge 
ist bald gröfser bald kleiner als die mitt- 
lere 

Länge (geocentrische) der Sonne and 
des Mondes. Fig. 796 stellt dar mög- 
lichst zusammengedrängt die Sonne, die 
umliegende Ekliptik FSHW, von welchen 
F den Frühlingspunkt, S den Sommer- 
punkt, II den Herbstpnnkt und W den 
Winterpunkt angibt. 

. ln jedem dieser vier Punkte die Erde 
mit dem sie umkreisenden Mond, diesen 
in den vier Punkten seiner Hauptphasen. 
1 bedeutet den Neumond, 2 das erst« 
Viertel, 3 den Vollmond und 4 das letzte 
Viertel. Nach den Richtungen der Pfeile 
geschehen die Umdrehungen. 

Befindet sich die Erde in ff, so ist 
die Länge der Sonne = 0, des Neumonds 
1=0, des ersten Viertels 2 = 90°, des 
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Fig. 79ß. 



Vollmonds 3= 180°, dos letzten Viertels 
4 = 270°. 

Tritt die Erde in 1F, so ist die Länge 
der Sonne = 90°, des Neumonds = 90°, 
des ersten Viertels = 180°, des Vollmonds 
= 270°, des letzten Viertels = 0. 

Tritt die Erde in F , so ist die Länge 
der Sonne = 180°, des Neumonds = 180°, 
des ersten Viertels = 270°, des Vollmonds 
= 0°, des letzten Viertels = 90°. 

Tritt die F.rdc in S, so ist die Länge 
der Sonne = 270°, des Neumonds = 270°, 
des ersten Viertels — 0, des Vollmonds 
= 90°, des letzten Viertels = 180°. 

Längenausdehnung ist die Ausdehnung 
einer Raumgröfse nach einer Richtung 
(s. „ Ausdehnn n g*). 

Längengrade sind wie die Breiten- 
grade entweder geographisch oder 
astronomisch (s. „Breitengrade, 
Orad und geographische Länge*). 
Eine interessante Vergleichung zwischen 
Längen- nnd Breitengraden der Erde un- 
ter Terschiedenen geographischen Breiten 
s. .Gradlängen“. 

Die astronomischen Längengrade wer- 
den in der Ekliptik von dem Frühlings- 
punkt als Nullpunkt ab gezählt. Des- 
gleichen in den Planetenbahnen (s. 
.Länge eines Planeten undLänge 
eines Knotens “). 

Längenkreise für Orte auf der Erd- 
oberfläche sind der Aeipiator nnd die l'a- 
rallelkreise. 

Längenmaafs ist eine als Einheit ge- 
wählte Länge um andere Längen mit 


derselben zu vergleichen, um also 
die Gröfsen anderer Längen -Aus- 
dehnungen als Vielfache jener Ein- 
heit anzugeben. 

Der I.ängenmaafse gibt es je 
nach der Ausdehnung und der Na- 
tur der zu messenden Längen ver- 
schiedene. Für kleine Längen hat 
man die bekannten Maafse: den 
Fufs, die Elle, dos Meter u. s. 
w., mit deren gleichen Unterteilen; 
für Feldmaafse und andere städti- 
sche und ländliche Längen die 
Ruthe u. s. w. ; für Wege die 
Ruthe mit ihren Vielfachen: die 
Meile, das Meter bis zu dem 
Myriameter u. 8. w. Für astro- 
nomische Längen hat man allge- 
mein das Längenmaafs: die geo- 
graphische Meile (s d ), welche 
übrigens in ihrer wirklichen Länge 
noch nicht genau bekannt ist. 

Nicht überall können mithin Län- 
genmaafse unmittelbar zum Abmesseu 
angelegt werden. Auch bei Vermessung 
von Langen auf dem Felde nicht, man 
mufs mit Hülfe von Winkelmessungen 
die meisten berechnen. 

Es ist sehr zu beklagen, daß für den 
jetzt so allgemeinen und über den gan- 
zen Erdball verbreiteten Verkehr so sehr 
viele verschiedene Längenmaafse existi- 
ren, um so mehr, da deren Quadrate 
und Kuben auch die Verschiedenheit in 
den Flächen- und Körpermaafsen hervor- 
bringen und mit letzteren zugleich die 
Verschiedenheit der Gewichtsmaaße. So 
z. B. war das gesetzliche preufsische Pfund 
der 66te Tbeil des Gewichts eines preu- 
ßischen Kuhikfufses destillirten Wassers 
bei 15° R. ln England ist noch jetzt das 
Gewicht eines englischen Kubikzolles de- 
stillirten Wassers von 62° F. bei 30 Zoll 
Barometerstand = 252,458 Troy-Grän. 

Es liegt dies in dem früheren Zustand 
der Abgeschlossenheit von Nachbarstaaten, 
und selbst benachbarter Städte eines 
Landes, und es hatte fast jede Stadt in 
jedem Lande ihre eigenen Maafse und 
Gewichte und somit auch ihr eigenes 
Längenmaafs. Namentlich sollen die üb- 
lichen Fufsmaafse in unzähliger Anzahl 
aus dem Alterthum herrühren: Griechen 
und Römer maafsen mit Fufsen, der Fufs 
wurde eingetheilt in vier flache Bä nd e 
( p a 1 m i ) zu vier Finger oder drei Daumen, 
also zu 12 Daumen oder 16 Finger, wel- 
ches bei den späteren Völkern die Ein- 
teilung in Zolle veranlaßt hat. Die 
Anzahl der verschiedenen Fufsmaafse tu 
Anfang dieses Jahrhunderts ging ins Dn- 
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glaubliche. Wenn jedes Land ton den 
Mannsfüfsen die mittlere Länge als Fufs- 
maafs genommen hat, so bähen die Por- 
tugiesen und die Franzosen die längsten, 
die Engländer die kürzesten Ffifse. Es 
scheint jedoch, als wenn man zugäng- 
liche Längen, z. B. den Umfang der Ring- 
mauer einer Landeshauptstadt zu Grande 
gelegt, und daß Provinzialstädte eben so 
verfahren und mit einer bestimmten run- 
den Zahl die Länge zu Füfsen einge- 
theilt haben, woher die Fnfse zwar sämmt- 
lich die ungefähre Länge eines Manns- 
fnfses, aber alle dennoch verschiedene 
Länge erhielten. 

Wenn dieser Uebelstand nun in neue- 
ster Zeit wenigstens darin vermindert 
worden , dafs jedes civilisirte Land zu all- 
gemeinem Gebrauch gesetzlich einge- 
führte Maafse nnd Gewichte hat, so bleibt 
immer noch die Unannehmlichkeit, dafs 
ein Maats auf das andere reducirt, werden 
mnfs und es ist solche Reduction um so 
unbequemer, als die verschiedenen Län- 
dermaafse in der Regel mit einander in- 
commensurabel sind. 

Für das einftufsreicbste Maafs: für das 
Längenmaafs ist dies ein Beweis, dafs 
die Regierungs -Intelligenzen bei Wahl 
ihrer Langen -Einheiten keine allen Erd- 
bewohnern ohne Ausnahme zugängliche, 
also in der Natur aufzufindenae Länge 
genommen haben , wie das destillirte Was- 
ser es für den Stoff ist, wobei aber für 
den gegenseitigen Verkehr auch einerlei 
Temperatur, am geeignetsten .1,5° R , 
die nahe dessen größte Dichtigkeit gibt, 
allgemein festgestellt sein sollte. 

Unter den älteren Längenmaafsen war 
am bekanntesten der Pied de roi und 
dessen sechsfache Länge die Toise, wel- 
che beide fast allen wissenschaftlichen 
Untersuchungen als Maafs zn Grunde la- 
gen. Woher der pied de roi stammt, 
weifs man nicht, die Maafse aller Länder 
sind aber mit dem pied de roi verglichen ; 
so auch unser pre u fsische r F u fs, der 
eigentlich gleichbedeutend mit dem ur- 
alten rbeinländischen Fufs und auch 
leich grofs mit diesem festgestellt wor- 
en ist. Dieser rheinländiscne Fufs ist 
aber wieder an vielen Orten verschieden 
gefunden und von Autoritäten als Schrift- 
steller von 137,5 bis 139,2 pariser Linien, 
erstere Zahl von Whitehurst, letztere von 
Picard angegeben worden. 

Um die Länge des rheinländischen Fu- 
fses für Preufseu ganz bestimmt festzu- 
stellen, hatte das Königliche Ober- Ban- 
Departement im J. 1771 diejenige Länge 
von 139,13 pariser Linien vorgeschlagen, 


welche Eisenschmid aus eigenen Un- 
tersuchungen als Länge des rheinländi- 
schen Fufses gefunden bat. Dieser rhein- 
ländische Fufs ist durch einen Directo- 
rialbefehl vom 28ten October 1773 in 
Preufsen eingeführt worden. Von der 
pariser Academie wurde ein genauer fran- 
zösischer Fnfsstock erbeten, und danach 
sind unter Aufsicht des Oberbauraths und 
Professors Lambert zwei Normalmaafs- 
stäbe , einer für die Academie der Wis- 
senschaften, der andere für das Oberbau- 
departement aneefcrtigt worden und nach 
diesen wieder Maafsstabe für Provinzial- 
behörden und Magistrate. 

Durch die Maafs- und Gewichtsordnung 
für die preußischen Staaten vom lGteu 
Mai 18 IG wurde nun dieselbe Länge von 
139,13 pariser Linien ureufsischerFufs 
genannt, und der Würfel dieser Länge 
ist der preufsische Kubikfufs, und das 
Gewicht desselben, aus destillirtem Was- 
ser von 15° R. bestehend, wiegt 66 ehe- 
malige preufsische Pfund. 

Zur gesetzlichen Bestimmung des eng- 
lischen Längenmaafses , des Normal- 
Yards gingen die Engländer selbststän- 
dig und ohne Beziehung zu dem pied de 
roi zu Werke. Es befand sich dort ein 
von Bird im Jahr 1760 aus Messing ge- 
fertigter in 36 Zoll eingetheilter Yard- 
maalsstab und es wurde festgestellt, dafs 
dieser Stab bei einer Temperatur von 
62° F die Länge des Imperial-Yards 
sein sollte. Um ferner dieses Yard für 
den Fall, dafs der Normalmaafsstock ver- 
loren ginge, zufixiren, wurde durch eine 
Reihe von Versuchen die Länge des 8e- 
cundenpendels in der Höhe des Meeres- 
spiegels in der geographischen Breite von 
London im luftleeren Raum ermittelt, 
nnd es ergab sich dieselbe mit Hülfe des 
Normal-Yards zn 39,1393 Zoll, so dafs 
das Yard zum Seeundenpendel wie 
36 : 39,1393 sich verhält nnd dies Ver- 
hältnifs ist ebenfalls in der Parlaments- 
acte mit ausgesprochen worden. 

Das wichtigste Längenmaafs, weil 
es allgemein zn werden verspricht, 
ist das französische Meter. Das 
Meter ist der Zebnmillionste Theil des 
nördlichen Erdmeridianquadranten. Dem- 
nach scheint es, man könne voraussetzen, 
dafs ein Erdquadraut wirklich genau zu 
vermessen sei. Es ist dies aber eine 
mifaliche Sache, denn eine directe Mes- 
sung ist deshalb ganz unmöglich, weil 
man den Nordpol oder den Südpol nicht 
ersöulicb erreichen kann, abgesehen von 
en vielen anderen technischen Schwie- 
rigkeiten, die sich einer directen Messung 
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über Meere cntgegenstellen würden, und 
wieder abgeschenhiervon, weil circa 1350 
Meilen Länge Vermessung kein gut mög- 
liches Unternehmen ist. Noch kommt 
hinzu, dafs höchst wahrscheinlich die Erde 
kein vollkommenes Sphäroid ist, dafs also 
die Meridiane allesainmt von verschiede- 
ner Länge sind, und es resultirt hieraus, 
dafs das Meter keine in der Natur wirk- 
lich gegebene Länge sein kann, also von 
Rechtswegen keine Normallänge ist, 
und dafs das Meter nicht in das höbe 
Ansehen der Alleinseligmachung hätte 
kommen sollen. 

Die Ungenauigkeit des Meters hat aber 
das Gute, dafs inan in seiner Bestim- 
mung das Wort: .nördlich“ wegstrei- 
chen, dafs man das Meter als den zchn- 
millionsten Theil eines Erdmeridianqua- 
dranten festsetzen kann, so dafs die Be- 
wohner der südlichen Halbkugel einerlei 
Anrecht mit uns an ihm haben. 

Man darf jedoch zur Entschuldigung 
des Meters nicht übersehen, dafs cs aus 
der französischen Revolution hervorge- 
gangen ist, indem redliche Männer zu- 
gleich geistreich genug waren, der Na- 
tionalversammlung in verhüllenden Aus- 
drücken ein allgemeines ltevolutionsmaafs 
in Anregung zu bringen, blofs in der Ab- 
sicht, damit bei den Unruhen die Wis- 
senschaft nicht zu sehr leide. Dafs ein 
solches Maafs nur französischen Boden 
zu Grunde haben konnte ist natürlich: 
De Bonnai schlug vor die Länge des So- 
cundenpendels unter dem 45ten Grad 
nördlicher Breite, der sich durch Frank- 
reich von West nördlich über Bordeaux 
nach Ost südlich unter Grenoble hin- 
zieht. 

Die Academie, der die Begutachtung 
übertragen wurde, zog es vor, dafs etwas 
Ausgezeichneteres geschehe und es ent- 
standen die berühmten französischen Grad- 
messungen von Dünkirchen bis Barcelona, 
beide 8tädte ziemlich nahe dem durch 
Paris gehenden 20ten Meridiangrad lie- 
gend; Dünkirchen am Pas de Calais, Bar- 
celona am mittelländischen Meere und 
es wurde in Folge der Messungen und 
Berechnungen , nachwolchenaasMo- 
ter 443,22487 bis 443,328 französische 


Linien schwankte, mittelst Decret 
vom litten Frimaire im Jahre der Repu- 
blik 8 das Meter auf 443,298 französische 
Linien festgesetzt. 

Das Meter ist also ebeu so ein Maafs 
par ordre wie der preufsische Fufs und 
anderer Länder Fufse, allein es sind doch 
Meridianmessungen ihm vorangegangen. 

Gehen die Gradmessungen verloren, 
aus welchen das Meter als eine nähe- 
rungsweise Länge berechnet worden ist, 
wie die englische Regierung von ihrem 
Yardmaafs gefürchtet hat, und die Be- 
rechnungen selbst, so ist auch das Meter 
verloren; die vorhandenen Normalmaafs- 
stäbe sind schwer zu revidiren und es 
können Zeitereignisse eintreten, durch 
welche unsere Nachkommen über die 
Länge des Meters ebeu so nngewifs sind, 
wie wir heut über die Längen der alten 
griechischen und römischen Maafse. 

Ein Normallängemuaafs, welches 
allen Erdbewohnern gleichgeltend ist, zu 
welchem alle Erdbewohner ein gleiches 
Anrecht haben ist von grofser Wichtig- 
keit. Es ist hierzu das geeignetste Maafs 
offenbar die Länge des Secundenpendels 
am Meeresspiegel in der Aequatorebene. 
Es ist diese Länge eine constante Länge, 
und wenngleich mit Anstrengung von 
Fleifs und Aufmerksamkeit, aber jeden- 
falls zu allen Seiten aufzufinden. Zu 
Mittag ist die gröfste flitze; hier wird die 
Pendelstange am längsten; die Schwin- 
gungen geschehen langsamer; die müh- 
samen Thermometercorrecturen bei gro- 
fsen Temperaturunterschieden werden 
vermieden, wenn man nur bei Nacht ar- 
beitet, wo die Temperatur constanter ist. 

Schwingt das Pendel in einer Minnto 
61 mal, so wird es dnreh die Mikrometer- 
schraube länger gemacht, schwingt es 
nun in zwei Minuten 119 mal, so wird 
es wieder kürzer gemacht, und so gehen 
Versuche und Correcturen fort bis das 
Pendel in 12 Stunden von Sonnenunter- 
gang bis Sonnenaufgang seine richtige 
Anzahl Schwingungen macht, und die 
kürzeste Länge des Secundenpendels der 
Erdoberfläche, das Normallängen- 
maafs Dt mit Hülfe thermnmetrischer 
Correcturen factisch gefunden. 


•) Anmerk. Dünkirchen hat 51° 2' 9” nördliche Breite. 

Barcelona hat 41° 21’ 44" . . 

Lingo des vermessenen Bogens 9° 40' 25" nördliche Breite. 

Dünkirchen hat 0° 2' 23" östliche Länge. 
Barcelona hat O 3 10’ 18” westliche Länge. 

Länge des vermessenen Bogens 0° 12’ 41” Länge. 
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Es beträgt diese Pendellinge etwa 39 
engliche Zoll = 0,99068 Meter; sie ist 
also mit der Meterlänge sehr nahe über- 
einstimmend. Es hat nämlich Sabine 
das Secnndenpendel auf St. Thomas in 
dem Meerbusen von Guinea unter 0°24'42" 
nördlicher Breite durch Beobachtungen 
zu 39,02074 englische Zoll bestimmt. 
Dies sind, da der englische F ufs = 0,3047945 
Meter hat, 0,99148 Meter. Unter dem 
Aeouator mufs das Pendel nun eine Klei- 
nigkeit kürzer sein. 

LAngennnterschiede zweier auf der 
Erdoberfläche befindlichen Orte mifst man 
mittelst einer genau richtig gehenden 
Taschenuhr. Ist in dem Ort R der wahre 
Mittag um n Minuten früher odor später 
als in dem Ort A , für welchen die Uhr 
richtig geht, oder auch nur als in dem 
Ort A nach derselben Uhr der wahro 
Mittag angezeigt wird, so liegt im ersten 
Fall der Ort R um 1« Grade östlicher, 
im zweiten Fall um 1« Grad westlicher 
als der Ort A. 

Last ist zunächst eine Masse , welche 
vermöge ihres Gewichts auf eine Unter- 
lage drückt; hiernächst eine Masse, deren 
Ort geändert werden soll. Im ersten 
Fall ist die Last als eine Kraft zu be- 
trachten, und die gedrückte Unterlage 
setzt ihr durch ihre Festigkeit einen de- 
ren Druckkraft gleichen Widerstand ent- 
gegen, so dafs statisches Gleichgewicht 
statt findet. Im zweiten Fall ist eine 
Kraft anzuwemlen um die Last fortzu- 
schaffen. Soll die Ortsändernng (Bewe- 
gung) senkrecht aufwärts geschehen, dann 
mufs für's Gleichgewicht die Kraft, in 
Gewichten ausgedrückt, der Last gleich 
sein. Bei der geringsten Vermehrung 
der Kraft geschieht Bewegung. Ist die 
Richtung eine andere, so ist eine nnr 
geringere Kraft zu Gowältigung der Last 
erforderlich (s. „Kraft, Kräfte im 
Gleichgewicht“). 

Lehrsatz, (Theorem) ist ein Satz, des- 
sen Wahrheit nicht unmittelbar erkannt 
wird, sondern erst aus der Verbindung 
anderer schon als wahr erkannter Sätze 
hergeleitet werden mufs. Diese Herlei- 
tung heifst der Beweis (s. d.) 

Leudtoeder ist das erste Ikositetrae- 
der. S. d. mit Fig. 722. 

Leacltoid ist das zweite Ikositetraeder; 
es kommt fast nur in Combinationen vor. 

Libelle, Wasserwaage, dient zur Uo- 
rizontalstellung von Mefsinstrumenten, 
besonders von Mefstischen; dann aber für 
alle Winkelmesser und die mit Fernröh- 

IV. 


ren versehenen Niveiiirinstrumente. Die 
Libelle besteht aus einem Gefäfs, welches 
man voll Alkohol gielst, bis auf einen 
kleinen Kaum für eine Luftblase, die darin 
verbleibt. 

Hat nun das Gefäfs einen genau ebe- 
nen Boden, der Glasdeckel eine flach ge- 
krümmte Form, deren höchste Stelle ge- 
nau lothrecht über dem Mittelpunkt des 
Gefäfsbodens sich befindet, so liegt die- 
ser Boden und mit diesem zugleich die 
mit ihm vereinigte Plattenoberfläche des 
Mefsinstruments in einer genau horizon- 
talen Ebene; weshalb auch jener der 
Luftblase zukommende Normalpunkt mar- 
kirt ist. 

Die für Mefstische gefertigte Libellen 
haben die Form (Fig. 797) einer Dose, sie 
heifsen Dosenlibellen, und sie sind 


Fig 797. 



in dieser Form deshalb geeignet, weil 
eine Ebene, die Ebene des Mefstisches 
horizontal sein soll. Für Winkelmesser 
nnd Niveiiirinstrumente mit Fernrohren 
ist die Form (Fig. 798) einer Röhre zweck- 
mäfsiger, weil eine Linie, nämlich die 


Fig. 798. 



Visirlinie oder deren Horizontalprojection 
waagerecht liegen soll. Eine solche Röh- 
renlibelle hat eine zwischen Theilstri- 
chen markirte Stelle für die Normallage 
der länglichen Luftblase, und deren Aie 
ist nnd verbleibt in der durch jede be- 
liebige Visirlinie befindlichen lothrechten 
Ebene. 

Libration. Hiermit bezeichnet man 
die verschiedenen schwankenden Bewe- 
gungen des Mondes. 

Limbas ist der bei Wiukelmefsinstra- 
menten eingetheilte feste äufsere Rand. 

Linearisch ist was sich auf Linien be- 
zieht, wird von Zahlen und Zahlengröfsen 
gesagt, weil man dieselben auch geome- 
trisch construirt. Die bekanntesten Zah- 
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welche allgemein gezeichnet der Elementsrgeometrie. üeraaa- 


werden, sind die goniometrischen , woher 
man dieselben auch noch immer trigono- 
metrische Linien nennt. Man nennt einen 
als Linie aufgetragenen Sinus, Cosinus 
u. s. w. einen linearischen Sinns, 
Cosinus u. s. w. 

ln der analytischen Geometrie werden 
geometrische Constructionen durch Al- 
gebra erst tu Formeln entwickelt und 
nach diesen geometrisch construirt. Man 
nennt daher eine Aufgabe, welche durch 
Schneidung und Zusammensetzung von 
geraden Linien gelöst wird, eine linea- 
rische Anfgabo. Zahlen (Buchstaben- 
gröfsen), die geometrisch dargestellt eine 
erade Linie geben, sind linearische 
ah len; es sind dies also alle Buchsta- 
bengrülsen in der ersten Potenz. Aus 
diesem Grunde heifsen auch Gleichun- 
en zwischen Veränderlichen, in welchen 
ie eine nur in der ersten Potenz vor- 
komrot, linearische Gleichungen. 
Desgleichen sind linearische Diffe- 
renzialgleichungen, in welchen eine 
Veränderliche und deren Differenziale nur 
in der ersten Potenz erscheinen. 

Linie. Deren Begriff ist, wenn er da- 
für gelten soll, schon in dem Art.: »Ge- 
rade Linie“ gegeben. Sie ist eine 
Raumgröfse von nur einer Abmessung, 
ihre Theile liegen daher hinter, nicht 
neben einander; sie entsteht durch die 
Bewegung eines Punkts. 

So wie der Punkt, ein im Verschwin- 
den begriffener begrenzter Raum, die 
Grenze eines Ranmes Ton nur einer Ab- 
messung, tob der Linie ist, so ist die 
Linie als im Raum Ton nur einer Ab- 
messung, die Grenze des Raumes von 
zwei Abmessungen, die Grenze der 
Fläche (s. d). 

Aus dem Grunde, dafs der Punkt die 
Grenze der Linie ist, schneiden sich zwei 
Linien nur in einem Punkt, der nun 
als der gemeinschaftliche Grenzpunkt Ton 
vier Linien betrachtet werden kann. 

Linien sind entweder gerade oder 
krumm. 

Gerade Linien decken sich; zwischen 
zwei Punkten ist nur eine gerade Linie 
möglich ; eine gerade Linie ist durch zwei 
in derselben liegenden Punkte der Lage 
nach bestimmt. 

Die Beziehung zwischen gerader Linie 
und Ebene, s den Art. «Ebene*. Die 
geometrischen Constructionen, die gera- 
den Linien unter sich und mit Kreisli- 
nien betreffend, siehe den Art. ,Con- 
struction“ 1. Constructionen aus 


lytische ibeil Oer gerauen uo», «» 
Stimmung derselben durch Coordinaten- 
und Polargleichungen , s. Art. «Cur- 
ven* IL, Bd. 11., pag. 170 bis 172 mit 
Fig. 526 bis 531. Der analytische Iheil 
der krummen Linien ist der Gegenstand 
der Art. «Curren und Curvenlehre*. 

Linien, goniometrtsche, sind die durch 
gerade Linien dargestellten goniometn- 
schcii Functionen: SinuB, Tangente n.s. w. 

Linsen, Linsengläser sind zunächst 
Gläser in der Form einer Linse, dereu 
beide Oberflächen die Form Ton Calotton 
haben, die zu gleich und ungleich gre- 
isen Kugeln gehören können, aber von 
gleichen Grundflächen, so dafs beide Ca- 
fotten Ton einen: scharfen Kreisrand be- 
grenzt werden, durch dessen Mittelpunkt 
lind normal auf dem Rand die zu den 
Calotteu gehörenden Kugelmittelpnnkte 
liegen. 

Die Gläser werden angewendet, um 
mittelst der Brechung Wodurch gehender 
Lichtstrahlen (s. die Art. »Ablenkung 
des Lichtstrahls, Brechung der 
Lichtstrahlen“) Ton Gegenständen 
Tergröfserte oder verkleinerte Bilder her- 
vorzubringen oder durch Vereinigung der 
Sonnenstrahlen auf einen sehr kleinen 
Raum Brandhitze zu erzeugen. 

Aufser der Linsenform werden den 
Gläsern davon abweichende Formen ge- 
geben, je nachdem der Zweck ihrer An- 
wendung ist. Es erhalten beide Ober- 
flächen auch hohle Calottenflächen , an- 
dere eine erhabene und eine hohle, noch 
andere eine ebene Fläche und eine hohle 
oder erhabene Calottenfläcbo. Dennoch 
haben auch diese von der Linsenform 
gauz abweichende Gläser den Namen Lin- 
sen und heifsen je nach ihrer Form: 
convex - convexe oder biconvexe 
Gläser, concav-concave oder bicon- 
cave Gläser, plan-convexe, plan-concave 
Gläser; die convex -concaven Gläser wer- 
den Menisken genannt. 

Indem Art. »Brennglas“ ist theo- 
retisch die Wirkung eines biconvexen 
Glases auf die Erzeugung der Hitze nach- 
gewiesen und am Schlots mit Beziehung 
auf No. 4 die Theorie auf ein plan-con- 
vexes und auf ein concav-convcxes Glas 
ausgedehnt worden. 

In dem Art. »Brille“ ist theoretisch 
die Wirkung der biconvexen Brille nach- 
gewiesen für Personen, welche nahe be- 
findliche Gegenstände erkennen wollen 
und die der biconcaven Brille zu Erken- 
nung ferner Gegenstände. 
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Der Art. „Astronomisches Fern- 
rohr“ zeigt die Wirkung zweier bicon- 
vexen Gläser, das eine als Objecliv- 
glas, das andere als Oc ul arg las, hcido 
Gläser so mit einander fest verbunden, 
dafs deren Axen in einerlei geraden Li- 
nie liegen und beider Brennpunkto in 
einem Punkt Zusammenfällen. 

In dem Art. „Fernrohr“ ist zunächst 
die Wirkung zweier Gläser, eines bicon- 
vexen Objectivglases und eines biconca- 
ven Ocularglases nachgewiesen, die eben 
so wie bei dem astronomischen Fernrohr 
zusammengestellt sind. Der gemeinschaft- 
liche Brennpunkt beider Gläser fällt vor 
das Ocuiar, anfserhalb des Kohrs. 

Hierauf erfolgt die Zusammenstellung 
der terrestrischen Fernrohre mit drei und 
vier unter einander vereinigten bicon- 
vexen Gläsern. 

Es ist bei den so eben gedachten In- 
strumenten zu beachten, dafs bei den bei- 
den Fernrohren, dem Keplersehen und 
dem Galileischen , die zu beobachtenden 
Körper Gestirne sind, also Körner, die 
äufserst weit entfernt sich befinden und 
eine unermefsliche Menge von Lichtstrah- 
len dem Objectiv Zufuhren. Dasselbe 
findet beim Brennglase statt, für welches 
die Sonne der leuchtende Körper ist. Bei 
den terrestrischen Werkzeugen befinden 
sich die zu beobachtenden Gegenstände, 
mit Gestirnen verglichen , äufserst nahe, 
und es sind nur Gegenstände von ge- 
ringer Ausdehnung, oft nur einzelne sehr 
kleine Flächen. 

Literal&lgebra begreift die in Buch- 
stabenausdrucken gegebenen algebrai- 
schen Aufgaben. 

Literaigleichongen sind die in Buch- 
stabengröfseir gegebenen Gleichungen. 

Loc&lhorizontal-Parallaxe, s. u. . A e q u a ■ 

toreal-Parallaxe 

Locomotlven. Diese üben ihre Zug- 
kraft nur dadurch, dafs sie mit ihrem 
bedeutenden eigenen Gewicht ihre beiden 
Treibräder belasten, und dafs diese ge- 
en die Schienen in der gleitenden Rci- 
ung eine feste Stütze finden, während 
die Lastwagen nur die viel geringere 
gleitende Reibung als Widerstand ent- 
gegensetzen. 

Die überhaupt zn überwindenden Wi- 
derstände eines Eisenbahnzuges werden 
den Versuchen und Beobachtungen zu- 
folge angegeben: 

_1. Die Reibung der Radachsen 
Bämmtlicbe r Wagen des Zuges. 



wo ii der Reibnngscocfficicnt 0,05; d der 
Durchmesser des Zapfens, D der der Rä- 
der, Q das Gewicht der Wagen mit Aus- 
schlufs der Räder bedeutet. 

2. Die Reibung der Uädor auf don 
Schienen. 

wo /j , den Reibnngscoefficient = 0,001 ; 
q das Gewicht der Räder und Achsen be- 
deutet. 

3. Dio Schwerkraft bei Ueber- 
Windung von Steigungen. 

/*, = (^ + q) »in « 

wo n der Elevationswiukel der Steigung 
ist 

4. Der Luftwiderstand. 

P, = 0,0625 m • t* • F 

wo e die Geschwindigkeit des Wagenzu- 
ges, F die dem Winde entgegenstehende 
Fläche des Zuges und m ein von dem 
Verhältnifs der Wagenlänge zu deren 
Querschnitt und den gegenseitigen Ent- 
fernungen der Wagen abhängiger Coef- 
ticient 1,10 bis 1,43. Pamhour bestimmt 
F aus der Summe S särumtlicher Wa- 
en incl. Locomotive und Tender; für 
en ersten 70 □Fufs und für jeden fol- 
genden 10 □Fufs, mithin F’=10(S+6) 
□ Fufs. 

Die Summe der Widerstände ist 

P, + P, + P, + /*.- 

llarding gibt folgende mit der Erfah- 
rung stimmende Formel für die erforder- 
liche Zugkraft der Locomotiven in eng- 
lischen Pfunden für jedes Ton 

F* 

P= 5,9964 + 0,3335 • F + 0,002567 - F 

wo /’ die Zugkraft, V die Geschwindig- 
keit des Zuges per Stunde in englischen 
Meilen, Q das Gewicht des Znges in Tons 
und F die Widerstandsöäche in □ Fuis 
bedeuten. Z. B. ein Zug hat dio Ge- 
schwindigkeit V = 6 preufs. Fufs, per 
Stunde = 28,0833 engl. Meilen, dessen 
Gewicht sei 4000 ZolT-Centner = 196,84 
engl. Tons, die Widerstandsfläeho =250 
preufs. CFufs = 265 engl. QFufs, so ist 
die Zugkraft pro Ton in englischen Pfun- 
den 

5,9964+9,3658 + 2,7255= 1 8,0877 engl. Pfd. 

Die gesammtc Zugkraft für den Zug 
= 18,0877 X 196,84 = 3560,4 engl. Pfünd 
= 3230 Zollpfuud. 

Löwe, Astr. (J )). Das fünfte Uim- 
melszeichen der nördlichen Halbkugel, 
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fingt 30 Grad vom 8ommerwendepunkt, 
am End« des Kreta« an und endet am 
Anfang der Jungfrau, 60 Grad vom Som- 
merwendepunkt. 

Logarithmen sind die Stellenzahleu 
einer geometrischen Reihe, die narb den 
Potenzen einerbeliebigen Zahl, derG ru nd- 
zahl fortschreitet. Ist z. B. die Reihe: 
A, A*. A*, A l .... A" 
so ist A die Grundzahl, Basis und 
die Zahlen I, 2, 3...» sind Logarithmen. 


Nämlich 1 ist der Logarithmus von A\ 
2 der Log. von A’, i« der Log. von A“. 

Die Logarithmen sind also zugleich die 
Exponenten einer Zahl , diese als Potenz 
einer gegebenen Zahl A betrachtet 

Wie die Glieder der Reihe eine geo- 
metrische, so bilden deren Logarithmen 
eine arithmetische Reihe. 

Man kann die Reihe rückwärts fort- 
setzen; dann erhält man 


A~ a , A- 3 , A \ A s , A', A>, ....A" 

Deren Logarithmen 'sind der Reihe uach und unabhängig von der Gröfse der 

Basis 

- 1, -(«- 1)....'- 2, - 1, 0, I, 2, 3 .... ». 


Um ans einem Gliede ein nächst vor- 
hergehendes zu finden hat man es durch 

die Grundzahl zu dividiren. j = A*; 

eben so = A° = 1. 

Bei jeder beliebigen Grundzahl also ist 
der Log. der Basis — 1 , der Log. von 1 
= 0. Ist die Basis > 1 , so haben alle 
Zahlen gnilser als 1 positive, alle Zahlen 
kleiner als > negative Logarithmen. Ist 
die Basis < I, so haben alle Zahlen < 1 
positive, alle Zahlen > 1 negative Lo- 
arithmen Der Log. von 0 ist = ± *> , 
. h. Null hat keinen Log. Die Zusam- 
menstellung der Logarithmen mit ihren 
Zahlen in Beziehung auf eine bestimmte 
Basis heifst ein Lo ga ri Ihm ens yst e m 
und man erhält so viele Systeme als Ba- 
sen man annimmt. 

Der Art. Briggsche Logarithmen 


hat schon den Nutzen und die Anwen- 
dung der Logarithmen dargethan, und 
es kann demnach zum Bedürfnis des 
practischen Rechnens kein anderes Sy- 
stem geben, als das unserem dekadischen 
System zugehörige dekadische Logarith- 
mensystem , das System dessen Basis 
= 10 ist. 

Der Art. .Basis eines Logarith- 
mensystems* zeigt noch die Begrün- 
dung eines zweiten Systems, welches ans 
wissenschaftlichen Gründen, nämlich weil 
der Modul = 1, das einfachste System ist 
und daher auch das natürliche Lo- 
garithmc nsystem genannt wird. 

2. In dem Art. Basis eines Logarith- 
mensystems sind nun folgende Formeln 
entwickelt. 

Der Logarithmus einer Zahl o, wenn 
die Basis des Systems 6 ist, 


. = + •••• 
^ (i - I) - j (4 -!)»+*(*- I)»-.." 


(>) 


Der Modul des Systems also 

" = TP *(»-»+ 1 (*- 1 j’-. • • (2) 

3. Beide Formeln sind zu numerischen 
Berechnungen nicht anzuwenden. Durch 


Umformungen aber gelangt man zu brauch- 
bareren Formeln. 

Setzt man zuerst a — 1 = x, so ist 
« = 1 j- *. Man erhält, diesen Werth in 
Gleichung 1 eingeführt, und für 1 divi- 
dirt durch den Nenner = <M gesetzt: 


log (1 + x)= M [ar- }a-’+ i** - |* 4 + ] (1) 

Nimmt man den negativen Werth von x, so hat man 
log{l-x)=- Af + (2) 

Die zweite Gleichung von der ersten abgezogen gibt 

log (1 + jr) - log!} - x) = log = 2:1/ (x + J a 5 + .1 x* -|- ) z 7 ....) (3) 

Diese Gleichung ist schon deshalb geeigneter zu Berechnungen, weil in der 
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Reihe nur positive Vorzeichen sind, allein . . I 

sie convergirt nicht, und es kann dies ld-i y _y+l 

nur geschehen, wenn x in einen ächten Dann istj-^-^ = T = *— T 

Brach umgestaltet wird. Man gelangt 1 9 

t y 

daau, wenn man unmittelbar x — — setzt. nn( j man jj a { 

/oj^i = /oj(y+l)-ioj(y-I) = S.w[y + ij + i-, + ...] (4) 

4. Hat man also den log von einer sehen, oder denselben = 1 gesetzt, so dafs 
Zahl y-1 gefunden, so kann man aus die Logarithmen natürliche sind, hat man 
dieser Formel 4 den log (y + \) finden. -ans Gi. 4: 

Denn vorläufig von dem Modnl M abge- 


l09»(y+ 1) = /oj»(»-0+ + 3P + gp + ^r+---) (1) 

Nun ist log 1 = 0; für y = 2 ist y - 1 = 1 nnd y + 1 = 3. Demnach ist 

'<*»3 = 3 ( j T + 3Tä*+ 5T* + 7Tä' + ) 


Um dies Beispiel practisch auszufüb 
ren ist 

4- = 0,50000 00000 
2 ’ 

-i— = 0,04166 66667 
3-2* ’ 

— = 0,00625 00000 
5-2» 

- 1 --, = 0,00111 60714 
7.2’ 

— i- = 0,00021 70139 
9-2* 

’ a ri = 0,00004 43892 

13 V 2 r. = ö. 00000 33900 
Latüä~0,54930 35312 


Transport 0,54930 35312 

15 ' 2 '» = °’ 00000 30345 

— i-= = 0,00000 04488 
17 • 2 17 

— = 0,00000 01004 
19 • 2'* 

— ?— = 0,00000 00227 
21 • 2 ” 

* a = 0,00000 00052 
23-2” 

— = 0,00000 00003 

25 • 2*__J 

Sum ma 0,54930 61431 
Mithin 

logn 3 = 1,09861 22862 
Nun findet man logn 2, denn man hat 


l,(3 + l)=(s(3-l) + j({ + ji i+f l i + ...) 

oder l»4 = ln 2 + 2 (y + gy 3 ~,+ ~. + .-) 


Es ist aber In 4 = 2 ln 2 ; mithin ent- , _ , , _ 2p 1 

steht s0 hat man 1 + 


...) 


U2 = 2(-i- + 5 -L + r 4r.+ 


1 3 ' 3 • 3* ~ 5 • 3 S 

5. Man kann, wie Vega angiebt, die 
Reihe noch convergirender erhalten: 


2p»- 1 
p* — 1 

1 -x = 2- 


Nun hat man 


2p*- 1 


In 


Denn setzt man für x den Werth 


1-f* . 
1 —x 


In 


V 

2p»- 1 


- (n2 


2p*— 1 aber auch nach No. 3, Formel 3 


2p* — 1 
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. 1 +* 

/ 

i i 


1 

\ 


'"r L - = 

1 —X 

*( 

x + ä? 

+ 

Sr» + ‘ * 

) 

Mithin In 

2p> 

—f In 2 

P’ 

l*= 2 ( 

1 

+ 4 + 

1 


2 p* — 1 

2p> 

- i \ 

X 

3x* T 

bx* 

woraus reducirt 

2 In p — In i 

y ■ 

-i)= 2 ( 

l 

X 

+ 3x» + 

1 

ÖJr* 


Mithin wenn man (p* - 1) = (p + 1) (p - l) setzt : 
p = i (p + 1) + 1» (p - 1)] + ■ • ■) <»> 

Setzt man in diese Gleichung zuerst p = 2 und dann p = 3, so erhält man 
/n2== i M3 + l/»l + (i- + r L ä +-l f5 + ...) 

h«-**,4 + **.t+(l +r » 51+ -L |+ ...) 

oder redncirt und geordnet 

l»2 = i/»3+(I + ^, + F i f5 + ...) 

I» 2 _ | tu 3 - i (— + _- s + 6 17 , + • . .) 
woraus, die erste ton der zweiten abgezogen 

f* 3 = 4 (— + gTJyi + ...)+ 6 (-i- + g^j + + • • ■) (2) 

Diesen Worth in eine der beiden letzten Gleichungen gesetzt 

,n2 ~ 2 (l7 + 3 ■ 17* + ' ’ + 4 ( 7 + 3 • 7» + 5T7*’+T7.) ® 


Hat man log 2, log 3 und hierzu lag 5 
gefunden, so erhält man 
In 10 = logn 2 + logn 5 = 2,30258 50929 (4) 
6. Gezeichnet man die von x abhän- 
gige Gröfse, welche mit dem Modul M 
multiplicirt den log Ar von x ergibt, mit 
(fx, so ist 

log Ar x = M • tfx 
lo gn x = tfx 

Hieraus folgt JH = r - rn 

logn x 

D. h. Der Modul des Brigg’schen 
8 yste ms ist gl eich dem Brigg schon 
Logarithmus irgend einor Zahl di- 
vidirt durch den natürlichen Lo- 
garithmus derselben Zahl. 

Setzt man in Formel 1 für x die Zahl 
10, so hat man 

* = 5 10=2,30258- = °’ 43429 44819 - <*> 
Setzt man in Formel 1 für r die Ba- 
sis e der natürlichen Logarithmen 
so hat man M = log br e = 0,43429 ... (3) 
Es ist also der Modul desBrigg- 
schen Systems = dem Brig. Lo- 

garithmus der Basis des natürli- 
chen Systems. 


Man erhält zugleich diese Basis r, wenn 
man den zum Logarithmus 0,43429 . . . 
gehörenden Numerus tindet. 

ln dem Art. .Differenzial* , No. 18, 
pag. 265 , ist für diese Basis die Formel 
entwickelt: 


* 2 + (2) ' (3) + (4) + ■••■(„) (4) 

Die Ausrechnung ist sehr einfach : man 
erhält 


2 = 2,00000 00000 

= 0,50000 00000 


( 4 - = 0,16666 66667 
= 0,04166 66667 


— = 0,00833 33333 

(») 

--=0,00138 88888 


= 0,00019 84127 
* = 0,00002 48016 

w 

Latus 2,71827 87698 
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Transport 2,71827 87698 

— = 0,00000 27557 
(9) 

— = 0,00000 02766 
( 10 ) 

= 0,00000 00251 

(11) 

-i- = 0,00000 00021 

( 12 ) 

— . = 0,00000 00002 
(13) 

Summa « = 2,71828 18285 
7. Setzt man in No. 3 , Formel 1 , für 
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log (1 + x) diesen Logarithmus = y, so hat 
man die Reihe 

y = *-iar* + ix*-ix 4 + ... 
nnd wenn man diese mit Hälfe der un- 
bekannten Coefficienten nmkehrt, nämlich 
wenn man schreibt 

* = Ay + fiy 3 + <V + .. . 
und die Coefficienten A , B , C , . . ent- 
wickelt (s. , Arcus“ , No. 9, pag. 110), 
so erhält man die Formel, ans welcher 
man den Numerus x bei gegebenem log x 
= y findet. 

Man erhält nämlich bei Anwendung 
des binomischen Satzes 


x — Ax — 1 Ax 3 + jAx 3 — \ Ax* + LAx 5 •••■ 

+ fix 3 -fix 3 +(l + i)fix 4 -(* + i)Bx s + .... 

+ Cx» - \Cx 4 + (J + l)Cx 4 -.... 

+ fix» - 2 fix* 

+ Ex* 

Hieraus 0 = (A - 1) x + (® - M) x* + (JA — fi + C)x »-|-(- 1 A + üB- JC+ D)x 4 

+ (JA- JB + JC-2Ö + £)■»* 

Jeden einzelnen der Coefficienten 
gesetzt giebt 
A = 1 


C *1.2.3 


= 0 


° = 24 = r 


■ 3 - 4 
1 


120 1 • 2 • 3 • 4 • 5 


U. 8. W. 

Mithin ist 


oder 


y 3 

' = » + 7^2 + 


_»!_+ £ + £ _ + 

1.2.3 T 1.2-3-4 1-2.3-4.5 


, , (Mx)*,(f»x) 3 (0.x) 4 


Q»x) m 

(n») 


8. Ist von einer Zahl x der natürliche 
Logarithmus gegeben, so erhält man aus 
No. 6, Formel 1 den Brigg'schen Loga- 
rithmus 

log br x = Jf I» x — 0,43429 ... x In x 
und ist der Brigg’sche Logarithmus ron 
x gegeben, 

logn X = y log br x = 2,30258 ... X log br x 

Logarithmische Linie oder Logis ti- 
sche Linie ist eine krumme Lime, de- 
ren Ordinaten zu Abscissen, welche nach 
einer arithmetischen Reihe fortschreiten, 
eine geometrische Reihe bilden. 

Ist Fig. 799 AX die Abscissenlinie , A 
der Anfangspunkt der Coordinateo, und 
man nimmt ron A aus auf derselben 


lauter gleiche aufeinander folgende Ab- 
scissenstücke AB - BD = DE . . . = o , so 
dals die Abscissen rou A aus: a, 2a, 
3a, ... na sind; errichtet in A auf AX 
eine Normale ron der beliebigen Länge 

b, ferner in den anderen Abscissenpunk- 
ten ebenfalls Normalen ron den Langen 

c, d, «... so dafs b :c = c:d = d:e — , 

dafs also - = — = ein constantes 
b e d 

Verhältnis ist, so liegen sämmtlicbe End- 
punkte der Ordinaten in einer logarith- 
miscben Linie. Nimmt man bei diesem 
coustanten Verhältnis b als die erste und 
c als die zweite Ordinate, so sind die 
Längen der Ordinaten dor Reihenfolge 
nach 
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die rechtwinklige Coordinatenglei- 
chnng 


y = b 


•(t Y 


und wenn man 6 = 1 setzt 

X 

»= c" 
oder y" = c x 
oder a In y = x ln c 

und fny = — Ine 

, , >t » 

*’ T’ 1 * 4 --t woran, ^ = ^ 8 * 

e- S “ 

wo——; die Ordinate y für die Abscisse /„ c /„ c — 

* * also =f= — y = e" 

na — x ist , indem A die Ordinate ist für ax a a 

die Abscisse = 0. Dieser Ausdruck bezeichnet zugleich die 

x . , Tangente des Winkels GHF = a, den die 

2. Schreibt man » — — , so hat man Tangente GH in H mit der Abscisse bildet. 

Hieraus ist die Snbtangente FH = j^-r = — — = ^ 

(§*) »-y 

welche mithin für jeden Pnnkt der Linie constant ist. 

Die Subnormale FJ = y • y 3 

Ol fl 

Die Tangente GH = j— ' "J i 4 . yj* 

Die Normale 0/ = y \ yj’ 

Für den Mittelpunkt der Krümmungskreise 

1 + y , ( 5 3t)’ 


Die Abscisse 


Die Ordinate 


Der Halbmesser 


_ a _ a 3 + y»(twc) 3 j 
a In c 


ln c 
a 

l ln c\* 


_ a «+y«(Mc)* 

y(t»c)> ~ S+ 






_ [a» + y»(l«c)>]* _ [ 1 + y3 Cq C )] 


oy (/» c)* 


/In e \ 3 


3. Zur Rectification der Curre hat man die allgemeine Formel Bd. II., pag. 191 : 


Mithin für diesen Fall die Lä nge vo n A bis Gi 


9y 
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Das Integral wird gelöst nach Bd. III., pag. 342, Formel 234, wenn man a — 1 ; 

( /ft c\ 3 

setzt, und man hat 


/ 


V' * Irrt’' 


= - ln 


3 > 


- • 6y = T A + (^r)’+ f 

ral ist nach pag. 

*/ J 


Dieses letzte Integral ist nach pag. 342, Formel 231 

I + 


Man hat demnach, wenn man den Factor 2 im Logarithmus mit zu der Con- 
stante rechnet 

' - ' [iMt'? - “ + c 

Für y = 1 wird 1=0, mithin hat man 

•■(£)• IV' + '• (* + V-+M)] * c 


Mithin rollständig 


,.- l . f ./, + (! e _',) , _ 1 / 1 1 ('")■_ 

4. Die Fläche zwischen b und FG erhält man mit Hülfe der allgemeinen 
Quadraturformel, Bd. II., pag. 192: F =fy 8x + C 
Für diesen Fall ist 

Für j = 4=l wird F = 0, daher roll- bei seiner Umdrehung um die Abscisse 
ständig AX beschreibt erhält man mit Hülfe der 

_ y— l allgemeinen Formel Bd. U., pag. 194: 

W) 

5. Die Oberfläche, welche der Bogen Für den vorliegenden Fall also 


W* + (V -)’ • V - -ß' + (t-)' • - 

Also das letzte Integral nach Bd. III., pag. 341, Formel 219 

' J \ Tßk>) 

Das letzte Integral nach Bd. III., pag. 341, Formel 227 
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F = 


-jij'-K'+iA *(?,)) 

Hieraus 

* = ^ ■ [* » fW ’)' + > pj '■(•'“ + f +1¥>T)] + * 

Die Constante wie in den vorigen Formeln; mithin vollständig und reducir 
n T |/. , l'n c \* ,/ . (In c\* , 1 * a ^ } ( « V I 

(t)T' L) (£) a-^r^J 


6. Den Körper, den die »wischen b, FG mit Hülle Bd. II., pag 195: 
und AF befindliche Ebene bei der Um- K = n 

drehung um AX beschreibt, erhält man Für diesen Fall ist 


bx 


A'=n/p».^ 9y = ?7 — /,8, = — y* + 




Mithin vollständig K = — — x (y’ + 1) 
2 _ 


Logarithmischer Maafs- oder Rechnen- 
Stab ist ein Maastab , der mit den natür- 
lich anf einander folgenden Zahlen be- 
schrieben ist, deren zugehörige Längen 
aber die Logarithmen der Zahlen sind. 
Der Anfangspunkt hat die Zahl 1 weil 


log 1=0 ist; log 1000 ist =3. Nimmt 
man nun irgend eine Länge zum Stabe 
für die Zahlen von 1 bis 1000, theilt diese 
in 3000 gleiche Theile, so erhalten hier- 
von die Länge von Anfang bis 


zur Zahl 100 = 2000 Theile, also 

. 200 = 2301 . von 100 bis 200 = 301 Theile 


„ „ 300 = 2477 „ 

, , 400 = 2602 . 

, , 500 = 2699 , 

u. s. w. 

Macht man nun in jedem Zwischen- 
raum 10 Abtheilungen, so erhält man 
die Längen der Logarithmen für die Zeh- 
ner, und theilt man diese wieder in 10 
Theile, die der Einer. Das Intervall zwi- 
schen den Zahlen 1 und 2 würde 301 
der gleichen Theile , das zwischen 999 
und 1000 nur 4 /'° der 3000 gleichen 
Theile lang sein. 

Hat man nun zwei solche Stäbe, so 
kann man mit denselben multipliciren 
und dividiren. Denn um 47 x 53 zu fin- 
den braucht man nur an den Theilstrich 
der Zahl 53 des einen Stabes den Null- 
punkt des zweiten Stabes anzulogen und 
auf dem ersten die Zahl abzulesen, auf 


200 , 300 = 176 . 

300 , 400 = 125 , 

400 „ 500 = 97 . 

welche die Zahl 47 des zweiten Maafs- 
stabes trifft. Beim Dividiren hat man 
zwei Maafse abzuziehen. Der Gebrauch 
solcher Stäbe ist jedenfalls von keinem 
Vortheil; sie sollen früher von Lehrern 
angewendet worden sein, um den Schü- 
lern die Eigenschaften der Logarithmen 
augenscheinlich zu macheu. 

Logarithmotechnie ist die Anweisung, 
Formeln zur Auffindung der Logarith- 
men aus gegebenen Zahlen und Zahlen 
aus gegebenen Logarithmen möglichst 
schnell auch möglichst viele Dezimalen 
darzustellen. 

Lsgistliche Linie, s. v. w. „Loga- 
rithmische Linie*. 
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Logometer, s. v. w. „Logarithmi- 
scher Maafsstab“. 

Longlmetrie hieb früher der erste Theil 
der Geometrie, welcher sich nur mit den 
Linien und deren Lagen untereinander 
beschäftigt; ihr folgte die Planimetrie. 
Den Systemen infolge, nach welchen die 
Geometrie Torgetragen wird, sind aber 
Longimetrie und Planimetrie nicht von 
einander in trennen. Euklids erster Lehr- 
satz ist schon ein Satz über die Con- 
gruonz der Dreiecke. 

Wenn man dagegen ein Lehrsystäm 
begründet, wie ich es in dom Art. Axiom 
am Schlnfs angeregt habe, dann ergibt 
sich eine vollständige Longimetrio, ohne 
dafs die Congruenz der Dreiecke oder an- 
dere planimetrische Gesetze zu Beweisen 
hinzngezogen werden müssen. 

Longitudinalschwingungen kommen 
nur beim Schall vor. 

Loth ist die geradlinige Richtung nach 
dem Mittelpunkt der Erde. Sämmtliche 
nahe an einander stehende Lothe auf 
der Erde sichtbar gemacht, bilden ver- 
längerte Halbmesser einer Kugel und 
durch Nivellements um die Erde be- 
stimmte Horizontalen würden eine Ku- 
geloberfläche erzeugen. 

Die Richtung eines Loths hoifst loth- 
reeht. Es geschieht nicht selten, dafs 
Linien und Ebenen, die rechte Winkel 
mit einander bilden, lothrecht auf ein- 
ander genannt werden. Besser und an- 

emessener ist es, diese Lagen mit win- 

elrecht oder normal zu bezeichnen. 

Ludolphsche Zahl ist die Zahl n — 
3,1415926.. . welche das Vielfache des 
Durchmessers als Länge des Kreisum- 
fangs angibt. Ludolpb von Ceulen hat 
diese Zahl zuerst auf 32 Decimalen be- 
rechnet, woher man sie nach seinem Na- 
men benannt hat. 

Luft, at mosphärische, deren phy- 
sikalische Eigenschaften s. in dem Art. 
„Aerostatik“, Bd. I., pag. 39. Menge 
und Geschwindigkeit der Loft bei Aus- 
strömungen in einen absolut leeren Raum, 
von dichterer Lnft in einen mit dünne- 
rer Luft angefüllten Raum, Füllung lee- 
rer und mit dünner Luft angefüllter Ge- 
fäfse durch dichtere Luft und bei ver- 
schiedenen Temperaturen nebst Zeitbe- 
stimmung, s. den Art „AnsflnTs der 
Luft“ Bd. I, pag. 230. Siehe ferner den 
Art. „Atmosphäre.“ 

Luftbild ist das Bild eines Gegenstan- 
des, dessen Strahlen von einem Linsen- 
glase aufgefangen, durchgelassen , dabei 


reflectirt und auf die durch dessen Brenn- 
punkt normal auf der Axo befindliche 
Ebene geworfon werden, welche in dieser 
Ebene das Bild ausmachen. 

Ist diese Ebene mit einer lichten ma- 
teriellen Fläche z. B. mit einem Blatt 
Papier versehen, so ist das Bild sicht- 
bar; ist die Ebene unbelegt, also eine 
freie Luftebene, so ist das Bild ansicht- 
bar und ein Luftbild. 

Fig. 91, Bd. I., pag. 143 ist ein Kep- 
ler'sches Fernrohr; ,V,V” ein sehr weiter 
Gegenstand, z. B. die halbe Vbllmond- 
scheibe im Durchschnitt. Von dieser 
Scheibe werden sämmtliche auf das Ob- 
jectivglas DE fallende Strahlen in die 
Ebene des Brennpunkts geworfen und 
dort zu einem verkehrten Luftbilde cn 
vereinigt. Da nun e zugleich der Brenn- 
unkt des Glases AH ist, so werden die 

trahlen des Luftbildes von AH aufge- 
fangen und dom vor AH befindlichen 
Auge vergröfsert sichtbar gemacht, (s. 
„Auge“ mit Fig. 116 und 117) indem 
das Luftbild auf der Netzhaut sich ab- 
spiegelt. 

Fig. 621 ist das Galileische Fernrohr 
mit demselben 0hjectivgla.se DE, das 
Ocularglas GH ist biconcav, und wenn 
dasselbe nicht vorhanden wäre, so würde 
in der Ebene C'C des zum Glase DE 
gehörenden Brennpunkts das Luftbild 
von NM wie in dem vorigen Fernrohr 
entstehen. Das Ocularglas aber empfängt 
die Strahlen vorher und reflectirt sie m- 
vorgirend für das vor GH befindliche 
Ange. 

In den Erdfernröhren, Fig. 622 und 
623 sind nm und »'»’ desgleichen die 
von dem Auge wahrgenommenen Luft- 
bilder des beobachtenden Gegenstandes. 

Luftdruck, s. die Art.: „Aerodyna- 
mische Gesetze, Aerostatik und 
Atmosphäre“. 

Lunatlou, s. v. w. Mondwechsel, und 
zwar entweder die Summe der aufeinan- 
der folgenden Mondphasen oder die Zeit 
von dem Anfang einer bestimmten Mond- 
phase bis zum Anfang derselben zunächst 
folgenden Phaso: z. B von Nenmond bis 
zum nächst folgenden Neumond. 

Lupe ist ein aus nur einem Glase be- 
stehendes also das einfachste Mikroskop, 
mit dessen Hülfe man kleine Gegenstände 
in vergröfsortem Maafsstabe sieht. Die 
Wirkung der Lupe wird durch den Art. 
„Brille“, No. 2, pag. 431 mit Fig. 262 
erklärt: Es ist dort nachgewiesen, dafs 
ein biconvexes Glas AH einen kleinen 
Gegenstand at, wenn er zwischen das 
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Glas und dessen Brennpunkt N gebracht 
wird, dadurch vergrößert, dafs er die von 
dem Gegenstände aufgefangenen Licht- 
strahlen divergirt, und dafs das Auge 
nun diese Strahlen geradlinig au einem 
größeren Bilde verfolgt. 

Es ist die Brennweite CJV des Glases 
mit f, die Entfernung Cc des Gegenstan- 
des ab von der Axe des Glases mit a 
und die Entfernung Cc' des entstehenden 
Bildes a'b' mit b bezeichnet, und Formel 
3 entwickelt 


4 = 


•f 


und — = 

f — a a f—a 

Nun ist aus ab ; a'b' = Cc : Cc’ 


Cc’ b 

a'b' = re .«b = ~(ab) 

d. h. die Vergröfserung ab’ beträgt 

das — fache = das - - fache. 

a f — a 

Je näher demnach a bei constantem f, 
also bei einer bestimmten Lupe dem 
Brennpunkt N gerückt wird, desto grö- 
fser erscheint er. 

Es ist -r— — = 1 + v-^— 
f-a f-a 

Hieraus geht hervor, dafs die Vergrö- 
ßerung um so bedeutender wird , je klei- 
ner man die Brennweite f nimmt, also 
je convexer die Lupe ist. 
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Maafs ist die Einheit zu Bestimmung 
der Grqfsen mefsbarer Gegenstände. Ein- 
heit und Vielheit können nur gleichartig 
sein, daher gibt es so vielerlei Maafse als 
Mefsbares. Die zu messenden materiellen 
Gegenstände sind in drei Dimensionen 
vorhanden, daher gibt es für diese Län- 
genmaalse, Flächen maafse, Kör- 
perm aafse (s. diese 3 Art ). 

In dem Art. „ Längen maafs* ist 
auch eines zu wünschenden allgemeinen 
Längenmaafses gedacht; d h. eines für 
sämmtliche Bewohner der Erde geltenden 
Nor mallängen ui aafses, und mit die- 
sem würde auch offenbar ein allgemeines 
Normalflächenmaafs und ein allge- 
meines Nor in alkörpor maafs gegeben 
sein. 

Wie das Maafs für Längen, so sollten 
auch die Maafse für messungsbedürftige 
Gegenstände anderen Characters Nor- 
mal maal.se sein. Zunächst das Maafs 
für Druckkräfte, das Gewichts- 
maafs, welches besonders hierher gehört. 
In dem Art. „Gewicht“ ist die Be- 
gründung eines Gewichtsm aafses 
möglichst auseinandergesetzt, und dafe 
die Wissenschaft schon lange ein auf dem 
Erdboden durchweg gleichgeltendes Nor- 
malge wicht, nämlich das speci fische 
Gewicht eingeführt hat. Dasselbe Rocht 
hat aber auch die Verkehrswelt in Be- 
ziehung auf die von derselben verlangte 
Kenntnifs des absoluten Gewichts einer 
Waare oder Sache. In demselben Art. 
ist n achgewie.se n , wie in den Ländern 
Prenfsen, Frankreich, England, Neapel 
und Rufsland die Normal-La ndesge- 
wichte bestimmt worden sind. 

Die Bestimmung eines Normalgewichts 


ist abhängig von zwei Elementen, näm- 
lich von dem Stoff der abgewägt wird 
und von dem Kubikmaafs, welches der 
Stoff ausfüllt. Alle Regierungen der ge- 
nannten Länder haben zum Stoff aas 
destillirte Wasser genommen, welches auf 
der ganzen Erde einerlei Gewicht hat. 
Warum aber in verschiedenen Tempera- 
turen? 

Preufsen 15° R. , Frankreich 3,5° R., 
England und Rufsland 62° F. = 13A° R., 
Neapel 12,95° R. Vielleicht sind diese 
Graae die mittleren Temperataren der 
Länder, die der Hauptstädte sind es 
nicht. Denn die mittlere Temperatur 
in Berlin ist 9,1 C. = 7,28° R. , in Lon- 
don 10,8 C. = 8,64° R. Neapel hat eine 
viel grölsere mittlere Temperatur und 
nimmt die des Quecksilbers am gering- 
sten. Für die Temperatur des Wassers 
sollte 3,5° R. wie in Frankreich zu Grunde 
liegen , wobei es die grüfste Dichtigkeit 
hat. 

Ferner hat jede der Regierungen den 
Würfel eines ihrer Landes-Längenmaafse 
zu Grunde gelegt, und es darf nur ein 
und dasselbe Kubikmaafs sein, wozu der 
Würfel eines allgemeinen Normal -Län- 
genmaafses zu nehmen sein würde. 

Das Maafs für die Zeit, s. den Art. 
„Kalender“. 

Maafse, französische, s. u. „ Decimal- 
maafs*. 

Maafsstäbe sind Stäbe, deren Längen 
eine bestimmte Menge von gesetzlichen 
Längeneinheiten enthalten Auch der 
Feldmesser gebraucht dieselben. Gradmes- 
sungen verlangen äufserst genaue me- 
tallene Stäbe. Längen von Flächen, die 
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bebaut werden sollen und überall wo es 
auf Genauigkeit ankommt , werden statt 
mit der Kette mit Manßstüben gemessen. 
Man nimmt zu denselben am besten 
harziges Kiefernholz, weil dieses am we- 
nigsten durch Tempcraturwechsel Dimen- 
sionsveränderungen erleidet; sie werden 
um Abnutzung zu verhindern , an den 
Enden mit winkelrecht auf die Länge 
gerichteten metallenen Hingen versehen. 
Beim Messen legt man die Stäbe auf 
feste Stutzen, am besten auf Schemel, 
deren Platten zur Herstellung der Hori- 
zontale leicht und schnell auf- und ab- 
wärts geschoben werden können. Zweck- 
mäßig, besonders sicherer ist es, wenn 
man zwei Maafsstabe anwendet, so dafs 
immer der eine an den anderen liegen- 
bleibenden zu Fortsetzung der Vermes- 
sung angelegt werden kann. Die Beob- 
achtung der Horizontale während des 
Messens geschieht mit Hülfe einer kleinen 
Setzwaage; auch kann man die Maafs- 
stabe mit etwa einen Fufs hohen eiser- 
nen Visirstiften an einem Ende versehen, 
die bei beiden an einandcrliegenden Stä- 
ben in den äufsersten Punkten sich be- 
finden. 

Mac-Laurinsche Reihe. Doren Ent- 
wickelung s. den Art. „Differenzial- 
rechnung“, pag. 289, Bedingungen un- 
ter welchen sie convergirt, pag. 292; deren 
Ergänzungsglied, pag. 293 Anwendung 
derselben, Bd. 1. pag. 110, 113 und an 
vielen anderen Orten. 

Magister matheseos ist der Ehrenname, 
mit welchem der 47te Satz des Euklid, 
Buch I. bezeichnet wird (s. Art. „Drei- 
ecke, ebene“, No. 21, pag. 327 mit 
Fig. 674). 

Magnete waren zuerst ausschließlich 
Erze, welche Eisen anziehen; der Name 
rührt daher, dafs diese Erze nahe der 
Stadt Magnesia gefunden worden waren. 
Da man später lernte, auch dem Eisen 
selbst die magnetische Kraft mitzuthei- 
len, erfand man k ü nstliche Magneto, 
die in der Form der Magnetnadeln 
so großen Nutzen gewähren, indem man 
entdeckt hatte, daß der ganzo Erdkörper 
die magnetische Kraft besitzt. 

Eine frei horizontal hangende Magnet- 
nadel nämlich nimmt immer eine be- 
stimmte Richtung nach Norden zu an 
und weicht in den verschiedenen Orten 
mehr und weniger von dem astronomi- 
schen Meridian ab, trifft auch in einigen 
Punkten genau mit demselben zusammen. 
Die durch die Richtung der Nadel ge- 
dachte lothrecbte Ebene ist der magne- 


tische Meridian des Orts; der Win- 
kel zwischen diesem und dem astrono- 
mischen Meridian heißt die Declina- 
tion oder Abweichung der Nadel-, sie 
ist östlich, westlich und Null. Das 
Instrument für dio Messung der Abwei- 
chung heißt Deel inationsbou sso le, 
heim Seefahrer ist sie der Compafs. 

Hängt man die Magnetnadel in ihrem 
Schwerpunkt frei auf, so bleibt sie nicht 
mehr horizontal, sic senkt sich in näher 
dem Nordpol liegenden Orten mit ihrer 
Nordseite immer tiefer und stellt sich 
endlich Inthrecbt. Kapitain Roß hat die- 
sen nördlichen mag net i sc heu Pol der 
Erde unter 70 ’ 6' nördlicher Breite 2G3° 14' 
östlicher Länge (Greenwich = 0) gefunden. 
Diese lothrechto Abneigung, dio Incli- 
natiou nimmt bis in die Gegend des 
Aequators immer mehr ab und wird dort 
an einzelnen Punkten = 0, die Nadel liegt 
dort vollkommen horizontal. Sätnmtliche 
Punkte der Erdoberfläche daselbst zu einer 
Curvc verbunden geben den magneti- 
schen Aequator. Weiter südlich wird 
die Inclination entgegengesetzt, die Süd- 
seite der Nadel senkt sich immer mehr 
und so gibt es daselbst einen magne- 
tischen Südpol. Je stärker die Tncli- 
nationen werden, desto unzuverlässiger 
wird der Corapaß. 

Magnetnadel, astatische, s. „Asta- 
tische Magnetnadel“. 

Manometer, s. „ Ausf 1 u fs der Luft“ 
No. 3, pag. 230 mit Fig. 133. 

Mantisse ist der Decimalhruch in den 
Logarithmen, s. Bd. I., pag. 429, rechts 
oben, und „Characteriätik“, Bd. II. 
pag. 20. 

Mariottesches Gesetz: Das Volumen 
der Gase verhält sich umgekehrt wie der 
auf sio wirkende Druck. Oder die Elasti- 
cität der abgesperrten trockenen Luft 
ist ihrer jedesmaligen Dichtigkeit propor- 
tional, wobei also vorausgesetzt wird, daß 
die Luft keine Feuchtigkeit oder Dünste 
enthält (s. den Art. „Aerodynamische 
Gesetze“, No. 5, pag. 39). 

Mars ((/) ist der nächste Planet über 
der Erde, der erste der obereu Planeten, 
erscheint in einom auffallend röthlichen 
Lichte. Seine mittlere Entfernung von 
der Sonne ist 31600000 Meilen = der 
1 ,62309 L fachen der Erde von der Sonne. 
Soino sidorische Imlaufszeit (Rückkehr 
zu demselben Fixstern) = G8G,9$ Tage, 
seine tropische Umlaußzeit (Rückkehr zur 
Nachtgleiche) = G8G,93 Tage. Seine mittlere 

tägliche Bewegung = 3!' 26,7". 
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Seine Excentricitit = 0,0932168, fast '/io 
der halben grofsen Axe. Neigung der 
Bahn gegen die Ekliptik 1° 51' 6 , welche 
sich jährlich um 0,013 Secunde vermin- 
dert. Länge des aufsteigenden Knotens 
= 47° 59' 68". Gröfste Entfernung von 
der Sonne - 34436200 Meilen, kleinste 
= 28663800 Meilen. Der Durchmesser 
des Mars ist 890 bis 930 Meilen, also etwa 
halb so groCs als der Durchmesser der 
Erde. Seine scheinbare Grüfse ist in der 
Erdnähe 4", in der Erdferne 2,7". Seine 
gröfste Entfernung von der Erdo ist ge- 

f ;en 55 Milionen, seine kleinste 7) Mil- 
ionen Meilen. Volum = 0,14 und Dich- 
tigkeit = 0,948, Schwerkraft = J der Erde. 
Seine Axendrehung 24 Stunden 37 Min 
20 Sec. 

Maschine ist ein stabiles Bauwerk, 
welches dadurch, dafs Kräfte auf dasselbe 
wirken und durch dasselbe in Gröfse und 
Richtung zerlegt werden, selbst thätig wird 
au dem Zweck, Körper mechanisch zu 
ändern oder deren Ortsänderung zu be- 
wirken. Die Maschine unterscheidet sich 
also von Instrument dadurch, dafs die- 
ses kein stahiles Bauwerk sondern eine 
transportable Handhabe ist, weungleich 
es auch thätig wird; und es unterschei- 
det sich von dem Bauwerk Apparat 
genannt, auf welches Kräfte wirken, das 
aber nicht selbst zur Thätigkeit kommt. 
Ein Winkelmefs- Instrument, wenn es 
stabil ist, ist ein Apparat, Nonius und 
Mikrometerschraube sind Instrumente am 
Apparat. Eine Taschenuhr ist ein Ap- 
parat, das Gehwerk und das Ifemmwerk 
sind Maschinen am Apparat (vergl. „In- 
strument“). 

Masse eines Körpers ist die Menge der 
in dem Körper befindlichen materiellen 
Theile (vergl. „Gewicht, Dichtig- 
keit*). 

Massearednction. Eine Masse liegt da, 
wo sie liegt, fest; sie hat keine Ursach 
von selbst sich zu bewegen, eine Eigen- 
schaft, welche man Beharrungsver- 
mögen oder Trägheit nennt. Soll 
nun diese Masse bewegt werden, so mufs 
nothwendig eine Kraft auf sic einwirken. 
Man stelle sich ein festes System von 
materiellen Linien und Flächen vor, wel- 
ches durch eiuo Ueberwucht /’ in eine 
fortschreitende oder in eine drehende Be- 
wegung gebracht werden soll, und es 
komme eine Masse vom Gewicht q hinzu 
und zwar auf einen Punkt A des Systems, 
dafs wenn P die Geschwindigkeit c hat, 
q die Geschwindigkeit v erhält. Ist nun 
p der Theil der zu Bewegung der Masse 


g erforderlichen Ueberwucht, so ist nach 
dem Priurip der virtuellen Geschwindig- 
keiten die auf den Punkt A auf q redu- 

cirte Ueberwucht = ~ p als bewegende 
Kraft , die in .4 auf q wirkende beschleu- 
nigende Kraft = — •— und deren Be- 
e q 


sehleunigung = g • 


c 

9 


9 ’ 


Denkt man sich nun statt der Masse 
q in A eine andere Masse q, in A, , de- 
ren Geschwindigkeit = r, , so ist die für 

sie in A, reducirte Ueberwucht = — p, 


Die beschleunigende Kraft =—• — und 

9 - 


deren Beschleunigung = j- 


e 

e , 


P 

1 .' 


Diese Beschleunigungen beide wirken 
in verschiedenen Abständen von der Dreh- 
axe und zwar so, dafs deren Geschwin- 
digkeiten wie e zu t, sich verhalten, dafs 
also 



Da beide aber dieselbe Ueberwucht p 
mit derselben Geschwindigkeit c erfor- 
dern, so müssen auch deren mechanische 
Widerstände einander gleich sein. D. h. 
es ist 



oder reducirt t’j = » ,’q,. 

Ist die Bewegung drehend, so verhal- 
ten sich dio Geschwindigkeiten r und t, 
der Massen q und q, wie deren Abstände 
/ und /, von der Drehaxe und man hat 
P • f = /,* • 9, 

, . . r* P 

und es ist V’- ~i‘ 1 - j~f ‘ 1- 

Massen von einom Punkt auf 
einen anderen, wobei derEinflufs 
auf das System dasselbe bleibt, 
werde n also dadurch reducirt, dafs 
man das Quadrat ihrer Geschwin- 
digkeit durch dasQuadrat derGe- 
sen windigkeit des neuen Punkts, 
oder das Quadrat ihres Abstands 
von der Drehaxe durch das Qua- 
drat des neuen Punkts von der- 
selben dividirt und den Quotient 
mit der Masse multiplicirt. 

2. Beim Gleichgewicht der Kräfte nennt 
man bekanntlich die Producte der Kräfte 
mit den Abständen von der Drehaxe die 
Momente der Kräfte; hier nun der 


) 


>> 
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Ähnlichkeit wegen die Producte der Mas- 
sen mit den Quadraten jener Abstände 
die Momente der Massen und um zu- 
gleich auszudrücken, dafs hierbei die 
Kräfte, welche etwa durch die Massen 
noch wirken könnten , aulser Betracht 
bleiben, werden jene Producte auch M o.- 
mentederTrägbeit oder Träghei ts- 
momente genannt. 

Materie ist der Stoff, sind die mate- 
riellen Theile eines und mehrerer Kör- 
per in ihren wesentlichen von einander 
unterschiedenen Eigenschaften betrachtet, 
von denen die Mathematik absieht. Man 
sagt auch Stoff sei das Raum erfüllende, 
dasjenige , was in einerlei Zeit in einerlei 
Raum sich befindet. 

Materieller Hebel, dessen Unterschied 
von mathematischem Hebel, s. den Art. 
„Hebel“ zu Anfang. 

Mathematik ist Gröfsenlehre, die 
Wissenschaft von den Gröfsen (s. den Art. 
, G röfsen“) deren es Zahlen gröfsen 
und Raumgröfsen gibt. Sind diese 
Gröfsen blofs Gedankengrüfsen , so heifst 
der Theil der Wissenschaft, welcher mit 
diesen sich beschäftigt, reine Mathe- 
matik; sind die Gröfsen aber mit unse- 
ren Organen wahrzunehmen, sind sie Ge- 
genstände oder Erzeugnisse der Natur 
oder der Kunst, angewandte Mathe- 
matik. 

Zahlongröfscn werden nie wahrgenom- 
men, bei einer Mehrzahl oder einem Theil 
von Gegenständen nimmt man nur diese 
wahr. l)ie Rcchencxempel 2x3 = 6 nnd 
2x3Thaler sind 6 Thaler sind ohne al- 
len Unterschied, das benannte Einmaleins 
gehört nicht zur angewandten Mathema- 
tik und die höhere Analysis desgleichen 
nicht: Die ganze Arithmetik von der nie- 
drigsten bis zur höchsten Stufe gehört 
der reinen Mathematik zn. 

Die reine Mathematik hat also einen 
arithmetischen uud einen geome- 
trischen Theil. 

Die Arithmetik beschäftigt sich in allen 
Stufen ihrer Lehren und Erkenntnisse 
mit bestimmten und unbestimmten 
Zahlen. 

Die Gesetze des Verfahrens mit den 
ersteren werden aber allein aus den Lehren 
über das Vorfahren mit den letzteren 
hergeleitet; die in den Elementarschulen 
gelehrte Rechnenknnst ist schon eine An- 
wendung davon und wird für den tag- 
täglichen nothwemligen Verkehr eingeübt. 

Die eigentliche Arithmetik (s. d.) ist 
die Lehro für Auffindung von allgemein 


geltenden Gesetzen über die verschiede- 
nen Verbindungen von Zahlen , wie sie 
nur immer verlangt werden können, und 
diese Gesetze werden ermittelt mit Hülfe 
symbolischer Zeichen, der Buchstaben, 
von welchen jeder einzelne jede beliebige 
bestimmte Zahl bedeutet. 

Die Geometrie (s. d.) beschäftigt sich 
mit den Raumgröfsen, und da der 
Raum drei Dimensionen hat, mit den 
Linien, Flächen und Körpern. 

Die angewandte Mathematik ist die 
Lehre von den Acnderungen der Natur- 
körper in Folge äufserer Einwirkung auf 
dieselben durch Kräfte. Die Bedingun- 
gen, unter welchen sie entweder in Ruhe 
oder in gleichförmiger Bewegung, d. h. 
im Gleichgewicht verbleiben, lehrt 
die Statik. 

Die Bedingungen, unter welchen sie 
entweder aus der Ruhe in Bewegung 
kommen oder ihre Bewegung theils nach 
Richtung theils nach Geschwindigkeit 
ändern, die Mechanik. 

Die Statik fester Körper heifst die Gco- 
statik, die Statik tropfbar flüssiger Kör- 
per die Hydrostatik, die der luftför- 
migen Körper die Aerostatik. 

Die Mechanik fester Körper heifst die 
Geomechanik, die Mechanik tropfbar 
flüssiger Körper die Hydrodynamik 
oder Hydraulik, die Mechanik luftflir- 
miger Körper die Aerodynamik oder 
Pneu matik. 

Mathematische Geographie ist der erste 

Theil der G., der Erdbeschreibung, wel- 
cher mit der Lage der Erde im Welt- 
räume oder vielmehr gegen die Sonne 
nnd das ganze Sonnensystem, mit der 
Gestalt und Gröfse der Erde sich be- 
schäftigt. Die mathematische G. hängt 
unmittelbar mit der Astronomie zusam- 
men. 

Mathematischer Punkt ist ein geome- 
trischer Gedanke, die Grenze einer Linie, 
eine im Verschwinden begriffene Linie. 

Mauerquadrant, s. u. .astronomi- 
scher Quadrant.“ 

Maurerwaage, s. v. w. .Bleiwaage.* 

Maximum und Minimum. Der Art. 

„Gröfstes“ löst die Aufgabe: die grüß- 
ten und kleinsten Werthe einer gegebe- 
nen Function zu finden, außerdem meh- 
rere geometrische Maxima und Minima 
an Figuren und Kürporn auf elementa- 
rem Wege. 

Der Art. »Differenzialrechnung“ 
UL pag. 236 enthält die Auffindung der 
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Maxima und Minima allgemein durch 
Differenzialrechnung mit Beispielen nnd 
pag. 309 die Auffindung der gröfsten nnd 
Kleinsten Werthe implicirter Functionen. 

Es sollen hier noch folgende Beispiele 
hinzugefügt werden. 

1. Eine gerade Linie so zu tbeilen, 
dafs das ans den Theilen zusammenge- 
setzte Rechteck ein Maximum werde. 

Nennt man den einen Theil x, so ist 
der andore a — x, und damit a-(o - *) = 
«i-i 1 ein Maximum werde, hat man 
das Differenzial a — 2x = 0 woraus x = \a 
und es ist also die Linie zu halbiren. 

Geometrisch kommt man zu dem Re- 
tultat, wenn man AB=a in C halbirt 
und von C aus nach einem Endpunkt B 
hin ein Stück x abträgt. Daun ist das 

Rechteck = (y + *) (^- - *) = j - **• 
Offenbar wird das Rechteck für x — 0 ein 
Maximum und = , so dafs u halbirt 

werden mufs. 

2. Es sind zwei Seiten a, b eines Drei- 
ecks gegeben, so ist der von ihnen ein- 
geschlossene Winkel, damit das Dreieck 
ein Maximum werde offenbar der gröfste, 
wenn er ein Rechter ist. 

3. Alle Seiten eines Winkels weniger 
eine sind gegeben, so erhält man das 
gröfste Vieleck, wenn die gegebenen Sei- 
ten zusammen die Sehnen eines Ualbkreis- 
bogens sind und die letzte nicht gege- 
bene Seite zum Durchmesser genommen 
wird. 


Fig. 800. 



4. Aus diesem Satz folgt denn unmit- 
telbar: 

Unter allen Vielecken , welche sich aus 
einer bestimmten Anzahl gegebener Sei- 
ten construiren lassen, ist dasjenige, um 
welches sich ein Kreis beschreiben läfst, 
das gröfste. 

5. Der Inhalt eines Kreises ist gröfser 
als der Inhalt jeder geradlinigen Figur, 
welche mit demselben einen gleichen Um- 
fang hat. 

Nach Bd. III., pag. 228, No. 10 hat un- 
ter allen gleich vielseitigen Vielecken 
von gleichem Umfang das gleichseitige 
den gröfsten Inhalt. Wenn man also 
statt des vorausgesetzten ungleichseitigen 
Vielecks ein gleichseitiges von gleichem 
Umfang mit jenem nimmt, so erhält man 
ein Vieleck von gröfserem Inhalt und 
kann demnach gezeigt werden , dafs der 
Kreis gröfser ist, als das gleichseitige, 
dann ist es ganz bestimmt auch gröfser 
als das ungleichseitige Vieleck. 

Denkt man sich 'nun den Kreis und 
um denselben Mittelpunkt das Vieleck 
beschrieben , so können dessen Seiten we- 
der Sehnen noch Tangenten sein; denn 
im ersten Fall wäre dessen Umfang klei- 
ner, im zweiten Fall gröfser als der Um- 
fang des Kreises , die Seiten müssen also 
die Kreislinie schneiden. 

Denkt man sich nun von dem Mittel- 
punkt nach sämmtlichen Vielecksspitzen 
gerade Linien gezogen , so entstehen so 
viele Dreiecke als das Vieleck Seiten hat. 

Die von dem Mittelpunkt auf diese 
Seiten gefällte Normalen mit A, die Um- 
fänge des Kreises und des Vielecks mit 
p, den Halbmesser des Kreises mit r be- 
zeichnet ist 

der Inhalt P des Kreises = Jrp 
der Inhalt Q des Vielecks = ^Ap. 

Construirt man nun um den Kreis ein 
dem Vieleck ähnliches Vieleck, bezeich- 
net dessen Umfang mit p, , so ist der In- 
halt Q, dieses Vielecks = 4 rp,. 

Nun ist wegen Achnlichkeit der Viel- 
ecke 


Wenn also dio Seiten AB, BC, CD, DE 
gegeben sind, so soll das Vieleck ABC DE A 
ein Maximum sein, wenn die genannten 
Seiten als Sehnen einen Halbkreisbogen 
einnehmen und wenn der Durchmesser 
AE als unbekannte letzte Seite genom- 
men wird. 

Diesen Satz hat Meier Hirsch § II & 
seiner Sammlung geometrischer Aufga- 
ben aufgestellt; sein Beweis für die Rich- 
tigkeit ist als solcher nicht anzuerkennen. 


p : p, = A : r 
r 

woraus p, = -r- p 

folglich ist Q, = \r-^p = { q —p 

hierzu Q = 1 *p 

gibt (»?, = lry = i" 

woraus Q:P=P‘-Q' 

Da nnn die Kreisfläche P immer klei- 
ner ist als die um denselben liegende 


IV. 
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Viel eck« fliehe Q' , «o ist auch die Viel- 
ecksfliche (> kleiner als der Kreis. 

6. Außerhalb eines Kreises vom Mit- 
telpunkt C sind iwei Punkte A, B ge- 
geben, man soll auf der Peripherie einen 
Punkt von solcher Beschaffenheit angeben, 
dafs wenn man ans demselben nach den 
gegebenen Punkten gerade Linien zieht, 
die Summe dieser beiden Linien ein Mi- 
nimum sei. (Meier Hirsch geometrische 
Aufgaben I, pag. 223.) 


Fig. 801. 



Es wird bewiesen, dafs die Linien 
AM + DM ein Minimum sind, wenn 
Z_AMC — BMC. Eine geometrische 
Construction des Punkts M dieser an sich 
einfachen Bedingung gemäfs ist aber noch 
nicht aufgefunden worden. 

Ist /_A MC = £BMC und man zieht 
durch M die Tangente DE , so ist auch 
/_ AMD = /_ BME. Wählt man nun einen 
beliebigen anderen Punkt P in der Peri- 
pherie, zieht die geraden Linien AP, BP 
und BQ, von welchen AP die Tangente 
in Q schneidet, so hat man wegen der 
gleichen Winkel AMD und BME die Li- 
nien AM + BM kleiner als alle übrigen 
von A und B nach irgend einem anderen 
Punkt der Linie DE gezogenen Linien 
(s. ßd. II, pag. 306 mit Fig. 560). 

Folglich ist auch AM -f BM < AQ + BQ 
also um so mehr AM + BM < AP + BQ 
und noch mehr AM + BM < AP + BP 

7. Die von einem innerhalb eines Drei- 
ecks gelegenen Punkt nach den Spitzen 
gezogenen geraden Linien sind zusam- 
men genommen ein Minimum, wenn sie 
um den Punkt gleiche Winkel mit ein- 
ander bilden. 

Denn ist nebenstehend die gedachte Con- 
struction, also Z ACB = ^ACD = ^.BCD, 


und man denkt sich aus dem Eckpunkt 
A mit AC einen Kreis beschrieben, so 
sind CB -f CD ein Minimum für alle an- 
deren zwei Liuien, die von B uud D nach 


Fig. 802. 



anderen in der Kreislinie liegenden Punk- 
ten gezogen werden könnten, hierzu AC 
gibt AC+BC+DK ein Minimum der 
•tirei Linien die von A, B, D nach dem 
Kreisbogen gezogen werden können. Das- 
selbe beweist man durch Kreisbogen aus 
B mit BC uud aus D mit CD. 

8. Unter allen Parallelepipeden von 
einerlei Grumlebene und Hohe hat das 
gerade die kleinste Oberfläche. 

Hieraus folgt: 

Wenn ein gerades und ein schiefes 
Parallelepipedum einerlei Grundfläche und 
gleiche Oberflächen haben , so ist das ge- 
rade höher als das schiefe. 

Unter allen Parallelepipeden von glei- 
cher Oberfläche hat das rechtwinklige den 
gröfsten cubischen Inhalt. 

Unter allen Parallelepipeden von glei- 
chem cubischen Inhalt nat das rechtwink- 
lige die kleinste Oberfläche. 

9. Unter allen rechtwinkligen Paralle- 
lepipeden von gegebenem cubischen In- 
halt und gegebener Hohe hat dasjenige, 
dessen Grundebene ein Quadrat ist, den 
kleinsten Umfang. 

Denn unter den ausgesprochenen Be- 
dingungen haben sämmtliche Körper 
gleiche Grundebenen, von diesen bat nun 
das Quadrat den kleinsten Umfang, folg- 
lich auch der Körper mit quadratischer 
Grundebene die kleinsten Seitenflächen, 
und da die beiden Grundflächen in allen 
gleich grofs sind, überhaupt die kleinste 
Oberfläche. 

Hieraus folgt: 

10. Unter allen rechtwinkligen Paral- 
lelepipeden von gleicher Höhe und glei- 
chem cubischen Inhalt (also auch von 
gleicher Grundfläche) hat das mit einer 
quadratischen Grundfläche die kleinste 
öberfläche. 

11. Das rechtwinklige Parallelepiped 
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mit einer quadratischen Grundfläche hat 
unter allen rechtwinkligen Parallelepipe- 
den Ton gleicher Höhe und gleicher Ober- 
fläche den gröfsten Inhalt. 

12. Unter allen rechtwinkligen Paral- 
lelepipeden von gleichem Inhalt hat der 
Würfel die kleinste Oberfläche. 

13. Unter allen rechtwinkligen Paral- 
lelepipeden Ton gleicher Oberfläche hat 
der Würfel den grölsten Inhalt. 

14. Unter allen geraden und schiefen 
Parallelepipeden von gleichem Inhalt hat 
der Würfet die kleinste Oberfläche 

15. Unter allen geraden und schiefen 
Parallelepipeden Ton gleicher Oberfläche 
hat der Würfel den gröfsten Inhalt. 

IG. Von einem I’arallelcpiped ist die 
Grundfläche an Gestalt und Gröfse ge- 

S eben, die Seitenflächen sind es blofs der 
Iröfse nach; man soll dasjenige finden, 
welches den gröfsten körperlichen Inhalt 
hat. 

Mit den bleibenden Grundflächen blei- 
ben auch deren Seiten dieselben und da 
die vier Seitenflächen in ihrer summari- 
schen Gröfse verbleiben, so müssen bei 
der Verwandlung dieser Flächen auch 
deren Höhen, d h. die normalen Abstände 
der an den Grundebenen des Körpers be- 
findlichen Seiten verbleiben. Sind diese 
Höhen alle einander gleich, so darf man 
auf eine der Grundflächen nur ein ge- 
rades Parallelepipedum von der eben ge- 
dachten Höhe errichten und man hat das- 
selbe nach No. S im Maximo des Inhalts-, 
sind die Höhen nicht gleich, so mnfs man 
die kleinste der beiden Höhen zur Höhe 
des neuen Parallelepipedums 
nehmen. Hie zu dieser Höhe 
ehürendcn beiden Seiten- 
ächen werden normal der 
Grundfläche , die anderen 
beiden Seitenflächen werden 
ihnen angeschmiegt. 

Zur Erläuterung des Ge- 
sagten sollen Fig. 803, 1. 
und II. und Fig. 804 dem 
Vortrag zu Hülfe kommen. 

Fig. 803, I. und II. sind 
die Oberansichten zweier 
schiefer Parallelepipeden; in 
beiden ist cd die Urundebene, 
ab die ihr parallele obere 
Ebene, ne und fd, cf und 
he die beiden einander ge- 
genüberstehenden Seitenflä- 
chen. 

In I. haben sämmtliche 4 
Seitenflächen einerlei Höhe, 
d. h. die Abstände von 


Fig. 803. 



af und cg, von hb und de, von uh und 

re und von bf und dg sind einander gleich. 
Man hat also nur nöthig , die genannten 
Seitenflächen normal über die Grund- 
flächen zu bringen, dann werden die län- 

f eren Seiten eh, bd, gf, ac gleich den 
leineren Höhen, normal auf der Grund- 
fläche und der Körper, der zuerst die 
lothrechte kleinere Projection der Seiten- 
flächenhöhen cur Höhe hatte, erhält die 
gröfsere Höhe selbst zur Höhe und sein 
Inhalt ist nach No. 8 ein Maximum. 

ln II. haben, wie man sofort ersieht, 
die Seitenflächen aegf und hedb eine 
steilere I.age gegen die Grundfläche redg 
als die Seitenflächen areh und fgdb, und 
bei gleichem Abstande der Flächen cedg 
und ahbf ist der Abstand zwischen cg 
und af kleiner als der Abstand zwischen 
den schrägeren dg und bf. Dieser Fall 
ist nun Fig. 803 im Aufrifs vorgestellt. 

Es ist nämlich Fig. 804 akbfedgc das 
gegebene Parallelepipedum, die beiden 
Seiten bh, de haben in der schrägen Fläche, 
aber senkrecht auf der Linie de, also in 


Fig. 804. 
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der schrägen Verkürzung betrachtet die 
Lange «*, und wenn diese Höhe zugleich 
normal auf die Ebene cedg errichtet wird, 
die Länge el. Wollte man nun wie ad 1 
diese Lange el zugleich znr Seite des 
Körpers machen, so würde sie zugleich 
die Seite eh sein müssen, mit der sie 
dieselbe ist. eh ist aber zu lang, sie 
würde über l hinaus bis m reichen, und 
es könnte kein Parallelepipedum entste- 
hen. 

Da aber um ein Maxiraum zu erhalten 
wenigstens ein Paar Seitenflächen den 
Grundebenen normal sein mnfs, so zieht 
man durch den Punkt / eine Parallele 
on mit de, beschreibt aus e innerhalb der 
senkrechten Seitenebene einen Bogen mit 
dem Abstand zwischen ce und oft als Halb- 
messer, und in dem Punkt A', wo er die 
Parallele on trifft, ist der entsprechende 
Punkt für * Zieht man demnach die 
Linie ft’r und construirt die der Grund- 
ebene edgc parallele und congruonte Fi- 
gur h'b'fa' , Tollendet das Parallelepipe- 
dum a'h’b'l'edgc , so befinden sich in die- 
sem die Seitenflächen dek'lt’ und cgf a' 
normal den Grundebenen edge und h'b'f a 
und es ist das verlangte Maximum. 

17. Von einem Parallelopiped sind die 
Grundfläche und die Seitenflächen der 
Grölse nach gegeben, desgleichen die 
Winkel der Grundfläche, so erfährt man 
die Bedingung für das Maximum des In- 
halts folgender Art: 

Es sei q der Inhalt der Grundfläche, 
1 der Inhalt der einen, der Inhalt der 
aran grenzenden Seitenfläche, der gege- 
bene Winkel sei «, x und y seien die 
unbekannten ihn einschliefsenden Seiten. 

Dann ist der Inhalt der Grundfläche q 
= xy sin it 

q 

woraus xy — . 

jm n 

Die Inhalte der beiden Seitenflächen- 
paare sind q' = k'x uud q" = h"y 

«' q" 

hieraus die Hohen A* = — und A' = , 

woraus A' • A" = » ^ »in rr. 

Demnach ist die gröfste Hohe eines Pa- 
rallelepipedums von den gegebenen Stük- 

ken = j/(^ ^ *»« und zwar »unfs die- 
selbe auf den Grundebenen normal ste- 
hen. Das Parallelepiped ist also ein ge- 
rades, dessen Grundebene = q und dessen 

Höhe = | »•» «)• Sein Inhalt he- 
tragt ['qq'q" rin (t. 


18. Was von den Parallelepipeden gilt, 
gilt auch von den dreiseitigen Prismen. 
Also*. 

Unter allen dreiseitigen Prismen von 
derselben Höhe und derselben Grundfläche 
hat das gera-de Prisma die kleinste Ober- 
fläche. 

19. Unter allen geraden dreiseitigen 
Prismen von gegebener Höhe, gegebener 
Grundfläche und einer gegebenen Seiten- 
fläche fiindet man das von der kleinsten 
Oberfläche, wenn die beiden nicht gege- 
benen Seitenflächen einander gleich sind. 

Denn ist A die gegebene Grundfläche, 

A die Höhe des Prisma, so ist A auch die 
Höhe jeder Seitenfläche. Ist die gegebene 
Seitenfläche = H, so ist dessen zur Grund- 
fläche gehörige Seite ebenfalls gegeben = 
II 

— . Diese als Grundlinie der Dreiecks- 

A 

grundfläche A betrachtet, gibt deren Hohe 
= 2A 'J . Unter allen Dreiecken von 

einerlei Grundlinie und gleicher Höhe hat 
aber das gleichschenklige den geringsten 
Umfang, mithin auch das gerade dreisei- 
tige Prisma, welches dieses Dreieck zur 
Grundfläche hat 

Hieraus folgt: 

20. Unter allen geraden dreiseitigen 
Prismen von gleicher Grundfläche und 
gleicher Ilöho hat dasjenige die kleinste 
Oberfläche, in welchem alle Seitenflächen 
gleich groß sind. Desgleichen 

21. Unter allen Prismen von einer ge- 
gebenen Anzahl und summarischem In- 
halt der Seitenflächen von derselben 
Grundfläche und derselben Höhe hat das 
gerade Prisma die kleinste pberfläche. 

22. Unter allen geraden Prismen von 
gegebener Anzahl der Seitenflächen, ge- 
gebener Höhe hat dasjenige, dessen Grund- 
fläche ein reguläres Vieleck ist, den gröfs- 
ten körperlichen Inhalt. 

Denn unter allen Vielecken von gege- 
bener Seitenanzahl und gegebenem Um- 
fang ist (No. 4) das regelmäßige von dem 
gTÖfsten Inhalt, mithin auch das darauf 
gestellte gerade Prisma. 

23. Unter allen geraden Prismen von 
einer gleichen Anzanl der Seitenflächen, 
gleicher Höhe und gleichem körperlichen 
Inhalt hat das mit regelmäisiger Grund- 
ebene «len kleinsten Umfang der Seiten- 
flärhen; und da mit dem körperlichen 
Inhalt und der gegebenen Höhe auch die 
Größe der Grundfläche gegeben ist, auch 
den kleinsten Umfang(inclusive der Grund- 
flächen). 
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24. Unter allen geraden Trismen von 
einer gleichen Anzahl der Seitenflächen, 
gleicher Höhe und Oberfläche hat das 
von regelmäßiger Grundfläche den größ- 
ten körperlichen Inhalt. 

25. Der Kreis hat einen kleineren Um- 
fang als jedes regelmäßige Vieleck von 
gleichem Inhalte mit demselben. 

Denn ist a die Seite des Vielecks, so 
ist dessen Umfang = na und wenn man 
die von dem Mittelpunkt auf die Seite 
gefällte Normalo —h setzt, so ist h > r, 
weil die Seite nicht Tangente aber auch 
nicht Sehne sein kann und folglich den 
Kreisumfang schneiden mufs. Nun ist 
der Inhalt des Vielecks = 
der Inhalt des Kreises = r 7 n 
also \nah = $r • 2nr 

h < r 

gibt dividirt na >2nr 

26. Die Oberfläche eines Cylinders ist 
immer kleiner als die Oberfläche eines 
Prisma von gleicher Höhe und gleichem 
körperlichen Inhalt. 

Folgt unmittelbar aus No. 19. 

27. Der Inhalt eines Cylinders ist im- 
mer größer als der Inhalt eines Prisma 
auf regulärer Grundfläche von gleicher 
Oberfläche und von gleicher Höhe mit 
dem Cylinder. 

28. Unter allen geraden Cylindern von 
gleichem körperlichen Inhalt ist dasjenige 
von . der kleinsten Oberfläche, welches in 
einem Würfel eingeschrieben ist. 

Denn beschreibt man nun sämmtliche 
Cylinder -Parallelepipedon mit quadrati- 
schen Grundflächen, so verhalten sich diese 
untereinander wie die inliegenden Cylin- 
der, sie sind also einander gleich. Nach 
Satz 12 hat aber von allen der Würfel 
die kleinste Oberfläche, mithin hat auch 
der in einem Würfel beschriebene Cylin- 
der die kleinste Oberfläche. 

Dieser Satz ist Bd. II, pag. 304, No. 2 
analytisch erwiesen mit dem Schluß, 
dafs der Durchmesser der Grundfläche 
so grofs als die Höhe sein müsse. 

Anmerk. Das gleiche Verhältnis zwi- 
schen den Cylindern unter sich mit den 
umschriebenen Prismen unter sich hat 
seinen Grund darin, dafs Kreise und die 
um denselben beschriebenen Polygone 
sowohl in Betreff der Umfangs als auch 
des Inhalts einerlei Verhält nifs haben, 
wenn die Polygone mit einander ähnlich 
sind, und folglich um so mehr bei gleich- 
seitigen regelmäfsigen Polygonen. 

29. Unter allen geraden Cylindern von 
gleicher Oberfläche hat der in dem Wür- 


fel eingeschriebene Cylinder den gröfsten 
körperlichen Inhalt. 

30. Aus beiden vorigen Sätzen folgt 
der Satz: 

Der Cylinder, der in einem Würfel ein- 
bes eh rieben werden kann, d. h. dessen 
Höhe dem Durchmesser seiner Grund- 
fläche gleich ist, hat unter allen Cylin- 
dern von gleichem Inhalte die kleinste 
Oberfläche und unter allen Cylindern 
von gleicher Oberfläche den gröfsten In- 
halt. 

31. Unter allen Pyramiden von gleicher 
Höhe und auf derselben regulären Grund- 
fläche hat die gerade Pyramide die Sei- 
tenflächen von dem geringsten Inhalt. 

32. Unter allen Kegeln von gleicher 
Höhe und gleicher Grundfläche nat der 
gerade Kegel den kleinsten Mantel. 

33. Unter allen Kegeln von gleicher 
Höhe und gleicher Grundfläche, wenn 
diese zwei auf einander normale Axen 
hat, ist bei dem geraden Kegel der Man- 
tel am kleinsten. 

Mayer-Bordascher Kreis, s. „Borda- 
'scher Kreis*. 

Mechanik ist derjenige Theil der an- 
gewandten Mathematik, welcher sich mit 
der durch Einwirkung von Kräften her- 
vorgebrachten Bewegung von Körpern 
beschäftigt (s. Mathematik). Man nennt 
die Phoronomie auch die reine Me- 
chanik, dann ist die Anwendung der- 
selben anf die Bewegung der Naturkör- 
er die angewandte M. Die Mechanik 
er Himmelskörper heifst die Himmels- 
mechanik. 

Mechanische Kräfte oder mecha- 
nische Potenzen hießen früher die 
einfachen Maschinen : der Hebel, die schiefe 
Ebene, die Schraube, das Rad an der 
Welle, der Keil. 

Mechanisches Moment oder auch me- 
chan i sc her Effect und Effect schlecht- 
hin, ist das Maafs für die Wirkung von 
Kräften auf Bewegung, nämlich das Pro- 
duct aus der Grofso der Kraft multipli- 
cirt mit der . durch sie erzeugten Ge- 
schwindigkeit, oder auch mit dem Wege 
in einer bestimmten Zeit. Wegen der 
Nebenhindernisso, durch Reibungen u. s. 
w. unterscheidet man den Nutzeffect, 
den Noheneffect und deren Summe 
den Totaleffect. 

Mediale, eine der von Euklid anfge- 
stellten Irrationallinien, s. den Art. , Ir- 
rationalen des Euklid*. 

Mehrheit ist jede Anzahl von Ein- 
heiten. 
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Melle, geographische ist eins der 
ersten allgemein geltenden Längenmaafse 
(Normallängenmaars), hat aber die Kigen- 
ihümlichkeit als solches, dals Niemand 
deren wirkliche Länge genau kennt. Die 
geographische Meile hat zur Einheit den 
Umfang des Krdae<iuators und ist dessen 
5400ter Theil. Es geht daher bei der 
Ermittelung dieser Meile eben so, wie es 
bei Ermittelung des Metors, dem lOMil- 
lionsten Theil des nördlichen Erdmeri 
dianquadranten gegangen ist, die Ver- 
messungen haben zu verschiedenen Re- 
sultaten geführt nnd die geographische 
Meile schwankt innerhalb der Grenzen 
3807,09 Toisen = 23642 preufs. Fufs und 
3811,5 Toisen = 23661 preufs. Fufs. Er- 
wägt man, dafs dieses Maats ein astro- 
nomisches ist und dafs die Angaben der 
enorm gTofsen Längen auf Beobachtun- 
gen und Berechnungen sich gründen, so 
hat man jede einzolnc Länge, durch geo- 
graphische Meilen ausgedrückt, innerhalb 
ziemlich genau ermittelter Grenzen. 

Mellliken sind Linsen von concav-con- 
vozer Form, sie sind in der Mitte stär- 
ker als am Rand und gehören also zu 
den Vergröfserungsgläsorn. In dem Art. 
.Brennglas* ist die Wirkung der con- 
vex -convexen Gläsor entwickelt, in No. 4 
mit Fig. 249 für solche Linsen, deren 
beide Oberflächen verschiedene Halbmes- 
ser haben, die also verschiedenen Kugoln 
angeboren. Man hat deren Brennweite 

tr = 1 r * P 

n-1 ‘ r+p 

wo n den Coefficient (= 1,5 etwa) für 
Glas; r, p die gedachten Halbmosser be- 
deuten. 

Setzt man nun — p für p, so hat man 
einen Meniskus, es ist die innere Fläche, 
die Höhlung flacher als die änisere Fläche, 
also p>r, mithin für den Meniscus 

h — 1 (» — ■ r (> — r 

Setzt man die Entfernung de« zu ver- 
gröbernden Gegenstandes = a, so hat 


man die Vcrgröfserung = . Diese ist 

ip— n 

also nm so gröfser, jo näher der Gegen- 
stand dem Brennpunkt gebracht wird. 
Unter gleichen Umständen verhalten sich 
die Brennweiten eines convex -convexen 
Glases zu dem eines Meniskns wie 
vp rp 

— f- : = p — r : p + r 

r + p p-r 

Bei einem convex-convexen Glas ist 
wenn p = r ist die Brennweite te=r; ist 
p = 2r, so ist ic = 1 r. Beim Meniskus 


ist für p=2 r die Brennweite ie = 4r 

= Sp. 

Merkur (?J) ist der der Sonne zunächst 
stehende Planet, also der erste der un- 
teren Planeten. Seino mittlere Entfer- 
nung von der Sonne ist cc. 8 Millionen 
Meilen = 0,3870938 der unserer Erde von 
der Sonne. Seine siderische Umlaufszeit 
= 87,696928 Tage = 87 Tg. 23 St. 15 Min. 
46 Sec. Seine tropische Umlaufszeit ist 
nur um 1 Min. 11 Sec. kürzer. 8eine 
Exccntricität = 0,2056175 mal der halben 
grofsen Axe = 1645000 Ml. Hieraus seine 
gröfsto Entfernung von der Sonne 9G45000 
ML, seine kleinste 6355000 Ml. Neigung 
der Bahn gegen die Ekliptik = 7° 0' 6 . 
Axonumdrehung in 24 Stunden 5 Min. 
Die Länge des ansteigenden Knotens 
45° 47’ 9'"; dio Länge des Pcrihels 74° 
20' 5”. Die letzten drei Bestimmungen 
erleiden innerhalb langer Jahre einige 
kleine Abänderungen. Die Masse des 
Merkurs ist etwas mehr als der fünfmil- 
lionste Theil der Sonnenmasse, nämlich 

- derselben. Der Durchmesser des 

4865751 

Merkur etwa 670 Meilen, also etwas über 
) des Erddurchmessers und mithin seine 
Oberfläche etwa { der Erdoberfläche; seino 
scheinbare Gröfso in dor Erdnähe 12", 
in der Erdferne 4"; sein Volumen 0,6, 
Dichtigkeit = 2,94, das der Erde 

Meridian, Mittagskreis ist jeder 
durch beide Weltpole gelegte gröfsto Kreis 
der hohlen Himmelskugel, und dor durch 
den Scheitelpunkt eines Orts gelegte Kreis 
der Meridian des Orts. In diesem 
Kreise erreichen alle Gestirne für den 
Ort ihren höchsten Stand, sie c n 1 m i n i - 
ren in demselben, und der Angenblick, 
in welchem die Sonne in ihn tritt, ist 
Mittag. 

Legt man durch den Meridian eines 
Orts eine Ebene, so ist diese dessen Mit- 
tagsebene, Mittagsfläche, diese 
theilt die sichtbare llimmolshalbkugel in 
zwei Hälften, in die östliche und in 
die westliche Halbkugel. Die bei- 
den Durchschnittspunkte des Meridians 
mit dem Horizont sind der Mittags- 
oder Südpnnktund der Mi t tcrnach ts- 
oder Nord punkt. Letzterer ist der End- 
punkt dor Meridianhälfte in welcher der 
Nordpol liegt, ersterer der ihm entgegen- 
gesetzt liegende. Die von diesen gleich 
weit also 90° abstehenden Punkte des 
Horizonts sind der Ost- oder Morgen - 
punkt und der West- oder Abend- 
punkt. Ersterer, wenn man den Süd- 
punkt ansieht, links, letzterer rechts lie- 
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gend. (Vergleiche den Art. «Astrono- 
mischer Horizont* mit Fig. 92.) 

Die Erdmeridiane sind dieselben 
gröfsten Halbkreisbogen , wenn man sie 
statt auf der Himmelskugel auf der Erd- 
oberfläche beschreibt, und sie entstehen 
auch als die Durchnittslinien der Mittags- 
tiächen mit der Erdoberfläche. 

Man rechnet die Meridiane nur in der 
sichtbaren Halbkugel von Pol zu Pol auf 
180° Länge, der zweito in derselben Ebene 
befindliche uns unsichtbare Halbkreis ist 
der entgegengesetzte Meridian oder 
auch der untere Meridian. 

In den Meridianen werden die geogra- 
hischen Breiten gemessert. Der Punkt 
es Aequators ist der Nullpunkt, die Pole 
liegen unter 90° nördlicher nnd südlicher 
Breite. 

Meridian, erster, ist derjenige, wel- 
cher für die Messung und Angabe der 
geographischen Längen von Orten den 
Anfangsmeridian ausmacht, der also mit 
den nnter ihm belegenen Orten die geo- 
graphische Länge = Null hat (s. geogra- 
phische Länge). Die Auffindung des Me- 
ridians eines Orts, s. den Art. „Corres- 
pondirende Höhen“. 

Meridian, magnetischer,s. u. „Mag- 
nete“. Vergleiche: „Abweichungder 
Magnetnadel“. 

Mefsinstrumente sind Längen- und 
Winkelmefsinstrumente, ferner die Nivel- 
lirinstrumente. lieber die ersten, Kette, 
Stäbe, Stangen, s. den Art. „Baculo- 
raetrie“, ferner die Art. „Gradmes- 
snng“ und „Maafsstabe*. Die Win- 
keimers- und Nivellirinstruincnte erhalten 
ihre einzelnen Artikel. Bereits sind be- 
schrieben und abgebildet das Astrola- 
bium, die Boussole mit Diopterli- 
neal, der Bo rda’sche Kreis, die Berg- 
waage oder das Clitometer, die Blei- 
oder Maurerwaage und die Libelle. 

Mefstisch ist auf nicht zu conpirtem 
Terrain nnd für Flächen von nicht zu 
grofsein Umfang ein recht brauchbares 
Messinstrument. Es besteht in einer auf 
einem Stativ ruhenden quadratischen Reils- 
brettplatte von 12 bis 18 Zoll im Qua- 
drat, die zugleich um eine kugelförmige 
Nufs oder mit einem hohlen Cylinder um 
einen vollen beliebig horizontal gedreht 
werden kann. Die Platte mufs, damit 
sie sich nicht wirft, ans zusammengeleim- 
ten Lindenhölzern gefertigt sein. Die 
Horizontalstellung geschieht mit Hülfe 
einer Dosenlibelle, entweder blos durch 
Eindrücken der Stativfüfse in den Erd- 


boden, oder mittelst complicirterer Ein- 
richtungen, durch Mikrometerschrauben 
in Schienen und dergleichen. Für den 
praktischen Gebrauch kann der Mefstisch 
nicht einfach genug eingerichtet sein. Bei 
Fortsetzung einer Vermessung, wobei das 
Instrument über einen zweiten Terrain- 
punkt aufzustellen ist, und zwar mit dem 
auf der Platte ihn vorstellenden schon 
verzeichneten Punkt, wird gelothet. Bei 
der geringen Oberfläche der Platte thut 
ein gutes Augenmaafs genug, sonst steckt 
man auch eine Gabel, deren unterer Stab 
mit einem Häkchen versehen ist, bis zu 
dem verzeichneten Punkt und lotbet von 
dem senkrecht darunter befindlichen Häk- 
chen aus. 

Um einen Winkel zu finden, den zwei 
entfernte Gegenstände mit dem Stand- 
punkt bilden, visirt man mit dem Diop- 
terlineal nach beiden nnd zeichnet längs 
dem Lineal beide visirte Richtungen mit 
Bleistift nach. Man steckt hierbei wohl 
auch eino feine Nadel in den Visirpnnkt 
gegen welche das Lineal gelegt wird. 

Soll ein Dreieck des Feldes in verjüng- 
tem Maafsstabe aufgetragen werden, so 
mufs eine Linie desselben vermessen und 
in verjüngtem Maafsstabe auf der Mefs- 
tischplatte gezeichnet sein; alsdann er- 
hält man die anderen beiden Seiten durch 
die eben gedachte Winkel messung. Man 
nennt dies Verfahren das Ein sch nei- 
den mit dem Mefstisch, und man 
hat ein Vorwärts-Einsch neiden und 
ein Rückwärt s-Einschneiden. Er- 
steres ist, wenn man dieselbe Linie zeich- 
net, welche man visirt und letzteres, wenn 
man die Visirlinie rückwärts verlängert 
zeichnet. Folgendes Beispiel zeigt die 
Aufnahme einiger Punkte durch beider- 
seitiges Einschneiden: 

Die Punkte A , B, C, D auf dem Felde 
sollen mit dem Mefstisch in verjüngtem 
Maafsstab aufgetragen werden. AB ist 
gemessen und als Linie ab verjüngt auf- 
getragen. Richte den Mefstisch mit ab 
in die Richtung AB, visire und zeichne 
die Richtungen ac, ad von AC, AD. Um 
einschneiden zu können wähle eine Di- 
stanz XY, entweder zwischen bemerkba- 
ren natürlichen Punkten oder durch Sig- 
nalstangen. Visire AY, zeichne die Rich- 
tung ay. Bringe nun den Mefstisch in 
irgend einen Punkt Z der Distanz XY y 
indem man die durch a gezeichnete Rich- 
tung ya mit den Punkten A, X visirt, 
dann sind alle auf dem Mefstisch gezeich- 
neten Linien mit den ihnen entsprechen- 
den auf dem Felde parallel, also auch 
abd^AB. Visirt man nun von b nach 
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B und zieht rückwärts die T.inie 4 bis 
zur Linie ny, so erhält men durch 
Rückwärts -Ginschneiden den Dnrch- 



Fig. 805. 


schnittspunkt e. Von diesem Funkt e 
aus visirt man nun die Funkte I), C, 
zeichnet und erhält durch Vorwärts- 
Ein schneiden die Durchschnittspunkte 
c, b und die Figur edcba, in welcher « 
ein Hülfspunkt und zugleich ne die in 
gleich verjüngtem Maalsstab gezeichnete 
wirkliche Länge Ae ist. 

later, s. u. „Decimalmaafs* und 
„Längenmaafse*. 

Kathode der kleiiuten Quadrate ist 

das rechnende Verfahren, den wirklichen 
Werthen von Gröfsen , die durch zu viel 
gegebene Gleichungen überbestimmt sind, 
mit Hülfe der Quadrate ihrer aus den 
Gleichungen hervorgehenden Werthsdiffe- 
renzen möglichst nahe zu kommen. 

Diese Fälle ereignen sich in der Astro- 
nomie. Es lehrt nämlich die Erfahrung, 
dafs astronomische Beobachtungen über 
Abstände von Gestirnen oder von aus- 
gezeichneten astronomischen Punkten, sie 
mögen von einem oder von mehreren Be- 
obachtern wiederholentlich geschehen, mit 
einander niemals genau übereinstimmen. 
Ist nur eine einzige Länge mit solchen 
Beobachtungen gegeben, so ist unter al- 
len beobachteten Längen der natürliche 


Näherungswerth das arithmetische Mittel 
derselben. Ist die wissenswürdige Länge 
x mit einer Beobachtung = a, mit einer 
zweiten = b gegeben, so ist der natürliche 
Näherungswerts von x = j (a + A); unter 
drei Beobachtungen von n, b, r der Mit- 
tclwerth von * = !(<* + b + c). Von n Be- 
, , a + 4 + c + ... 

obachtungen = 


Wird dagegen mit jeder Beobachtung 
die Verbindung zweier unbekannten Grö- 
fsen x, y gefunden, so ist das natürliche 
Mittel auf so unmittelbare Weise nicht 
zu finden. Denn es sei durch gleich zu- 
verlässige Beobachtungen gefunden x + y 
= a, » + J = l, r + j = c, so kann man 
nur das Mittel von x + y, nicht aber das 
von x allein und von y allein finden. 
Eine Entwickelung ist aber deshalb nicht 
möglich, weil für die beiden unbekannten 
Gröfsen x und y nicht zwei, sondern 
mehrere Gleichungen gegeben, die Un- 
bekannten also überbestimmt sind. 


Nun findet sich aber, dafs die Summo 
der Quadrate der ans den Beobachtungen 
hervorgehenden Differenzen (oder Beob- 
achtu ngsfehlern, wie man sie in der 
Regel mit Unrecht nennt) zum Minimum 
gesetzt, einen Werth für jede eiuzelne 
dor Gröfsen gibt, der für jede unbekannte 
eingesetzt , den Bedingungsgleichnngen 
näher kommt, als irgend ein anderer 
Werth. Erwägt man nun, dafs es nicht 
einen einzigen Werth der verlangton einen 
oder jeder der verlangten mehreren Un- 
bekannten gibt, welcher sämmtlichen Be- 
dingungsgleichungen genau entspricht, 
weil diese aus Beobachtungen herruhren, 
von denen keine ei n zi ge ge nau ric h - 
tig ist, so ist mit solchem, den Gleichun- 
gen entsprechenden Nähern ngswertho auch 
der nächste Näherungswerth für die ge- 
suchte wirkliche Grölse gegeben. 

Um das Gesagte klarer zu machen diene 
folgendes Beispiel. Es seien gegeben die 
beiden Gleichungen : 

3y + Ix = 75 
2y-x = i 

Durch die beiden Gleichungen sind x 
und y bestimmt; durch Entwickelung 
findet man x = 19) und y=ll). 

7 , n diesem Resultat gelangt man nun 
auch, wenn man jede Gleichung auf Null 
redneirt, <| nadrirt und nach den Regeln 
der Analysis das Minimum sucht. Man 
hat demnach 

(3» + 2.r — 75) s + (2y- x - 4)’ 

Nach dom Art. »Differenzialrech- 
nung*, No. 10, pag. 303 hat man nun 
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9 (3y + 2x - 75)= 9 (2y- x - 4)» 

9y <>y 

„ 9 (3y + 2* — 75)» , 9(2y-x - 4)» _ A 

2 9* + 9x 

Diese Differenzirung ausgeführt gibt 
6 (3y + 2.1 - 75) + 4 (2y - x - 4) = 0 
4 (3y + 2x - 75) - 2 (2y - x - 4) = 0 
Diese Gleichungen redurirt ergeben 
26y + 8x - 466 -0 
8 y + 10 x — 292 = 0 
woraus x=19) und y = 11 ) . 


Dafs mit dem Minimum der Differen- 
zeniiuadrate das natürlichste Mittel 
der lieobachtnngswerthe entsteht, ist fol- 
gender Art zu beweisen. 

Es sei beobachtet x = a;x = a, ;x = a,; 

* = "i .... 

so ist der natürlichste wahre (der mittlere) 

Werth x' = ^±- ^*»± : - 

a 

Nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate hat mau 


(x - a)* + (x — o,)* + (x -«,)*+ (x - a, )» + ... = 0 


differenzirt 

2 (x - n) + 2 (x - o,) + 2 (x - a,) + ... = 0 

« + fl , + «i + • *. 

woraus x = 

n 

Beispiel. Aus drei Beobachtungen 


gehen folgende drei Gleichungen hervor: 
x + y = 7 
2x + y = 9,4 
y — x = 3,15 

Man erhält die Gleichung der Quadrate 


(x + y-7)* + (2x+y - 9,4)* + (y - x - 3,16)* = 0 
Auf x differenzirt 

2 (x + y — 7) + 4(2x + y- 9,4) — 2 (y — x-3,15) = 0 
Auf y differenzirt 

2(x + y — 7) + 2(2x + y-9,4) + 2(y- x-3,15) = 0 


Die beiden Gleichungen ergoben fol- 
gende zwei Bestimmungsgleichungen : 
12x + 4y-45,3 = 0 
4x + 6y — 39,1 =0 


Hieraus entwickelt entsteht 
, = 51; * = 2 jV 0 

Setzt man diese Werthe in die gege- 
benen drei Gleichungen, so erhält man : 


x+ y = 7jYo = 7,20328 Unterschied = + 0,20328 
2x + y = OjVj = 9,26428 Unterschied = - 0,13572 
y - x = 3A*e = 3,08214 Unterschied = - 0,06786 
Unterschied in Summa = —0,00030 


Nimmt man zur Prüfung beide Werthe 
kleiner, x = 2,05 und y = 5,1, so hat man 
x + y = 7,15 ; 2x + y = 9,2 ; y - x = 3,0 
Unterschied in Summa —0,15 
Nimmt man beide Werthe gröfser: 
x = 2,1 und y = 5,2 so erhält man 
x + y = 7,3; 2x + y = 9,4 ; y - x = 3,1 
Unterschied in Summa + 0,25 
Nimmt man x gröfser, y kleiner, z. B. 
x = 2,1 und y = 5,l, so erhält man 
x + y = 7,2; 2x + y = 9,3; y-x = 3 
Unterschied in Summa = - 0,05 
Nimmt man x kleiner, y gröfser, z. B. 
.«• = 2,05 ; y = 5,2 ; so erhält man 
x+ y = 7,25; 2x + y = 9,3; y- x = 3,15 
Unterschied in Summa = + 0,15 


Die Anwendung der kleinsten Quadrate 
gibt also die summarisch genommene 
kleinste Differenz. 

Mikrometerschranbe ist eine äufserst 
genau gearbeitete Schraube mit schwacher 
Steigung in dreikantigen Gängen, mit 
welcher man ein sehr geringes , direkt 
nicht raefsbares Kortschreiten oines mit 
der Schraube verbundenen Gegenstandes 
hervorbringen kann. Es ist jedes Win- 
kelinstrument mit solcher Schraube ver- 
sehen, und man erzielt dadurch äufserst 
kleine und durch Berechnung in Bruch- 
längen auszudrückcnde Verschiebungen, 
weil man die Länge der Schraube durch 
die Anzahl der Windungen dividirt, die 
Länge einer ganzen Steigung erfährt, und 
weil man vermittelst eines mit der Dreh- 
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axe befestigten in beliebig viele gleiche 
Bogen eingetheilten Kreises einen belie- 
bigen aliquoten Theil einer gauzon Win- 
dung timzudrehen vermag. 

Mikroskop ist ein dioptrisches Werk- 
zeug um äußerst kleine Gegenstände dem 
Auge in seinen Details in grofsem Maafs- 
stabe dcullich.darzustellen. Das einfachste 
M. ist die Lupe (s. d.), die aus nur einem 
Glase besteht. 

Fig. 806 zeigt ein aus zwei Gläsern 
zusammengesetztes M., welches man mit 
einer Röhre eingefafst sich vorzustellen 
bat. 


Fig. 806. 



Es ist de das biconvexe Objectiv, ab 
der kleine Gegenstand, welcher möglichst 
nahe dem Brennpunkt von de sich be- 
finden mufs , damit ein möglichst grofses 
Luftbild A'B' entsteht. Die Lichtstrah- 
len bc und ac gehen geradlinig durch 
bis D und E, der Strahl bd bricht nach 
dB', der Strahl ae nach eA' in A' und 
B', wo sich die beiden genannten Paar 
Strahlen schneiden, entsteht das vergrö- 
fserte Luftbild A'B'. 

Das vor dem Ocularglas DE befind- 
liche Auge sieht dio von dom Luftbilde 
A'B' herrührenden Strahlen A'C, B’C in 
den Punkten F und G geradlinig nach 
FA und OB-, der Strahl A'E bricht nach 
EJ, der Strahl B'U nach DH; das Auge 
wirft die aus DH nnd EJ empfangenen 
Strahlen geradlinig fort nach HB und 
JA und zwischen den Durchnittspunktcn 
A, B beider genannten Strahlenpaare ent- 
steht das zweite vergrößerte Luftbild AB. 


Ist A'B' nmal gröfser als ab und AB 
rnmal gröfser als A'B', so wird in dem 
Bilde AB der Gegenstand ab um das 
n ■ m fache vergröfsert. 

Million ist die Zahl = 1000 x 1000. 

Minnendns, das zu Vermindernde ist 
die Zahl, von der eine andere abgezogen 
werden soll; die abznzichende Zahl heifst 
der Subtrahendus, die durch die Ab- 
ziehnng des Subtrahendus vom Minuen- 
dus entstandene Zahl die Differenz oder 
der Rest. 

Minus ist die Bezeichnung der Eigen- 
schaft einer Gröfse , dafs sic die entge- 
gengesetzte Richtung von Größen der- 
selben Art hat, deren Richtungen für 
normal gelten (s. . E n tgegen gesetzte 
Gröfsen“). Da diese negirende Eigen- 
schaft gegen die normale immer subtrac- 
tiv auftritt, so hat man eine Minusgröße 
immer als Subtrahend zu betrachten, und 
es ist das Minuszeichen sowohl Zei- 
chen der Negativität als auch der S u b- 
tractivität. 

Minute ist ein Zeitmaafs nnd ein Bo- 
enmaafa; als Zeitmaafs der 60te Theil 
er Stunde und als Bogenmaafs der 60te 
Theil des Grades. 

Mittag ist die allgemein bekannte und 
gebräuchliche Bezeichnung zweier mit 
einander zusammenhängenden Begriffe, 
nämlich eines Zeitaugenblicks und eines 
llimmelpunkts ; beides für joden Ort der 
Erdoberfläche. Der Himmelspunkt ist der 
am südlichen Horizont des Meridians (s. 
d.), der Zeitpunkt derjenige, in welchem 
dio Sonne für den Wohnort täglich den 
höchsten Stand erreicht (s. „ Cu Imin a- 
tion“). 

In mehreren Art. dieses Wörterbuchs, 
als in .Chronologie“ ist der Unter- 
schied zwischen wahrer (der astronomi- 
schen) Sonnenzeit und mittlerer (der 
bürgerlichen, der Kalender-) Sonnenzeit 
auseinandergesetzt. So wie mit der Son- 
nenzeit ist es auch mit dem Ilauptzeit- 
unkt derselben, dem Mittag, nnd man 
at einen wahren (den astronomischen) 
Mittag und einen mittleren Mittag. 
Ersterer ßt der Zeitpunkt, in welchem 
die Sonne für den Wohnort wirklich cul- 
minirt, letzterer der Zeitpunkt, in wel- 
chem die Sonne culminiren würde, wenn 
sie statt in der Ekliptik im Acijuator und 
hier das ganze Jahr hindurch sich gleich- 
förmig bewegte (s. den Art. .Chrono- 
logie * mit Fig. 295). 

Alle Orte der Erde, die unter demsel- 
ben Meridian liegen, haben in gleichem 
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Zeitangenblick Mittag, die in dem ent- 
gegengesetzten , dem unteren Meridian 
liegenden Orte in demselben Angenblick 
Mitternacht. 

Die Erdpole haben keinen Meridian, 
also nicht Morgen, nicht Mittag, nicht 
Abend and nicht Mitternacht (s. den Art. 
«Astronomischer Horizont", No. 7, 
pag. 147). 

Hittagsfernrohr ist ein Fernrohr, wel- 
ches mit seiner visirenden Axe innerhalb 
der Mittagscbono verbleibt, in derselben 
aber auf und nieder gedreht wird, um 
nicht nur die Zeit des Durchgangs eines 
Gestirns, die Zeit der Cnlinination, son- 
dern auch dessen Höhe in diesem Augen- 
blick, dessen Mittagshöhe zu bestim- 
men. 

Mittagsfliche ist die durch den Meri- 
dian des Orts gedachte Ebene; sie ent- 
hält beide Pole und das Zenith des Orts. 

Mittagsgegend, Südon bilden die in 
der Näho um den Südpunkt des Meri- 
dians im Horizont belegenen Punkte. 

Mittagshöhe ist diejenige Höhe, im 
Bogen vom Horizont aufwärts gemessen, 
in welcher ein Gestirn durch den Meri- 
dian geht (s. .Mittagsfernrohr*; geo- 
metrische Construction .der Höhen, s ßd. 
I, pag. 176 — 178 mit Fig. 109 bis 111. 

Mittagskreise, s. v. w. .Meridiane*. 
Erster Mittagskreis, s. .Meridian, er- 
ster*. 

Mittagslinie die Dnrchscbnittslinie der 
Mittagsnache mit dem Horizont. 

Mittagspnnkt ist der südliche End- 
punkt der Mittagslinie. 

Mittagsuhr wird eine Sonnenuhr ge- 
nannt, wenn deren Zeiger genau in der 
Mittagsfläche liegt, wenn also deren loth- 
rechte Platte in der Ost-Westebone sich 
befindet. 

Mittel ist in einer stetigen Proportion 
das gleiche Mittelglied. Es gibt dreierlei 
Proportionen, die arithmetische, die 
geometrische und die harmo nische 
(s. den Art. .Harmonische Propor- 
tion*). 

Es ist noch hinzuzufügen: 

1. dafs für die algebraische Summe 
mehrerer Zahlen das Mittel der Zahlen 
= ist dieser arithmetischen Summe divi- 
dirt durch die Anzahl der Zahlen: 

Von +o, — 4, + c, -p d, — e ist das 

arithmetische Mittel = - — * ^ ** — - 


2. dafs das arithmetische Mittel zweier 
Zahlen immer gröfser ist als das geome- 
trische und dieses wieder gröfser ist als 
das harmonische Mittel. Denn in der 
stetigen Proportion « — 4 = 4 — d ist da» 
Mittel 

4 = *i- rf (1) 

und in der Proportion a : 4, = 4, : d ist 
das Mittel 

4, = pW (2) 

., .. a , + d , + 2a<f 

Nun ist b‘ = j 

4,* = ad 

also 4 (4* — 4,*) = (o — d)* 

Da nun (a - d)’ immer positiv ist, so 
ist auch 4 immer > 4,. Das harmonische 
Mittel hat man aus dem oben citirten 
Artikel 

4.=-^. (3) 

a + a 

o (td 

Dafs das harmonische Mittel 4 , = — — -.< 4 
fl-f rf 

ersieht man ans dem eben citirten Artikel. 

Es gibt noch eine zweite harmonische 
Proportion: die contraharmonische Pro- 
portion : 

a — b % ; b % — d = d : a 
Hieraus entsteht 

a* -f d 1 = ab t + b t d 

und das Mittel b t - * ■ j- (4) 

n -f- d 

Vergleicht man dieses mit dem geome- 
trischen Mittel 4, = 4 ad, so hat man 
„„ „ , fl4 -p d 4 -p 2a* d t \ 

(4,* = #*d) 2 pa* = — (o+~d)* / 

woraus geordnet nnd redneirt 
a* d -F ad* ^ « 4 + d 4 
und hieraus d 5 a 

Da aber 4, <o; d<4,, so ist d<o, 
und folglich 4, <4,. 

D. h. das contraharmonische Mittel ist 
gröfser als das geometrische Mittel. 

Durch Umformung des contraharmoni- 
, . n* + d* . . 2nd 

sehen Mittels — — r- in o -F d — , er- 

a -F d n+d 

sieht man dessen Gröfse = dem doppelten 
arithmetischen Mittel (1) weniger dem 
harmonischen Mittel. 

Mittelgnschwlndigkeit ist nicht zu ver- 
wechseln mit mittlerer Geschwin- 
digkeit. Diese letztere ist diejenige Ge- 
schwindigkeit, welche ein materieller Punkt 
haben wurde, wenn er statt einer fort- 
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dauernd ungleichförmigen Bewegung wäh- 
rend einer bestimmten Zeit und auf eine 
bestimmte Länge innerhalb derselben Zeit 
lind auf dieselbe Länge von Anfang bis 
Ende gleichförmig sich bewegte, wie diese 
Bezeichnung bei den Gestirnen, als der 
Sonne und dem Monde gebräuchlich ist. 
Die erstere, die Mittclgeschwindigkeit da- 
gegen ist die wirkliche Geschwin- 
digkeit eines materiellen Punkts, wenn 
dieser von zweien nach verschiedenen 
Richtungen wirkenden Kräften zugleich 
angegriffen wird, so dafs er weder die 
eine noch die andere annehmen kann, 
sondern dafs er in einer zwischen beiden 
liegenden Richtung sich bewegen mufs, 
und zwar mit einer aus den Gröfsen 
und Richtungen der Kräfte hervorgehen- 
den Geschwindigkeit (s. den Art „ Bahn“, 
No 2 mit Fig. 163 pag. 270). Es verhal- 
ten sich hier in der Mechanik die Seiten- 
geschwindigkeiten zur Windgeschwindig- 
keit wie in der Statik die Seitenkrafto 
zur Mittelkraft. Jene drei Geschwindig- 
keiten bilden das Parallelogramm 
der Gesch w indigk eiten, wie die drei 
Kräfte das Parallelogramm der 
K räfte. 

Mittelkraft, s. u. »Kräfte im Gl ei ch- 
ge wicht“ , No. 5, pag. 57, ist gleichfalls 
nicht zu verwechseln mit mittlerer 
Kraft (s. d.). 

Mittellinie ist jede Linie, die innor- 
hiilli eines begrenzten Kauine» in der Mitte 
liegt, die eine Figur in zwei gleiche Thcile 
theilt, die in I’rismcn und Cylindern 
die Mittelpunkte der Kndflächon , die in 
Pyramiden und Kegeln die Spitze mit 
dem Mittelpunkt der Grundebene verbin- 
det. In zweiastigen Curven heifsen die 
Mittellinien Axen nnd Durchmesser. 

Mittellinie eines Magnets ist die ge- 
rade Verbindungslinie seiner Pole. 

Mittelpunkt ist in einer Linie, einer 
Fläche und einem Körper der mittelste 
Punkt: die Mitte einer geraden Linie ist 
deren Mittelpunkt. Stellt mau sich diese 
Linien, Flächen und Körper gleichförmig 
materiell oder auch ohne Masse vor, so 
ist Mittelpunkt mit Schwerpunkt 
gleichbedeutend. 

Der Mittelpunkt des Gleichge- 
wichts von Kräften ist der Punkt des 
Systems, welcher nach der Richtung der 
entgegengesetzt mittleren Kraft unter- 
stützt das System in Ruhe erhält. 

Mittelpunkte der Momente s. den 
Art. »Kräfte im Gleichgewicht“, 
No. 16, pag. 62. 


Der Mittelpunkt des Schwungs 
hei einem zusammengesetzten (einem 
physischen) Pendel ist derjenige Punkt 
desselben, welcher selsst ohne Masse an 
einer massenlosen Pendelstange in der- 
selben Entfernung vom Aufhängepunkt 
mit dem zusammengesetzten Pendel die- 
selben Schwingungen machen würde. 

* Der Mittelpunkt einer Central- 
bewegung ist der Sitz der dieselbe er- 
haltenden attractorischen Kraft. 

Mittelpunkt der Entfernung, s. 
später: »Punkt der mittleren Ent- 
fernung“. 

Der Mittelpunkt eines Stofs es 
ist der Punkt des gestofsenen Körpers, 
der von der stofsenden Kraft allein ge- 
troffen dem Körper dieselbe Wirkuug 
mittheilen würde. 

Mittelpunktsgleichung , s v. w. „Glei- 
chung acr Bann“ (s d.). 

Mitternacht ist wie Mittag eine Zeit 
und ein Punkt an der hohlen Himmels- 
kugel, beides für jeden Ort der Erdober- 
fläche. Der llimmclspunkt ist der am 
nördlichen Horizont des Meridians, der 
Zeitpunkt derjenige, in welchem die Orte 
des unteren Meridians Mittag haben. Eben 
so sind die Begriffe wahre und mitt- 
lere MitternaMitszeit. Die beiden 
Erdpole haben keine Mitternacht. 

Mitternachtsfläche, Mitter- 
nachtsgegend, Mitternachtspunkt 
wie bei Mittag; Mitternachtskreise 
sind die unteren Meridiane. 

Anstatt Mittagshöhe hat man Mit- 
ternachtstiefe der Gestirne. Eine ge- 
nauere Betrachtung und geometrische 
Constructionen derselben befindet sich 
wie für Mittagshöhe ßd. I, pag. 176 bis 
178 mit Fig. 109 bis 111. 

Mittlere Anomalie, s. »Anomalie“ 
mit Fig. 6G. 

Mittlere Bewegung ist die auf gleich- 
förmige Bewegung reducirte ungleichför- 
mige B Vergleiche: Mittlere Geschwin- 
digkeit in dem Art » Mit telgoschwi n - 
digkeit“. 

Mittlere Entfernung bedeutet in der 
Astronomie die halbe grofso Axo der el- 
liptischen Bahn eines Planeten oder eines 
Mondes. Ihre Lango ist die Einheit für 
alle übrigen Längeneleinento desselben 
Gestirns; vornehmlich bestimmt sie die 
Excentricitit de^Bahn, nämlich den Ab- 
stand des Axenmittelpunkts von dem 
Bronnpunkt, dem Kraftpunkt, dem 
Ort des Centralkörpers, als aliquo- 
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ten Theil dieser halben grofsen Axe, diese 
halbe grofse Axe als Einheit genommen, 
in Decimalen, desgleichen wird für die 
Angaben der mittleren Entfernung unse- 
res Mondes und der übrigen l’laneten in 
abstracten Zahlen als Vielfache der hal- 
ben grofsen Axe unserer Ekliptik als Ein- 
heit. 

Mittlere Glieder oder innere Glieder 
einer Proportion, s. u. „äufsere Glie- 
der einer Proportion. 

Mittlere Kraft. Ist während auf ein- 
ander folgender constanter Zeitperioden 
und bei constanten Bewegungen während 
jeder solchen Zeit der au überwindende 
Widerstand in fortdauernd abwechselnder 
Gröfse, so ist cs auch die diesen Wider- 
stand überwindende Kraft. Diejenige, wäh- 
rend solcher Periode eonstant bleibende 
Kraft, welche dieselbe Wirkung auf den 
ungleichförmigen Widerstand ansüben 
würde, heifst die mittlere Kraft (ver- 
gleiche den Art. „Krummzapfen“). 

Mittlerer Ort ist bei der Bewegung 
eines Gestirns in seiner Bahn derjenige 
augenblickliche Standpunkt desselben, don 
er in der Bahn cinnenmon würde, wenn 
er von dem angenommenen Anfangspunkt 
ab für dieselbe Zeit des vollständigen 
Umlaufs gleichförmig sich bewegt hätte. 

Mittlerer Planet ist statt des wirkli- 
chen Planeten ein eingebildeter Planet, 
der immer in einem jeden der eben be- 
schriebenen mittleren Orte sich befindet; 
der Planet also, welcher statt des wirk- 
lichen in gleichförmiger Bewegung die 
Bahn durchläuft. Vergleiche: Mittlere 
Sonne in dem Art. „Chronologie“, 
No. 5, pag. 27. 

Mittlere Proportionale zweier Zahlen- 
gröfsen ist die Quadratwurzel aus dem 
Product derselben. 

Mittlere Sonne ist das für die wirkliche 
Sonne, was der mittlere Planet für den 
Planeten ist (s. „Chronologie“ , No 5, 

pag. 27). 

Mittleres Sonneniahr, mittlerer Son- 
nentag u. s. w , s. den folgenden Artikel. 

Mittlere Sonnenzelt ist unsere bürger- 
liche Zeit. Sie würde die wahro Son- 
nenzeit sein, wenn die für diese Zeit 
von den Astronomen eingesetzte fingirte 
mit t lere S on u e statt der wirklichen am 
Himmel sich scheinbar bewegte. Die 
mittlere Sonne hat mit der wahren einen 
Cyctns von 400 .lehren, in welchen ihre 
Umläufe sich vollständig ansgleichen und 
wieder einen genau übereinstimmenden 


Nullpunkt als Anfangspunkt erhalten, wo 
die wahre und die mittlere Sonne genau 
dieselbe Länge haben. 

Aus überlieferten Beobachtungen, ver- 
glichen mit den selbst angestellten , be- 
rechnete man nämlich, dals bei 400 ma- 
ligem Umlauf, also den Umlauf, das Jahr, 
im Mittel 305| Tage genommen, also in- 
nerhalb einer Bewegung von 14G100 Ta- 
gen die Sonne 3 Tage voraus war, so 
dafs sic die 400 Umläufe in 140097 
Tagen gemacht hatte, und os ergab 
sich hieraus das mittlere Sonnenjahr 

= 4 ^x 140097 = 305,2425 mittlere Son- 

nentago = 365 Tg. 6 St 3 Min 44,64 Sec. 
Die neuesten Beobachtungen und Berech- 
nungen haben jedoch ’ das in unserem 
Jahrhunderte statttindende tropische 
Jahr mit Beachtung der veränderlichen 
Nachtgleichen = 365,242255 mittlere Son- 
nentage = 365 Tg. 5 St. 48 Min. 50,832 
Sec. gefunden. 

Jeder dieser Tage, in welchem die mitt- 
lere Sonne in der Ekliptik einen Bogen 
360° 

beschreibt von = 0,9850472 

Grad, ist unser irdischer Tag, die ewig 
constante Zeit einer vollständigen Um- 
drehung der Erde um ihre Axe, die wir 
in 24 Stunden eintheilen und von der 
Uhr ablesen , die wahre Sonne mag bei 
ihrer ungleichförmigen Bewegung stehen 
wo es sei. 

Die Sonne beschreibt während eines 
solchen (tropischen) Jahres die ganze 
Ekliptik weniger der Länge 50,1 Bogen- 
secunden , um welche der Frühlingspunkt 
während des Jahres zurückgetreten uud 
der Sonne entgegengekommen ist 

Nun stelle man sich vor den Zeitpunkt, 
in welchem eine nach bürgerlicher Zeit 
richtig gehende Uhr am 31ten December 
eines Jahres genau Mitternacht 12 Uhr 
zeigt, in demselben Augenblick denke 
mau sich den Standpunkt der Sonne in 
der Ekliptik sichtbar markirt. Nach einem 
Jahre gebe man Acht anf den Augenblick, 
in welchem die Sonne 50,1 Bogensecun- 
den von der Marke rechts eintritt, wo 
sio also dieselbe Länge hat, so zeigt in 
diesem Augenblick die Uhr den lten Ja- 
nuar Morgens 5 Uhr 48’ 51”. In dem 
folgenden Jahr zeigt die Uhr don ersten 
Januar Morgens 11 Uhr 37' 42”; nach 
dem zweiten Jahre den ersten Januar 
Nachmittag 5 Uhr 20' 33", nach dem drit- 
ten Jahre den ersten Januar Abends 11 
Uhr 15' 24” und nach dem vierten Jahr 
den zweiten Januar Morgens früh 5 Uhr 
4' 15”. 
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Es ist also in den vier Jahren fast ein 
ganzer Tag (es fehlen nur 44' 36" daran) 
verloren gegangen und aus diesem Grunde 
erhält in dom vierten Jahre der Februar 
einen Tag mehr. 

Mit diesem eingeschalteten Tage ist die 
mittlere, die bürgerliche Zeit der wahren 
Sonnenreit um 44 Minuten 36 Secunden 
vorausgeeilt. Demnach beträgt dies einen 

24° 

Tag von 24 Stunden zu viel in 4- . „ 

6 44’ 36” 

= 129,15 Jahren. Die weitere Zeitaus- 
gleichung s. in dem Art. „Kalender- 
jahr“. 

Die tägliche Bewegung der mittleren 
Sonne beträgt, wie schon oben angegebeu 
0,9856472 Grad = 59 Min. 8J Sec. Bogen- 
maafs. Die stündliche Bewegung 2 Min. 
27,847 Sec., die Bewegung in der Minute 
= 2,464 Secunden, die Vergleichung der 
mittleren Sonnenzeit mit der Sternzeit s. 
d. Art. „Chronologie“. 

Die mittlere Sonnenzeit ist mit der 
wahren Zeit viermal im Jahre überein- 
stimmend'. um den 14ten April, den 14ten 
Juni, den 3Iten August und den 23ten 
December. 

Modal ( M odulus). 1. Das bei den alten 
Architekten gebräuchliche l.ängenmaafs, 
der untere Säulenhalbmesser, welcher in 
30 Partes, Minuten getheilt wurde. 

2. Bei Logarithmen gegebener Zahlen 
derjenige der beiden Factoren, aus wel- 
chen jeder L. besteht, welcher nur allein 
von der Basis des Systems abhängig ist, 
s. den Art. „Basis, Grundzahl oines 
Logarithmensysteras“, pag.327. Der 
Modul des natürlichen Systems ist = 1 ; 
der des Brigg'schen Systems =0,43429... 

Moloc&le sind Massentheilchen 
eines Körpers, nicht aber die Atome 
(s. d.}, sondern Complexe derselben. 

Molec&larkrifte werden die zwischen 
den Molecülen von festen Körpern thäti- 
gen Kiäfte genannt, welche dieselben an 
einander befestigen ; sie sind also gleich- 
bedeutend mit den Cohäsionskräften; 
bei tropfbar (bissigen Körpern sind sie 
gering, bei luftförmigen Körpern findet 
die entgegengesetzte Eigenschaft statt, 
die Kraft der Expansion. 

Moment, 1 . mechanisches ist das 
Product einer Kraft oder Masse multipli- 
cirt mit deren Geschwindigkeit oder mit 
dem Wege derselben in einer bestimmten 
Zeit. 

2. Statisches ist das Product einer 
Kraft oder Masse mulliplicirt mit ihrem 
Abstand von einem beliebig angenom- 


menen Punkt oder von einer beliebig 
angenommenen oder einer durch die Na- 
tur des Systems gegebenen Drehaxe. Das 
statische Moment ist entweder ein Mo- 
ment der Kraft oder ein Moment 
des Widerstandes (Moment der 
Last). Anwendungen hiervon s. deu 
Art. „Kräfte im Gleichgewicht“, 
No. 17, pag. 62 und weiter. 

Moment der Trägheit. Was hierunter 
verstanden wird ist in dom Art. „Mas- 
senreduction“ No. 2 erklärt. Die Vor- 
aussetzung, dafs die Masse in einem 
Punkt sich befinde, wie in jenem Art. 
No. 1 , bei Entwickelung des Gesetzes für 
die Keduction hat angenommen werden 
müssen, ist hypothetisch, denn eins der 
wesentlichen Grundmerkmale von Masse 
ist, dafs sie einen Kaum cinnimmt. Hat 
man also von einer einen begrenzten 
Raum einnehmenden Masso das Trägheits- 
moment zu bestimmen, so gibt es theo- 
retisch betrachtet nur ein Mittel, näm- 
lich, dafs man jedes einzelno Massentheil- 
chen der Masse mit dem (Juadrat seines 
Abstandes multiplicirt und alle diese Pro- 
ducte addirt; oder dafs mau den Grenz- 
werth der Summe findet, unter der Be- 
dingung, dafs die einzelnen Massentheil- 
chen immer kleiner und kleiner genom- 
men werden, wodann dieser Grenzwerth 
das Trägheitsmoment der ganzen Masse 
ist. 

Kennt man dieses Trägheitsmoment, 
so ist auch immer die Bewegung der 
Masse um eine Axe vermöge einer gege- 
benen Kraft zu bestimmen, wenn man 
hypothetisch aunimmt, dafs dieselbe Masse 
in einem einzigen Punkt vereinigt ist. 

ln Folgendem sollen die Trägheitsmo- 
mente (®t) von Linien, Flächen und Kör- 
pern bestimmt werden. 

1. Das Trägheitsmoment einer mit 
Masse gleichförmig vcrtheilten 


Fig. 807. 



DE = l-, DF = b 
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geraden Linie OK, die mit einer Dreh- 
aie AB verbunden ist. 

Die Masse der Linie DF. sei = M, CF 
= <i der kürzeste Abstand beider Linien 
GH und AB, die durch F gezogene gerade 
Linie GH sei 1 A II , </HFÖ = «. Die 
Länge von ÜE = I, die Länge DF=k, 
die auf dieselbe kommende Masse = m', 

so ist 


Theile DF in n gleiche Theile: von F 
aus sei J der m — l)te, 0 der mte Tbeil- 
punkt, so ist der auf JO kommende Mas- 

sentheil = — H'. 

H 

Fällt man das I.oth JK auf GH und 
das I.oth KL auf AB, so ist JL der Ab- 
stand des Punkts J von All, und man 
hat 


JL> = KL » + JK 1 = n» + (JE • sin «)» = oM ä)* sin »« 


Eben so findet sich das Quadrat des 
Abstands des Punkts 0 von AB 

= <** -f ^ sin 

Das Moment der auf JO vortheilten 
Masse ist offenbar kleiner, als wenn die 


Masse in O nnd gröfser als wenn sie in 
J vereinigt wäre. Multiplicirt man also 

die beiden Abstände mit der Masse — M’ 

n 

und bezeichnet das wirkliche Momeut die- 
ser Masse mit so hat man 


[— + — A» «in >..l H' < SH < (f! + *» ,i» \.) fl' 

Ln n® I " \ h n 1 / 


Setzt inan hierein statt m der Reihe chungen, so schliefsen die Aufsenglieder 
nach die Folge der natürlichen Zahlen das Moment 3)1' der Masse M' ein und 
on 1 bis fi und summirt die n Verglei- man hat 


|^a s -p ^ , — — • A* »in *cr J Af ' < 3J1' < -p — ~ • 6 3 »in J !H' 


Der Unterschied der einschliefsenden 
Gröfseu ist offenbar 

— _ A* sin *i» H 1 = — A 3 sin *cr 
n n 

und kann mit dein Wachstbum ’von n 
beliebig klein werden. 

Nun ist aber 

£ (n -J)^ (n-l)n (8n - 1) 
n* - 6n* 

, Jt n> _ n (n + 1) (2n + 1) 

U " d n 1 Gn 5 

Folglich begreifen diese beiden Zahlen 

offenbar die Zahl - - — *-= J in sich, 
A • H 5 


und folglich ist anch die Grüfse 

(n* f 1 A* »in *n) V = (n* + 4 A* sin 3 a) -y- M 

mit 9 Ji’ zwischen denselben Gröfseu be- 
griffen , deren Unterschied beliebig klein 
werden kann. Man hat also das Träg- 
heitsmoment der geraden Linie 

3»' = (a* + i A> sin *«) * H. (1) 

Eben so findet man das Trägheitsmo- 
ment für die auf EF kommende Masse», 
wenn man / - b statt b setzt. Daher das 
Trägheitsmoment der ganzen Mas- 
senlinie 


91 = (a* -f J 6 2 #*n *«) — M -f [a* -f | (/ - Ep txn *«] - — - M 
= [a 7 + (J /* - \b + b*) »in *«] Af 


( 2 ) 


Ist & = so dafs Finder Mitte an dem der Axe näheren Endpunkt 
von OE liegt, so ist F mit der Axe befestigt ist, so hat 

^ = 7 a) A/ (3) »uai» 

lat b — 0, so dafs die Linie EF = / (4) 
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Ist 4 = /, so dafs die Linie DF an 
dem der Axe entfernteren End- 
punkt F mit der Axe verbunden 
ist, so bleibt 

3» = («’ + 4 f* sin *«) M (5) 

Ist a = 0, so dafs der Punkt F in C 
liegt und die Linie unmittelbar 
mit der Axe verbunden ist, so ist 

9J1 = (1/ 3 -/4 + 4’)»" , w M (6) 

Ist o = 0, so dafs die Linie in GH 
und in der Entfernung a + mit 
der Axe schwingt, so ist 

9)1 = a‘ M (7) 

Ist o = 90°, so dafs die Linien in F 
mit der Axe verbunden, in einer 
Ebene schwingt, so ist 

W = (a 3 + 4* - !b + S P) M (8) 

Ist « = 90°, 4 = J/, so dafs die Linie 
inder Mitte mit derAxeverbnnden 
ist und in einer Ebene schwingt, 
dann ist 

9)1 =( n « + , , r''')'W (9) 

Ist 0 = 90°, 4=0, so dafs die Linie 
an einem Endpunkt mit der Axe 
verbunden ist und in einer Ebeno 
schwingt, so ist 

9JI = (o* + . . (, 10 > 

Ist o = 90 o , o=0, so dafs die Linie, 
indem F in C liegt, mit der Axe 
unmittelbar verbunden ist, so hat 
man , . 

9H=(J/»-/5 + 4»)M (11) 


Ist o = 90°, o = 0, 4 = 0, so dafs die 
Linie EF mit dem einen Endpunkt 
F in C liegt und in einer Ebene 
schwingt, dann ist 

m = bP-M (12) 

Ist a = 0, 4= J/, so dafs die Linie 
DE mit ihrer Mitte in C liegt, so ist 

9)1 = i* 5 1 * sin *o }l 

Ist o = 0, 4 = 0, so dafs die Linie 
F.F mit einem Endpunkt in C sich 
befindet, dann ist 

9)1 = J /’ »io V M (13) 

Ist o = 0, o = 90°, 4= }/, so dafs die 
Linie EF mit einem Endpunkt in 
C und in einer Ebene schwingt, 
dann ist 

9)1 = ,■, PH ( u ) 

Die Formel 1 ist mit Hülfe der Inte- 
gralrechnung leichter darxustellen : 

Setxt man nämlich das beliebige Stück 
FJ = x, läfst dies nm J0 = A* wachsen. 

Hl 

so ist die auf A x fallende Masse = — A** * 
der Abstand JL ist im Quadrat = 

KL 1 + JK 1 = « f + FJ* sin = a* + x* sin 
mithin ist das Moment von A* = 


- + *if) y 

0/ 1 

Mithin das Moment der Linie DF = . 


M Hl 

9)1 = J[o* + x* sin*") — 9x = -j (o* x + J x a «« *<.) 

wo die Constante fortfällt, weil für x=0 auch M = 0 wird. 

SeUt man nun x = DF=b, so erhält man das Moment wie Formel 1. 

9)1 = -j-(u*4 + j4*tii» , fr) =(o*+ J 4» ««»’«) - M 


2. Das Trägheitsmoment einer 
Curvc, auf welcher Masse gleich- 
förmig vertheilt ist, in Beziehung 
auf eine mit ihr in einer Ebene 
liegende Axe. 

Es sei AB die Drehaxe, CD die Curve, 
deren Masse auf die Länge = 1 sei m, 

Fig. 808. 



die Axe zur Abscissenlinie_ genommen 
habe A aum Anfangspunkt, für den Punkt 
F. seien AF=x, EF=y die Coordinaten. 
Die Länge des Bogens CE sei =/, das 
Trägheitsmoment der Masse dieses Bo- 
gens = 9)1 , so ändert sich dies Moment 
um A 9)1, wenn x den Zuwachs A* und 
y den Zuwachs Ay erhält; der Zuwachs 
der Masse ist sodann = m - AL 

Nun kann A* 80 klein genommen wer- 
den, dafs die Ordinaten von y bis y + Ay 
entweder fortdauernd wachsen oder ab- 
nehmen. Dann ist der Zuwachs A9H 
des Moments begriffen zwischen den Träg- 
heitsmomenten, welche für* die Masse 
m • Al statt finden würden, wenn idiese 
sich einmal am Endpunkt der Ordinate 
y und das andere Mal an dem der (y + Ay) 
befände. Man hat daher immer 
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y a m • 


folglich 


"f •tz: 


• A > § A®J § (jr + Ay ) 1 " 1 • AI 
AI ^A®!. , , . AI 

Ä*'" A* 'ßl 

und wenu man zu den Grenzwerthen übergeht, so erhält man 
9 ®i ,0/ 

0x =m !'-^ 

woraus ^ • 8x = w /,» |/l + 


8x + C 


( 16 ) 


wo die Constaute so zu bestimmen ist, 
dafs das Integral für die Abscisse des 
Anfangspunkts C des Bogens verschwin- 
det. 

Beispiel. Es sei CD ein Kreis- 


bogen, dessen Mittehrunkt in der 
Axe AB liegt, dessen Halbmesser = r. 
Nimmt man den Mittelpunkt zum An- 
fangspunkt der Coordinaten, so ist 


y 5 = r»-x*; also y ■ J 1 = - x oder ^ = - -- 

OX ox y 

Diese Werthe in Gleichung 15 substituirt ergibt 

®l = m /y* j/ 1 + — j • 8x = mfy l'y’ -f- x 5 fix = mrfy Ox (16) 


Es ist aber fij 8x die Fläche des Kreis- 
stücks zwischen der Abscisse und den 
beiden Ordinaten des Anfangs- nnd des 
Endpunkts des Bogens. Ist dieses Flä- 
chenstück vom Inhalt = E, so ist 

9W = m . r - F (17) 

Diese» Resultat erhält man auch auf 
elementarem Wege: 

Denn man denke sich den Bogen CD 
in unendlich viele unendlich kleine Theile 
getheilt, S m sei der mte dieser Theile von 
C an gezählt, das I.oth aus der Mitte J 
von S m auf die Axe gefällt sei y m , die 
Projection des Theils S m auf die Axe 
»ei * m . Dann ist das Trägheitsmoment 
von S m 

VL = “ • yj- 

Denkt man sich nnu das Dreieck ECU 
als ein sehr kleines rechtwinkliges Drei- 
eck, dessen Hypotenuse S m und dessen 
waagerechte Cathete ist, ferner von 
J den Halbmesser Ji\ = r gezeichnet, also 
das zweite Dreieck, wo der Halbmesser 
r die Hypotenuse und y m die der ähn- 
lich liegende Cathete ist, so hat man 

r '• y,„ 

woraus S_ = r — 

m v 
"//* 

mithin ®t_ = M .r-a . u 

m Jm« 

Es ist also das Trägheitsmoment des 
ganzen Bogens = a-r^ (»„ . y m ). 

IV. 


Da nnn i m • y m die Fläche ist, die von 
S ,„ • i,„ und den Endordinaten gebildet 
wird, so ist das Trägheitsmoment der 
ganzen Linie = m • r • F. 

3. Das Trägheitsmoment einer 
mit Masse gleichmäßig versehe- 
nen Umdrehungsfläche, wenn die 
Axe der Fläche zugleich die Dreh - 
axe ist. 

Ist CD , Fig. 808, der Bogen der Curve, 
von der bei der Umdrehung um Aß die 
krumme Fläche durchlaufen wird; sind 
2 -, y die Endordinaten des Bogens, die 
Drehaxe AR zur Abscissenlinio genom- 
men, die krumme Fläche = w und die 
auf die Flächeneinheit kommende Masse 
= m, das Trägheitsmoment der ganzen 
Masse = $JI, so hat man unter der Vor- 
aussetzung wie bei No. 2 : 

y 2 •pf A«§ A®* "'(yd- Ay)* • »» A« 

Diese drei Vergleichungen durch A* 
dividirt und zum Grenzwerth übergegan- 
gen gibt 

Nach Bd. II, pag. 194 ist aber das Dif- 
ferenzial der Umdrehungsüächo u 



Mithin ist 

51 = 21»^/,’ |/l + (^") 8 .v + C(18) 

* 

11 
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Beispiel. Es sei, Fig. 809, dieUm- 
drehu ngsfläche eine Kugelzone, 
die ihren Mittelpunkt C in der 
Drehaxe hat; so ist, wenn man den 
Mittelpunkt zum Anfangspunkt der Ab- 
scissen nimmt, 

y 3 = r* — x* 

hieraus ^ = — — 

Bar y 

und folglich 311 = 2 mir /y 3 |/l + -|ax= 

= 2nmr/y* = 2xmrßr* - 

also das Trägheitsmoment der Ton dem 
Bogen EJ gebildeten Kugelzone 

9» = ‘inmr (r«x - ix») . (19) 

wo die Constante fortfällt, weil für x=0 
anch die Zone = 0 wird. 

Hat der Anfangspunkt des Bogens die 
Abscisse_ a links Ton C, d. h. ist die Ab- 
scisse für diesen Anfangspunkt = — «, 
so mufs 9J1 für x — —a verschwinden. 
Dann ist also 

0 = 2nmr (— r 3 a -f i «*) + C 
also vollständig für den Bogen DE 

9H = 2rtmr [r*(x + /i)- J (x» + o 3 )] (20) 
Die Klammergröfse mnltiplicirt mit n 
ist die körperliche Zone zwischen den 

J 7ix (3 r* + 3y* + x 3 ) = J nr (3r* - 

Eben so erhält man die links liegende 
Zone von der Höhe a = n (r»a - J a 3 ). 

Bezeichnet man den Inhalt der zwi- 
schen y und y' begriffenen körperlichen 
Zone mit K, so ist das Moment der 
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2«/r/y* l y* +■ x 3 8x 
x«)+C 

Ordinaten y und y’ und schreibt man 
dieselbe 

(r* * - Jx») + (r> a - 1 o») 
so ist ix mal der ersten Klammergröfse 
die von CJEG gebildete körperliche Zone 
Ton der Höhex, und rx mal der zweiten 
die von CJDE gebildete körperliche Zone 
von der Höhe a. 

In dem Art. .Kugel“, Ko. 26 hat 
mau nämlich die Formel für die körper- 
liche Zone 

Jn*(3a* + 3i» + A»). 

Für die Zone rechts von der Höbe x 
ist hier a = r; 4 = y und * = x; demnach 
hat man die körperliche Zone 

- 3r 3 — 3x* -f- x 3 ) = ;i (r*x — I x 3 ). 

Zonenoberfläche 

3W = 2mr • K (21) 

Erstreckt sich der Bogen bis // in die 
Drehaxe, so ist die Fläche eine Ca- 
lotte, a ist = r und aus Formel 20 


3J1 = 2/xmr [r 3 (x + r) - J(** + r 3 )] = 2nmr [J r» + r*x - J x»J (22) 


Erstreckt sich der Rogen auch anf der 
zweiten Seite bis zur Drehaxe, so ist auch 
x = r, die Fläche ist eine Kugel- 
fläche, und deren Trägheitsmo- 
ment 

9J1 = JnMr* • (23) 

Bezeichnet man mit M die auf die ganze 
Kugelfläche vertheilte Masse = 4 . r m r J , 
so ist das Trägheitsmoment 

2R = |r 3 Af (24) 

d. h. Das Trägheitsmoment der 
Masse einer Kugeloberfläche ist 
= dem von § der Masse, wenndieae 
in dem Abstand des Halbmessers 
von der Drehaxe angebracht wird. 


Die vorstehenden Resultate lassen sich 
auch durch elementare Betrachtung fin- 
den. Ist nämlich die Masse auf eine 
Zone gleichmäfsig vertheilt, so theile mau 
die Höhe derselben in unendlich viele 
unendlich kleine Theile und lege durch 
die Theilpunkte Ebenen normal der Dreh- 
axe, wodurch die Zone in lauter gleich 
grobe Zonen zerlegt wird , von denen jede 

= 2rxr — ist; deren Masse = 2.rr — • nt. 

n n 

Der Abstand des inten Theils von der 
Axe sei y^ , so ist dessen Trägheitsmo- 
ment = 2 irr ^ • my m 3 , folglich die Sum- 
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me aller Momente der n Zonen = 

Nun Ist n • — y m * der Inhalt des mten 
Kugelabschnitts , mithin die 8umme 
der Inhalt des ganzen Ku- 
gelabschnitts. Dieser mit K bezeichnet 
gibt das Trägheitsmoment =2rmK. 
Verwandelt sich die Zone in die Ku- 

5 eifläche, so wird K= J.-rr*, folglich das 
'rägheitsmoment der Kugelfläche = Jsnr 1 
= JrMf, wo M die auf die ganze Kugel- 
fläche vertheilte Masse bezeichnet. 

4. Das Trägheitsmoment einer 
mit Masse gleichmäßig versehe- 
nen Figur, die von der Abscisse, 
den beiden Ordinaten und einer 
Curve begrenzt ist, in Beziehung 
anf die Abscisse als Drehaxe. 

Die Masse der Flächeneinheit sei = m, 
zwischen den Abscissen x und x + A* 
sollen die Ordinaten entweder immerfort 


wachsen oder immerfort abnehmen. Denkt 
man sich nun zwei Rechtecke von der 
gemeinschaftlichen Höhe Ax, deren Grund- 
linien y und (y + Ay), so wird von den 


Fig. 810. 



Trägheitsmomenten beider Rechtecke der 
Zuwachs AtW des Moments der Figur 
eingeschlossen. Die Massen der Recnt- 
ecke sind u-&x-m und (y + 
deren Trägheitsmomente sind aber = den 
Trägheitsmomenten ihrer Massen einmal 
auf V und das andere Mal anf (y + Ay) 
gleichmäisig vertheilt, daher diese Träg- 
heitsmomente 


= iy»-y.A*-m und Ky + Ay) 3 (y + A y) A* • m 


Zwischen beide fallt A®1. 


w i .. T . das Trägheitsmoment durch 

Wenn man also die drei \ ergleichun- die parallelen Seiten y, y, und durch die 

Lak™.?. rt un J f“ • <l * n ® reni " H "* le x ansdrücken, so hat man die Höhe 

= * gesetzt : A : 


gen durch 

werthen übergeht, so ergibt sich 

891 1 3 

87 = 1 my ferner 

Woraus dasTrägheitsmoment der 
PiK w . ,. A folglich x, + » = *= *■ j 

Slt = im/y > 8x + C (25) 


x= — y 


Beispiel. Essei, Fig. 811, die be- woraus 
grenzende Cnrve eine gerade Linie AB, 
die Fignr also ein Trapez. Man 
hat also und 

x, : y, = * : y 

woraus y = — * 
folglich 


. *». 

~ y-y, 


91: 


Ö* + C 

x»8x 


"‘-.Ai*)' 

-*"(i)'-+« 

Für x = x, mnfs 91 verschwinden, da- 
her vollständig 

w = *«(!;) (x 4 - x, 4 ) 



.... Diese Werthe in Formel 26 snbstitnirt 
gibt das Moment des Trapezes 


91 


= m (nr*)’ ■ A ■** =*"*<*+ »jo* + » .*> 

ii* 


(47) 
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I« t Ä die Misse des Trapezes = j* (y-l- y,)«, stand = A, »ein Trägheitsmoment ist also 
so hat man 

5R = *(y* + »,’)* (2») 

Ist y, = 0, so erhält man das Trägheits- 
moment des rechtwinkligen Drei- 
ecks, dessen eineCathete die Dreh- 

axe ist = Jy’ M = -faxy* (29) 

d. h. halb so grofs als wenn die 
Hasse auf der Cathete y verlheilt 
wäre. 

Da jedes Dreieck sich in zwei rechtwink- 
lige Dreiecke theilen läfst, so ist das 
Trägheitsmoment eines Dreiecks, 
dessen Grundlinie die Drehaxe ist 
= dem 6ten Theil der Masse, die- 
selbe in der Spitie des Dreiecks 
vereinigt gedacht. 

5. Das Trägheitsmoment eines 
Dreiecks mit darauf gleichförmig ver- 
theilter Masse in Beziehung auf eine 
Axe, die in der Ebene des Dreiecks 
durch seine Spitze liegt. 

Es sei (Fig. 812) die gegenüberliegende 
Seite mit der Axe parallel = 4, deren Ab- 
stand von der Axe = A, die auf die Flä- 
cheneinheit kommende Masse = 1. Theile 


Fig. 812. 



* in n gleiche Theile, ziehe durch die 
Theilpunkte Parallelen mit der Axe und 
beschreibe zwischen ihnen inwendig und 
auswendig Rechtecke, berechne die Träg- 
heitsmomente der inwendigen Rechtecke, 
als wenn deren Massen auf den der Axe 
zunächst liegenden Seiten, und die der 
auswendigen Rechtecke, als wenn deren 
Massen auf den der Axe entferntest lie- 
genden Seiten vereinigt wären 

Das oberste inwendige Rechteck hat 

die Breite - — - b, die Höhe * * und sein 

n n 

Abstand = sein Trägheitsmoment 


6 - i A • A» = — 4A« 

H IS 

Mithin sind die Snmmen der Momente 
sämmtlicher in- und auswendigen Recht- 
ecke 

^ — P 4a* und f — 4a> 

n* ii* 

Zwischen beiden, deren Unterschied 
= — 4A 1 ist fällt das Moment des gege- 

H 

henen Dreiecks. 

Nun ist 5 (n — 1)* = 4 (w - 1)’ ■ «' 

*»• =1«>(« + 1)> 

Zwischen beiden ist die Zahl einge- 
schlossen 4»’ • n* = in- 
zwischen beiden obigen Summen liegt 

also auch i — , • **’ = |4A J 

n* 

und da das Moment des Dreiecks eben- 
falls zwischen beiden Summen liegt, so 
ist das Trägheitsmoment eines mit 
derSpitze in derDrehaxe und mit 
der Grundlinie 4= derselben be- 
findlichen Dreiecks = i4A s (30) 

Ist M die gesammte Masse des Drei- 
ecks = \ bh , so ist 

9R = i* , .*f ( 3 D 

Das Moment ist also gleich dem Mo- 
ment der halben Masse, dieselbe in einem 
Punkt unter dem Abstand A vereinigt 
gedacht. 

6. Das Trägheitsmoment eines 
materiellen Trapezes, dessen eine 
parallele Seite Drehaxe ist. 

Theile das Trapez durch Lothe aus den 
Endpunkten der oberen Seite auf die un- 
tere in ein Rechteck A und zwei recht- 
winklige Dreiecke B, C, so ist nach der 
Bezeichnung, Fig. 813, die Masse des 
Rechtecks = 91, gesetzt 


Fig. 813. 


ist also 


n n \ n / « 

Das oberste auswendige Rechteck hat 

die Breite 4, die Höhe — A nud den Ab- 


4a j 



9R, = JA«.*, = *A»-4A = J4a j 
Das Moment der beiden Dreiecke B 
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and C = W J = i*’ • wenn#, deren 
Messe beieich net, 

= t»*.K«-4)* = iS («-*)** 

Mithin das Moment des Trape- 
zes die Summe der beiden Momente 

®1 = t V(o + 34)* s (32) 

a-\- b 

Die Masse M des Trapeies ist = — — * 
mithin zugleich 

3» = i ** M (33) 

®T ® 

7. Das Trägheitsmoment eines 
beliebigen materiellen Dreiecks 
in Beziehung auf eine durch eine 
der Spitzen des Dreiecks und in 
dessen Ebene liegende Drehaxe. 

Ist die auf die Flächeneinheit kom- 
mende Masse = 1, so hat man bei der 
Bezeichnung, Fig. 814, nach Formel 27: 


Fi?.. 814. 



Das Moment des Trapezes CDJG = 

», = *((+}) (« + *)(«’ + 4’) 

Die Trägheitsmomente der beiden Sei- 
tendreiecke sind nach Formel 29 
rt/a' + rtp-i*. 

Diese beiden Momente ron dem des 
Trapezes abgezogen gibt das Moment des 
Dreiecks CDE 

= M“9 + V) («* 4 «4 4 **) (34) 

Der Inhalt des Dreiecks CDE ist = 

daher das Trägheitsmoment des &CDE 
auch 

®? = *(«» + «6 + 6>)M (36) 

8. Das Trägheitsmoment eines Massen- 
systems für irgend eine Axe ist = dem 
Trägheitsmoment für eine mit dieser pa- 
rallele Axe durch den Schwerpunkt des 
Systems + dem Trägheitsmoment der ge- 
sammten Masse in ihrem Schwerpunkt 
vereinigt gedacht nnd dieser in Beziehung 
auf die erste Axe genommen. D. h. Ist 


VI das Trägheitsmoment des Systems in 
Beziehung auf die durch den Schwerpunkt 
genommene Axe, M die gesammte Masse, 
W’ aber das Trägheitsmoment derselben 
in Beziehung auf eine mit jener im Ab- 
stand a parallelen Axe, so ist 

SR^sn + o»# 

Denn es sei AB (Fig. 815) die durch 
den Schwerpunkt G des Systems liegende 
Axe, CD die in der Entfernung GH- a 
mit ihr parallele Axe; m j m , ; m, ... 


Fig. 815. 



seien die einzelnen Massentheile des Sy- 
stems, ihre Abstände von AB seien x; 
x , ; x,...; von CD aber w; y, ; y,.„; 
endlich <p; <f,\ die Winkel, welche 

die Abstande x; x, ... mit den Abstän- 
den n der beiden Axen mit den Durch- 
schnittspunkten der Axe AB machen, 
diese Winkel von 0 bis 360° nach einer 
8eite hin gezählt (Fig 816). 


Fig. 816. 



Da nun die x auf der Axe AB und 
die y auf der Axe CD normal stehen, so 
sind die Axen auch auf den Ebenen der 
Winkel zwischen x und y normal nnd 
folglich sind die Abstände der Standpunkte 
je zweier zusammengehörigen Lothe x 
und y auf den beiden Axen normal und 
folglich überall = a. 

Man hat demnach in jedem Dreieck 
zwiseben a nnd den x und y: 
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y* s a* + x* — 2 ax cot q 
und wenn man mit dem Hassenelement 
m multiplicirt 

my* = wo* + «j* — 2 mar cos <p 
Eben so hat man 


m, y ,* = m, a* + *», *,* — 2», «*, cm <jr, 
n. s. w. 

Addirt man nnn alle diese so gebilde- 
ten Oleichnngen, so erhält man 


my’ + rn, y* + ... = (■» + »,+ ...) + + . ..-2o(matcoi <p + m,x, cos <p, + ...) 

Nnn sind dieProdncte xcoia, x.cosrr, ... Klammergrörse die algebraische Summe 
die Abstände der Massentheile von Ebe- der statischen Momente sämmtlicher Mas- 
nen, die sich sämmtlich in der durch den sentheile in Beziehung auf jene Ebe- 
Schwerpunkt G mit CD parallel gelegte nen aus. Diese Ebenen gehen aber 
Axe durchschneiden , und zwar liegen durch den Schwerpunkt G des Systems, 
diese Abstände gegen die Ebenen ent- folglich ist diese algebraische Summe 
weder nach der einen oder der anderen der Producte = 0. 

Seite, je nachdem die Prodncte positiv Die Gleichung redncirt sich also auf 
oder negativ sind. Folglich ist die letzte folgende: 


«*y a + «»,y ’,’ + ... . = («• + »», - 

Nach der angenommenen Bezeichnung 
ist aber 


my , + m, y,* + - 

.. = 91’ 

m + m, + 


mx’ + m, 

.. = 91 


folglich hat man 

®l' = 9JI 4- sa 3 JM (36) 

9. Aus dem Satz No. 8 folgt , dafs in 
Bezog auf parallele Axen das Trägheits- 
moment für diejenige Axe, welche 
durch den Schwerpunkt geht, ein 
Minimum ist; dafs esaber füralle 
parallele A xen unter einerlei Ab- 
stand vom Schwerpunkt unverän- 
derlich dasselbe bleibt. 

10. Das Trägheitsmoment eines 
Dreiecks in Bezug aufeine Axe in 
derEbene desselben und durch don 
Schwerpunkt, ferner in Bezug auf 
jede andere Axe parallel mit der 
Ebene des Dreiecks (Fig. 817). 


Fig. 817. 



Ist DE eine durch den Schwerpunkt 

G des AABC gelegte Axe, die Hasse des 


. . .) <•’ + m-r* + m, x,* + . . . 

Dreiecks = M, die Abstände der drei Win- 
kelspitzen = a , 4, c. Han ziehe durch 
die Spitze A die Linie FH * DE, so sind 
die Abstände der Punkte ß und C von 
FH = a -f 4 und a±c, folglich das Träg- 
heitsmoment des A ABC für FH nach 
Formel 35 

91' 1 = * [(a + i? + (a + 4) (a ± e) + (a ± e)»] M 
Hiervon a’M abgezogen , gibt das Träg- 
heitsmoment 9? des Dreiecks in Bezie- 
hung auf die Axe DE. 

Nun ist der Abstand AJ = a des Schwer- 
punkts G von der Axe FH 

(d + 4) + (a ± c) 

~ a ~ 3 

woraus « = i*c 

folglich ist das Moment des Dreiecks auf 
FH, wenn man c eliminirt 
91’= l(7«-a4 + 4>)» 
und das gesuchte Homent auf DE = 
91 ' -a'M 


91 = i («> - ab + 4«) M 

(37) 

und wenn man a eliminirt 


91 = J (4‘ ± 4c + c*) M 

(38) 


Soll nun das Trägheitsmoment für eine 
beliebige andere mit der Dreiecksebene 
parallele Axe gefunden werden , so darf 
man nur durch den Schwerpunkt des 
Dreiecks eine Linie 4 der Axe ziehen, 
das Trägheitsmoment für dieselbe nach 
Formel 37 oder 38 aufstellen und hierzu 
a,*M addiren, wenn a, den Abstand bei- 
der Axen bezeichnet. 

II. Das Trägheitsmoment einer 
materiellen Figur, wenn diese 
durch eine Gurve und beide End- 
ordinaten begrenzt ist unddieDreh- 
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einen Pnnkt der Ab- das auf y vertheilte Moments 

(*’+!»’)'» -A« 


aze durch 
scisse normal auf der Ebene der 
Figur steht 

Es sei für die Figur CAGF der Durch- 
schnittspunkt E der Drehaxe mgleich der 

Fig. 818. 



das auf y + Ay vertheilte Moments 
C(x + A*)* + 4(y + Ay)*J rn • A« 

Zwischen beiden wenn man sie mit 

A flJJ 

A-r dividirt ist also auch begriffen. 

A* 

Beide einschliefsende Quotienten haben 
aber den gemeinschaftlichen Grenzwerth 

Sa 


(*’ + 4y J )« 


8*’ 


folglich hat auch die 


A*» 

A* 


denselben 


zwischen fallende Gröfse 

Grenzwerth. D. h. es ist 

82» 

S7 = m(x + *^8i 

Da nun nach Obigem Daxy-Sx, so 
hat man 


Anfangspunkt der Coordinaten. Es sei 
das Trägheitsmoment der Figur = S», das 
Flächenstück selbst = w. Aendert sich 
x um Ax, und hiermit y um Ay> w um 
Aw, also die Masse ns um mAw, so 
denke man diese zuerst auf y und dann 
auf y + Ay gleichmäßig vertheilt, so wer- 
den beide aas wahre Moment a 9» ein- 
schließen. 

Nun ist nach Formel 10 


0j = »»(x , + iy s )y 

woraus das Moment der Figur 

3» = m,/l>*+ 4y*)y8x + C (39) 
12. Beispiel. Es sei die Linie (AG) 
eine gerade, die durch die Drehaxe E 
geht, also die Linie EG. Dann ist ihre 
Gleichung wenn man a = x lg a setzt 
x ly a = y 


und 2» = m/fa* + 4 y 1 ) y 9x = mfix 1 -f Jx» lg »n) x ly a 8* 

= m lg a (1 + J ly , o)fx 1 8a- = 4m ly a (I + 4 lg *«) x* + C 


Setzt man x = 4, y = *, so ist ly « = 

b 

and man hat das Trägbeißmoment eines 
rechtwinkligen Dreiecks für eine durch 
die Spitze von 4 normal auf der Drei- 


ecksebene befindliche Drehaxe 

SW = y,m-4-*(34* + *>) (40) 

Die Masse des Dreiecks ist H = 4m44, 
mithin hat man auch das Trägheitsmo- 
ment 


9» = 4(34» + **)« = 4(4» + 4*») M = 44* (4‘ + 44 ») (41) 


D. h. das Trägheitsmoment eines 
rechtwinkligen Dreiecks für die 
Axe, welche durch die Spitze nor- 
mal auf seinerEbene steht, ist so 
grofs, als wenn die halbe Masse 
auf der gegenüberliegenden Ca- 
thete gleichmäfsig vertheilt wäre. 


Das Quadrat des Abstandes des Schwer- 
punkts von der Drehaxe E ist 

= <§*)• + (**)’= *( 46 * + *») 

Also das Moment 2»’ des Dreiecks auf 
eine durch den Schwerpunkt normal auf 
die Dreiecksebene gerichtete Axe ist 


9»’ = 4(4* + 44 «) U - 4(44» + *»)« = A(4* + 4») M (42) 


13. Das Trägheitsmoment eines belie- 
bigen Dreiecks für eine Axe, die auf des- 
sen Ebene normal ist. 

Die Axe gehe zuerst durch den Win- 
kelpunkt A , dessen Abstand AD Vbn der 
gegenüberliegenden Seite BC sei 4, und 


4 und e seien die Abstände der beiden 
anderen Spitzen B und C von dem 
Punkt D. 

Die Masse der Flächeneinheit sei =1, 
so ist das Moment des A ABD nach For- 
mel 41 
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Fig. 819. 



= ***(*•+ i6>) 
das Moment des A -4t’ ü = 1 cA (»’ + S c*) 


an = l[*> + *(4 , + 4o+e , )]'W- 

= !"»(*’ + 4* + c»-.*e) M 

14. Ist das Dreieck ACC' gleichwink- 
lig, also AC' = AC, so hat man nur das 
Moment des A ACC' zu bestimmen , das 
Moment Hessen Hälfte, des A 4DC wie 
No. 13 das Moment des A ABD, wenn 
man in demselben r für b setzt 
= !cA(A‘+Jc*) 

Das Moment des gleichschenkligen 
A ACC' in Beziehung auf die Axe in A 
ist demnach 

= icA(A*+ Je*) 

Bezeichnet man wie gewöhnlich die 
ganze Grundlinie CC' mit einem Buch- 
staben <i, so hat man vom A-4CC' das 
Trägheitsmoment für die Axe in A 

91^i«A(A' + *0») (46) 

and da dessen Masse A/ = 4aA auch 

W = *(»* + *••) » (47) 

Ttm (2 jt i A*)A*‘ **< AW 

Die drei Vergleichungen durch A * di- 
vidirt and za den Grenzwerthen überge- 
gangen gibt 


woraus 91’ — 2,im fx* 9x = ±nmx* 
wo C = 0 ist. 

Für x = r hat man das Trägheitsmo- 
ment der ganzen Kreisebene 

9Jl = i»mr« = *rMf (48) 

Dies Resultat erhält man elementar, 
wenn man den Kreis in lauter kleine 
Dreiecke zerlegt denkt, deren Spitzen im 


folglich das Trägheitsmoment des 
A/4ÄC! in Beziehung auf A 

91' = J A [4A 5 + 1 4* — cA* — Je*] 

= i* (4 - <•) [*' J + 1 (4 S + bc + e»)] (43) 
Ist M die Masse des Dreiecks ACB 
= JA (A-c), so hat man auch das Träg- 
heitsmoment des A ABC in Beziehung 
auf .4 

91 ' = 1 [A* + 4 (A* + 6c + c*)J Jf (44) 

Der Schwerpunkt C des A ABC liegt 
auf der BC in IC halbirenden Linie AE, 
und es ist AGx^AIC daher 

AG 1 - * ( 40«+ DE 1 ) = * [ A« + (^)’] 

Daher das Trägheitsmoment des A ABC 
in Beziehung auf die in dem Schwerpunkt 
(I befindliche Axe 

(46) 

16. Das Trägheitsmoment einer mate- 
riellen Kreisehene für eine durch seinen 
Mittelpunkt normal auf der Ebene befind- 
liche Axe. 

Ist III die Masse, also die Masse m der 

M 

Flächeneinheit = — j , so sei 91’ das Träg- 
heitsmoment des conccntrischen Theils 
der Kreisebene vom Halbmesser = x. 
Beim Zuwachs von r um Ar wächst die 
Masse um 

am [(* + A *)’ - * S J = am (2* -f A-*0 A* 
Denkt man sich alle diese Massentheile 
erst im Abstand x, dann im Abstand 
-r + A-r vom Mittelpunkt, so wird das 
wahre Moment der Zuwachsmasse von 
beiden Momenten eingeschlnssen und es 
ist 

am (2x + A-r) A* (■* + A x)' J 

Mittelpunkt liegen; alsdann ist nach No. 
12 das Moment jedes der Dreiecke = dem 
Moment der halben Masse (jar*m) in der 
Grundlinie, also im Abstand r von der 
Axe entfernt; mithin gilt dies von allen 
Dreiecken zusammen genommen, d. h. 
vom ganzen Kreise. 

16. Das Trägheitsmoment eines 
materiellen Kreisringes von den 
Halbmessernr n nd g i n Bezieh u ng 
auf die durch den Mittelpunkt 
norm al der Ebene befi n dlicheDreh- 
axe. * 

Setzt man die Masse des Ringes = U, 
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die des Ergänzungskreises = M’ , so ist und W : M + M' = r ä — p® : r® 
das Trägheitsmoment des ganzen Kreises „« 

= ir»(« + »’) folglich ist 

das des Ergänzungskreises p 

= *?**' M + - M 


folglich das des Ringes = \r\!M+lM')- tp’.W' 




folglich ist das Trägheitsmoment des Kreis- 
rings 


311 


»(*•*• - * t<* • r ,3„.) M = * fefi » = i(r* + e 1 ) » 


(49) 


17. Das Trägheitsmoment eines 
Cylinders in Beziehung auf seine 
Axe als Drehaxe. 

Denkt man sieh den Cylinder in eine 
unendliche Meugo von Cylindern von un- 
endlich kleinen Höhen zertheilt, so hat 
jeder einzelne dieser Theile dasselbe Mo- 
ment mit dem Kreise \r‘ M (Formel 48), 
mithin der ganze Cylinder die Summe 
dieser Momente zum Moment, also des- 
gleichen das Trägheitsmoment (r’Jl. 

Man kann aber auch für die Ermitte- 
lung des Moments die Massentheile des 
Cylinders parallel mit seiner Axe nach 
einer Seite hin fortgeführt und auf einen 
seiner Endkreise gebracht denken, wo 
dann das Trägheitsmoment in Beziehung 
auf die Aze dasselbe bleibt. Es ist nun 
der Cylinder zu einer materiellen Kreis- 
ebene geworden und man hat nach For- 
mel 48 

Das Trägheitsmoment eines vollen Cy- 
linders in Beziehung auf seine Axe. 

311 = j r* IM (50) 

Die Masse IM des Cylinders ist = .vr*A, 
mithin hat man auch 

3« = J xrr 4 * (51) 

18. Das Trägheitsmoment eines 
hohlen Cylinders in Beziehung 
auf seine Axe als Drehaxe. 

Es ist dies bei derselben Betrachtung 
mit No. 17 wie Formel 49 

3» = Kr’ + (>*) IH (52) 

Die Masse IM ist ~ n (r® — ..®) h , dem- 
nach auch 

3» = *rr(r‘ -[.«)* (53) 

19. Das Trägheitsmoment einer Kugel 
in Beziehung auf eine durch ihren Mit- 
telpunkt gelegte Drehaxe. 

Es sei AH die Drehaxe, KU der auf 
AB normalo durch den Mittelpunkt ge- 
richtete, OK ein zweiter ihm paralleler 
Kreisdurchschnitt, der Halbmesser CU 
der Kugel = r, der Abstand beider Kreis- 
ebenen = x, der Halbmesser von l)K 
= y = (r* — x 1 . 


Bezeichnet man das Trägheitsmoment 
des Kugelabschnitts von der Höhe r + i 
mit SK', so ist das Trägheitsmoment des- 
sen Zuwachses 3)1 1 begriffen zwischen 


Fig. 820. 



dem zweier Cylinder von der Höhe ix 
und deren Grundflächen die Halbmesser 
y und y-t-Ay haben. Ist m die Masse 
der Cubikeinheit, so sind diese Trägheits- 
momente nach Formel 51 

|.7tny 4 ■ A-r und J.-rm (y + Ay) 4 Ax 

c.it, 09B ' . 4 

folglich ^ - = j .7 my‘ 

folglich 

3)1' = j ,7 m /y 4 ö r = ) ,710 f[r* _ x 1 ) 1 8x 
= j.7m(r 4 x-ar»x> + ix‘) + C 
Das Integral zwischen den Grenzen 
x = — r und x = -fr gibt das Trägheits- 
moment der ganzen Kugel. Für x = — 1 
wird 2J1' = 0, also C = 7 ‘, /imr 5 . Diesen 
Werth eingesetzt und x - + r genommen 
entsteht das Trägheitsmoment der gan- 
zen Kugel 

3)1 = A »er 1 (54) 

Die Masse der Kugel ist = | .-nur 1 , folg- 
lich ist zugleich 

3K = Jr-M (55) 

20. Ein zweites Verfahren für die Auf- 
findung des Trägheitsmoments der Kugel 
ist folgendes: 


4 



\ 


» 

I 

i 
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Jmx'AA’-r A9)P< |<» (x + A-r)*AA'' 
83)1’ , „OA 1 

woraus 


Nun ist A' 1 = }.-rx 3 
folglich = 4 r j j 


89H' , 

Mithin -x — = S rr«x‘ 
ox 

und aU' = Anmx*4C 

wo die Constante fortfällt. 


Für t — r und V = ^ ,-rmr 3 ent- 
steht das Trägheitsmoment der 
ganzen Kugel 
3R = Jr J Af 

21. Die ad No. 19 angewendete Me- 
thode beschränkt sich nicht auf die Ku- 
gel allein, sondern gilt für alle Umdre- 
hungskörper, wenn ihre Axe als Drebaxe 
genommen wird. 

Ist nämlich die Erzeugungslinie ihrer 
Oberfläche durch eine Gleichung zwischen 
rechtwinkligen Coordinaten gegeben, die 
Axe des Körpers als Abscissenlinie ge- 
nommen und ist 3)1 das Trägheitsmoment 
des Körpers, der zwischen zweien auf der 
Drehaxe normal geführten Ebenen be- 
griffen ist, von welchen die eine den 
Abstand x auf der Abscisse vom Coordi- 
naten -Anfangspunkt genommen hat, so 
ist nach denselben Schlüssen wie No. 19 
bei der Kugel, die zu x gehörige Ordi- 
nate der Erzeugungslinie = y gesetzt 
9)1 = j -im jij* 9x 

Dies Integral mufs immer zwischen 
den Grenzen genommen werden, welche 
die beiden auf der Axe normalen den 
Körper begrenzenden Ebenen bestimmen. 

22. Das Trägheitsmoment eines Kör- 
pers, der durch Flächen begrenzt wird, 
deren Punkte durch eine Gleichung zwi- 
schen rechtwinkligen Coordinaten gege- 
ben sind. 

Man nehme die Drehaxe des Körpers 
zur Axe der Z, A sei der Anfangspunkt 
der Coordinaten, AX und AY die Axen 
der X und der Y. DGFH sei die krumme 


Fläche , welche mit den drei Coordinaten- 
ebenen AENK, AG DK und AEFG und 
den beiden, den letzten beiden Ebenen 
in den Abstäuden x und y parallel ge- 
zogenen Ebenen EFHX und DHXK den 
Körper begrenzt. Dann ist EF = j , die 
zu AK — x und AF. — y gehörige Ordi- 
nate des Punkts F und zwischen x, y, s 
ist eine Gleichung gegeben. Die auf die 
Körpereinheit kommende Masse sei = m. 

Das Trägheitsmoment des bezeichneten 
Körpers in Beziehung auf AZ sei = 9J!. 

Aendert sich x um A x allein, so än- 
dert sich der Körper um dessen Verlän- 
gerung Dlh\ Kd,k,n,k, das Moment 3)1 än- 
dert sich um das Moment A 3)t dieses 
Zuwachskörpers , und natürlich dieses auf 
•r als Urvariable genommen hat man nach 
der Taylor'schen Reihe (Bd. II, pag. 299, 
Formel 1) 8 

wo K die übrigen Ergänzungsglieder in 
Summa bezeichnet. 

83)1 09)1 A 8*3)1 A** 

" 0raU9 Ox = Ox Ar+ 8x» l.2 +Ä 

Aendert sich y um Ay allein, so än- 
dert sich der Körper am dessen Verlän- 
gerung FHNEffh^n^e, und man hat wie 
vorher die Momentsänderung, d. h. das 
Trägheitsmoment des genannten Zuwachs- 
körpers in Beziehung auf die Axe der Z 
Dü)? Dü)? A , dm Ay* „ 

»y " 8y Aä, + -5F'rT2 + ft - 


Es sei x der Halbmesser eines 

concentrischen Theils der Kugel. 
W dessen Trägheitsmoment, K' 
dessen Inhalt, so sind die zusam- 
men gehörigen Aenderungen Ar, 
AK', m&K' und AW. 

Die Masse zuerst auf den Halb- 
messer x, sodann auf den Halb- 
messer x + A* vereinigt gedacht, 
geben die beiden einschliefsenden 
Trägheitsmomente. Nun hat man 
nach Formel 24 


Fig. 821. 
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Aendert sich x und y zugleich, so in- her betrachteten Zuwachskörper + dem 
dert sich der Körper um die beiden vor- Prisma ,n, , und man erhält 


89JI »9» , 89J1 , 8*9)1 Ax* ,8 >9» 9*9)1 Ay* , „„ 

8x • 8y - 8x + 8y + 8x* ’l.2 + 8y* A * ’ As+ 8i- 8y ' 1- 2 + Ä 


Zieht man ton dieser Gesammtände- 
rung die 8umme der ersten beiden Aen- 
derungen ab, so erhält man das Träg- 
heitsmoment des über NJ stehenden Pris- 
ma in Beziehung auf die Axe der Z , Ab- 
stand AN: 

8*9)1 

= 8 — ö - A - r - A y + (I) 

wo Ä”, Ä, R, Gröfsen sind, die mit 
Ai • Ay diwidirt , bei der beliebigen Ab- 
nahme dieser beiden beliebig klein wer- 
den können. 

Ist V das Volumen des Körpers, so ist 
eben so die Differenz zwischen der Ge- 
sammtänderung des Körpers und der 


Einzeln-Aenderungen nach x und nach y 
also das Prisma 
8»F 

= 8^ Ax-Ay+Ä " (II) 
Nun ist offenbar der Unterschied I. das 
Moment des Volumen II.; das Quadrat 
des kleinsten Abstandes ist AN t = x*xy*, 
das Quadrat des größten ist 

AJ* = (x + A*)’ + (y + Ay)’ 
Multiplicirt man also das Volumen mit 
m und einzeln mit den Quadraten beider 
Abstände, so begreifen die Producte das 
oben bestimmte Moment zwischen sich. 
Man hat demnach: 


8* V 8*9)1 

m ( *’ + ' 8^ Ax,A »+ Ä " < 8^ A * • ^ • 


8*P 


< >n [(x + A*)’ + (y + Ay)*] • g”— Ar • Ay + R„ 


Dividirt man nun die drei Vergleichun- 
gen mit A* ■ Ay, und geht zu den Grenz- 
werthen über, so hat man 


8*9)1 


= m(x* + y*)< 


8*K 


8x- 8y _ ^ T y ' ' 8x • 8y 

Es ist aber 8 V = a • 8x • 8y 


8P 

woraus 87^ = * 

mithin = *»(■»’ + y 1 ) * 

und 9)1 = m/*(x* + y*) s • 8x • Oy (54) 
Da diese Integrirung zwei Constanten 
einführt, so sind diese so zu bestimmen, 
dafs die Integrale für x = 0 und y = 0 
verschwinden. 


22a. Beispiel. Das Trägheitsmoment 
eines geraden Prisma, dessen Grundfläche 
ein Trapez ist, in Beziehung auf die pa- 
rallele Grundkante als Drehaxe. 


Fig. 822. 



Es seien AB- a und UE = b die pa- 
rallelen Grundkanten der Grundebene des 
Prisma, AB die Drehaxe, A deren Höhe, 
I die I.änge des Prisma. Nimmt man 
den einen Endpunkt A der Kante zum 
Anfangspunkt der Coordinaten, die Kante 
AB seihst zur Axe der Z, die darauf 
normale Kante / zur Axe der X und die 
auf beiden Kanten normale Linie AE zur 
Axe der Y, so ist nach dem vorigen Satz 


das Trägheitsmoment des Körpers 
9)1 = m/* (x* -f y*) i 9x • 8y 
Nimmt man nun eine beliebige Länge 
AO = y, zieht die mit Al! Parallele GJ, 
so hat man 

s = HJ= GJ-GII-a-^f. 

Setzt man um * aus dem Integral zu 
eiimiaireo, diesen Werth ein, so ist 
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3® = */’ (•*’ + y*) (n - y) öx ■ 9y + C 

Integrirt man TO auf x, wo also y constant gesetzt wird, so erhält man 

TO = " / +y'( a ~ ^y)j9x-9y 

= <" •Ab* , + y a x) (« - y) 9y + C 
Dieses Integral zwischen den Grenzen x = 0 und x = f genommen gibt 
50? = W/(t* + 3y*) . — T _g_ V ±^ 8y 

= 4 y/D'Af’ - (■ - 4) /* y + 3a*y* - 3 (o - 4) y>] fty 

= 4 y [»*/’» - 4(« - i) t* y* + a*y* - |(° - 4) y*] + C 


Dieses Integral zwischen den Grenzen 
y = 0 nnd y = A genommen : gibt 

®( = 4> »/* [^j^t*+|(«+3*)A»J (05) 

Die Masse .W des Prisma ist ”— l ‘ 

2 ’ 

daher auch 

9» = 4 (<* + 4 yjjy A«) M (56) 

Ist die Grundfläche des Prisma ein 
Parallelogramm, also 4 = e, so ist 
5K = 4(/» + A*)M (57) 

23. Diese Formel 57 findet man un- 
mittelbar aus Formel 54, wenn man s 
constant = a setzt. 

Dann ist also 
TO = ma/Ax* + y*) 9* • fl y 
Auf x integrirt 
m = moyfjx 8 + y’x) 9y 
x zwischen 0 und l genommen. 

3» = m • a . P + y*) 9y 
Auf y integrirt 
m-a-lftp y + jy*) 
y zwischen 0 und A genommen 
TO = 1 m-a-lpk + A») = j m. a ./.A(/*+ A«) 
Nun ist 3f = o * A * /• m, daher auch 
= 4(<* + A*) Jf = 4 (Jtff)* M (58) 
Wenn also das Parallelepipedum um 


eine- Kante schwingt, so ist sein Träg- 
heitsmoment dasselbe, als wenn der dritte 
Theil seiner Masse in der disgonal ge- 
genüberliegenden Kante vereinigt wäre. 

24 Zur Prüfung der Richtigkeit von 
vorstehenden und ähnlichen Berechnun- 
gen kann man wie folgt verfahren. Man 
nehme das Moment des rechtwinkligen 
Parallelepipeds nach No. 23 und ziehe 
davon ab das Moment des Prisma der 
Grundebene AEF. 

Ersteres ist J m • a • I ■ A (r* + A*) 

Letzteres durch x, y, s ausgedrückt 

Formel 54, in welcher s = GH — - — - u 

A * 

Also 9m, =fA x * + y*) ~~ y 9x • 9y 

fl — i 

= m - + f’) 9x-9y + c 

Dieses Differenzial nach x integrirt und 
x Ton 0 bis / genommen gibt 

" — lAhPu+iftBy+c 

Dieses Differenzial nach y integrirt und 
y zwischen 0 und A genommen gibt 
m(a-Ä)A/(4t» + 4A J 

Mithin die Differenz genommen gibt 
das Trägheitsmoment des Prisma von der 
Grundebene ABD E = 


TO = 4 ma/A (fl A 8 ) — m (o — 4) kt [4 P + 4 A>) 

= 4 "»I* [4 (° + *) f* + 4 (« + 34) A») = J (/» + 4 A>).W 

wie Formel 55 und 56. 


25. Schreibt man Formel 56 : 
so hat man Formel 12: 4*»-M 


Trägheitsmoment einer geraden materiel- 
len Linie, die um einen ihrer Endpunkte 
in einer Ebene schwingt, also auch das 
als das Moment eines um eine Grundflächenkante 
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schwingenden Prisma, wenn dessen Hasse 
auf die Höhe oder Länge I gleichmäßig 
vertheilt ist. Ferner ist nach Formel 33 

das Trägheitsmoment eines 

Trapezes, wenn es um die gröbere pa- 
rallele Seite a schwingt, zugleich also 
auch das Moment eines Prisma, wenn 
dessen Masse auf die trapezförmige Grund- 
fläche gleichmäßig vertheilt ist. • 

Demnach ist das Trägheitsmoment eines 
vierseitigen Prisma — der Summe der 
Trägheitsmomente, wenn die Masse des- 
selben auf dessen Länge und dieselbe 
Masse auf die Grundebene vertheilt wird 

Für 4 = 0 erhält man hieraus das Träg- 
heitsmoment des dreiseitigen Prisma x 
von der Länge /, dessen Grundfläche die 
Seite a und die Höhe A hat, wenn man 
also das erste A mit / vertauscht 

9H = (Jf»+lA*)M=i(2'’ + A*)iW (59) 

Es ist das Trägheitsmoment der 

Länge, JA 3 .W das des Dreiecks, man hat 
bei dem dreiseitigen Prisma also dasselbe 
Gesetz wie bei dem vierseitigen. 

26. Man kann diese Formel auch un- 
mittelbar aus Formel 54 entwickeln, wenn 
man BE zieht und das &ABE als Grund- 
ebene betrachtet, aUdanu ist HK = i und 
man hat a : s = A : A - y 
o 

woraus * = — (A — tf) 

Diesen Werth in Formel 54 gesetzt gibt 
5N = »/* (*’ + y 3 ) ~ (A - y) 8x . ö y 

— m Ax 3 - yj 3 + Ay 3 - y^Oa -8y 

Nach x integrirt und x von 0 bis I ge- 
nommen gibt: 

2» = m “-W - ify + *y‘ - y*) 8y 

Nun wieder nach y integrirt und y zwi- 
schen 0 und A genommen: 

5R= T t I ma./.A(2f* + A 3 ) 

Nun ist Jf = $<jA- Im 
woraus wie Formel 49: 

2Jt = l(2/ 3 + A*)M. 

Der Abstand des Schwerpunkts eines 
Aber 

Ferner ist 
Folglich 


a 25 

Trapezes von der Drehaxe a ist = J -A, 

fl+ö 

ira Prisma liegt er auf der halben Länge. 
Daher ist der Abstand des Schwerpunkts 
dieses Prisma von der Drehaxe im Qua> 

drat = «0 3 + (i^*)’. 

Multiplicirt man das Quadrat mit M 
und zient es von dem Moment, Formel 
56 ab, so erhält man das Trägheitsmo- 
ment des Prisma für die durch den Schwer- 
unkt, parallel mit einer der beiden Grand* 
anten genommene Axe: 

«=[**•+*■*££ 

27. Es sind die Trägheitsmomente eines 
Massensystems in Beziehung auf drei un- 
ter sich normale Coordinatenaxen gege- 
ben. Das Trägheitsmoment in Beziehung 
auf eine beliebige Axe soll bestimmt wer- 
den, welche durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geht. 

Es sei AB die neue Momentenaxe, X, 
Y, Z seien die drei gegebenen Axen, 
r, )■ die Winkel der neuen Axe mit 


Fig. 823. 



den alten, m sei ein Massentheilchen des 
Systems, dessen Abstand von A = Am=d ; 
x, y, s dessen Coordinaten, <f der Win- 
kel zwischen 4 mit A II , p das Loth von 
m auf AB, so ist das Trägheitsmoment 
des Elements m auf AB = p 3 • »t. 

Nnn ist p = d im J; -j, ~ sind 
d d d 

die Cosinus der Winkel, den die Coordi- 
natenaxen mit d bilden. Daher ist 

cot cot a- ~ +cosß- -^--fcosy-^- 

folglich d cot d — x cos a - (- y cotß + 1 cos y 

M* rsten 


p 3 = d 3 iin 3 d = d 3 (1 — cot 3 J) = d* — (x cot a + y cot ß + t cot y) 3 

d 3 = x 3 -f y 3 + a 3 

p 3 = x* + y 3 + s 3 -> <r 3 cos 3 « — y 3 cot *ß - a 3 cos 3 y — 2xy cot a • cot ß 
— 2 xt cot tt • cot y — 2ys cot fl • cot y 
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oder y’ »in V + ~ 2xy co« « • cotß - 2xicottt-ccty — ytcot ß • cot y . 

daher das Trägheitsmoment in Beziehung anf die neue Axe: 

mp a = «i 1 sin *0 + my a sin l ß + ms* «*» *y — 2m xy cot a • cot ß — 2m xl cos a • cos y 

— 2m yi cot ß • cot y 

Gleiche Ausdrücke erhält man für alle übrigen Massentheile in,..,, 

deren Coordinaten x, y, i,; s, ... sind. 

Daher ist das Trägheitsmoment des ganzen Systems 

9Ä = sin a n ? mj* + sin , ß ( my a + sin 'y ü ms’ -2 cot a • cot ßf mxy 

— 2 cot u • cot y ^ fiui — 2 cot ß • cot y 5"ji‘ (I) 


Sind die Coordinatenebenen so ange- Da sich nun allgemein darthun läfst, dafs 
uommen und ist das Massensystem so für jedes Massensystem durch jeden be- 
beschaffen , dafs jede Ebene das System liebigen Punkt sich wenigstens (frei recbt- 
in 2 congruente oder symmetrische Half- winklige Coordinatenaxen annehmen las- 
ten theilt, so werden die drei letzten Glie- sen, für welche jede der drei letzten sum- 
der einzeln = 0. Denn alsdann gibt es marischen Glieder verschwinden, die 
zu beiden Seiten jeder Ebene z. B. XY Hauptaxen, so sollen die Axen hier 
für s und — s zwei gleiche Massentheile, als llauptaxen gedacht werden. Dann 
deren Momente sich gegenseitig aufheben. redueirt sich die Gleichnng anf 

9R = »in ’« :g »i 1 + aus V 5 my J + «in »y £ m»’ (II) 


Bezeichnet man das Trägheitsmoment 
der Systems für die Axe der X mit A, 
für die Axe der Y mit B, für die Axe 
der Z mit C, so ist 

A = C « (St 1 + »*) = S my a + £ ms 1 
B-S,m (x a + s*) = S? mx* + ^ m; a 
C = ^m(x*+y s ) = ^ bi 1 S my 5 

9H = 4(-^ + B + C)»ii» a a+4(A- 
oder 3R =■ 4A (— sin a « + sin *ß + nn % y) 
+ | C («in *« + tin , ß — «in a y) 
Nun ist — «in a « + »in *ß + »in */ = - 
= 1 + cot a o — co* V — cot a j 
weil cot a re + cot *ß + cot % y = l • 

Eben so findet man den Factor von 
iB = 2cot , ß und den von \C = 2co« a y. 

Also hat man endlich 
5DI = A co t a « + B cot V + C cot t y (III) 
Da nun cot *n = 1 - co» *ß — cot *y so 
ist aus III. 

3JI = A — (A — ß) cot V — (A - C) cot a y 
Eben so weil co* 7 y = 1 — cot a « — cot 7 ß 
3R = C+.(A-C)co« a n + (B- Cjco.V 
Sind nun die Momente der Hauptaxen 
ungleich und A>B>C, so ist das Mo- 
ment A für die Axe der X das gröfste 
und das C für die Axe der Z das kleinste 
unter allen Axen, die denselben Anfangs- 
punkt haben, weil A - B, A — C, B — C 
positive Gröfsen sind. Ist der Anfangs- 
punkt zugleich Schwerpunkt, so ist C das 
kleinste Trägheitsmoment für alle Mo- 
mentenaxen der Trägheit. 


Hieraus folgt 

i(A + B-C) = S«* a 
*(A - ß + Q^my* 

4(-A + B + 0 = «mx a 
Diese Werthe in den Ansdruck II. für 
31! substitnirt, gibt 

- B + C) sin *ß + JO* + ß - C) «in V 
P 4 B («in *n — »i« *ß + »in a y) 

- 1 + cot a n + 1 — co» *ß + 1 — co» ’y 
• = 2 cot a n 


Sind zwei der Trägheitsmomente in 
Beziehung auf |die Hauptaxen einander 
gleich, z. B. B = C, so wird aus III. 
tDt = A co* a n -f B {cot 7 ß -f cot a y) 

= A rot a n + B (1 — cot a o) 

= B + (A — B) cot a « 

Folglich bleibt dann das Trägheitsmo- 
ment des Systems für alle Axen ein und 
dasselbe, welche auf dem Mantel eines 
Kegels liegen, dessen Axe die Axe A 
und dessen Seite mit ihr den Winkel «> 
bildet. 

Sind A = B — C, so ist 9R = A. 

D. h. das Trägheitsmoment für alle 
Axen , die durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten geführt werden, bleibt das- 
selbe. 

Monat, s. d. Art. .Astronomischer 
Monat* und „Cyclus*. 
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■ond. Der stete Begleiter unserer Erde, 
die Erhellung unserer Nächte. Seine Be- 
wegung um die Erde und mit dieser um 
die Sonne, so dafs fortdauernd der «wi- 
schen beiden gemeinschaftliche Schwer- 
unltt in der Ekliptik sich befindet und 
arin fortschreitet, s. den Art. »Cen- 
tralbewegung“ mit Eig. 279. Es ist 
hierbei zu beachten, dafs wegen der Kreis- 
bewegung des Mondes um die Erde der 
gedachte Schwerpunkt iu jedem Augen- 
blick verrückt wird und dafs dies aufser 
den Kreisbewegungen des zwischen Erde 
und Mond bestehenden Massensystems 
noch geradlinige Bewegungen zur Folge 
hat. 

Die Mondbahn um die Erde durchschnei- 
det die Ekliptik unter einem nur kleinen 
Winkel von 5° 8’ 47" im Mittel und weicht 
höchstens 5}° von derselben ah. 

Es sei C der Mittelpunkt der Erde, 77 
die Durchschnittslinie der Aequatorebenc, 
«e die unter 23}° mit derselben geneigte 
der Ekliptik und mm die der Mondbahn, 
so ist /_tcm = 5° 8' 47'. Diese Mondbahn- 
ebene bleibt (die Schwankungen des Sy- 
stems vorläufig unberücksichtigt gelassen) 


Eig. 824. 



eben so constant parallel mit sich selbst 
als die Erd-Aequatorebene. Der Mund links 
stehend hat südliche Breite (gegen er) und 
nördliche Abweichung (gegen 77), rechts 
nördliche Breite und südliche Abweichung. 

Die consequent bleibende Parallelität 
der einzelnen Bahnen veranlagt Acnde- 
rungen in den Lagen zwischen ee und 
mm 

Es ist im Profil der flerbstpunkt II als 
Standpunkt C gedacht, und der Mond 
steht anfserhalb der Ekliptik F.SMtF 
unterhalb und innerhalb, oberhalb 
derselben. Dasselbe ist mit dem Erd- 


aequator der Fall, und in beiden Lagen 
ist der Winkel w»cy zwischen der Mond- 
bahn und dem Erdaequator («cy - «cm) 
= 23}° — 5° 8}’ = 18° 21 

Schreitet man nun im Kreise der Eklip- 
tik mit der Erde und dem sie umkrei- 
senden Mond von II über W nach F mit 
fort, so erblickt inan vor F den Erdae- 
quator innerhalb der Ekliptik unter- 
halb und aufserhalb der Ekliptik 
oberhalb derselben. Die Mondbahn da- 
gegen ist als eine ebenfalls parallel blei- 
bende Kreislinie mit dem hier links be- 
findlichen Punkt rechts; aufserhalb ge- 
kommen und unterhalb geblieben, und 
der rechts befindliche Punkt m ist in- 
nerhalb der Ekliptik gekommen und 
oberhalb geblieben; demnach sind in 
beiden Lagen Z_m cq zwischen Erdaequa- 
tor undMondbahn(ecy f erm) - 23}°|-j- b‘ 8}' 
= 28° 38}'. ‘ . 

Der Mond dreht sich während eines 
siderischen Umlaufs ganz gleichförmig 
um die Erde herum, und da er keine 
eigene Rotation um seine Axe hat wie 
die Erde alle 24 Stunden und die übri- 
gen Planeten, so macht er während die- 
ses Umlaufs um die Erde nur eine Axen- 
drehunf, nämlich eine Drehung um die 
vom Mittelpunkt der Erde als Drehpunkt 
bis zu seinem Mittelpunkt als Endpunkt 
reichende Axe. Sein Aequator, die durch 
seinen Mittelpunkt gelegte mit dem Erd- 
aequator parallel gedachte Ebene bleibt 
fortdauernd in constanter Lage und pa- 
rallel mit sich selbst, wie der Erdaeijua- 
tor; dessen Neigungswinkel mit seiner 
Bahn mm (die Schiefe seiner Ekliptik) be- 
trägt nur 1}°, (bei der Erde ist diese 
Schiefe 23}"). und wegen gänzlich man- 
gelnder Rotation um sich selbst bleibt 
er nur mit immer derselben Seite der 
Erde zugewendet. 

Der Mond erleidet mehr als irgend ein 
anderer Weltkörper eine Menge von at- 
tractorischen Einwirkungen, die während 
seiner Bewegung um die Erde und mit 
dieser lim die Sonne thoils regelmäfsig, 
theils unregelmäßig periodisch sich än- 
dern : 

Die grulso Schiefe der Erdekliptik ver- 
anlafst, dafs der Mond theils den abge- 
platteten Nord- und Südpolen theils dem 
Aequator der Erde zunächst kommt , so 
dafs seine Axe bald unten bald oben der 
Erde näher gerückt wird und somit fort- 
dauernd in Schwankungen verbleibt. Hier- 
zu kommt die periodisch regelmäfsig wie- 
derkehrende Ungleichheit der Anziehung 
durch die Sonne, je nachdem er in seinem 
Rundlanf nm die Erde der Sonne sich 
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nähert nnd entfernt, welches von Neu- 
mond bis Vollmond in einem Längen- 
unterschied von etwa 103000 Meilen statt 
findet und wodurch die elliptische Mond- 
bahn bald verkürzt, bald verlängert wird. 
Endlich kommen die Anziehungen dazu, 
welche die übrigen Planeten auf ihn aus- 
üben und die nm so verschiedener an 
Orüfse ausfallen , je nachdem die Plane- 
ten, besonders die grölsesten Jupiter, Sa- 
turn, Uranus in der Erdferne oder in der 
Erdnähe, und oh sie alle mehr oder we- 
niger auf einer oder auf entgegengesetz- 
ten Seiten der Sonne sich befinden. 

Der Mond ist aus diesen Gründen der 
den astronomischen Berechnungen auf das 
Widerspenstigste entgegentretende Welt- 
kürpor gewesen , und erst Laplace ist es 
durch unsägliche Arbeit gelungen nach- 
zuweisen, dafs derselbe dem von New- 
ton entdeckten Attractionsgesetz eben so 
wie die übrigen Weltkörper streng unter- 
worfen ist. (Vergleiche den Art. „Cen- 
tralbewegung', pag. 15 mit Fig. 280.) 

Dafs der Mond immer nur die eine 
Seite der Erde zuweiset, darüber sagt 
schon Galilei, dafs die diesseitige Mona- 
halbkugel eine natürliche Beziehung oder 
Neigung zu ihrem Uauptplaueteii , der 
Erde habe. Denn als Erde und Mond 
aus dem formlosen Chaos sich zu bilden 
anfingen, fügten sich die einzelnen Welt- 
atome nicht völlig concentrisch um den 
Mittelpunkt, sondern nach der Seite der 
Erde hin in stärkerem Maafse. D. h. also: 
Bei der noch weichen zum Theil flüssi- 
gen Beschaffenheit des Mondes lagerten 
sich die schwereren Massen , von der Erde 
angezogen nach dieser hin, befestigten 
sich dort, und weil nun auf der entge- 
gengesetzten Halbkugel die leichteren 
Thcile verblieben , wurdo eine Axenhil- 
dung für eine Rotation unmöglich. (Ver- 
gleiche den Art. „ Attraction“ mit Fig. 
104, pag. 167.) 

Die oben gedachten Ungleichheiten in 
der Bewegung des Mondes und in dessen 
Bahn selbst sind denn auch die Ursach, 
dafs die Knoten, die Punkte, in welchen 
der Mond bei seiner Umdrehung die Erd- 
ekliptik durchschneidet, eben so sehr ver- 
änderlich sind; sie weichen bei jedem 
einzelnen Umlauf um die Erde nahe l}° 
nach Westen zurück nnd beschreiben in- 
nerhalb 18 Jahren 228 Tagen (im Mittel) 
den ganzen Umkreis von 360 Grad. 

Die oben erwähnte geringe Neigung 
des Mondaequators gegen die Ekliptik 
von nur 1 j Grad, so dafs beide fast mit 
einander parallel laufen, ist dann die un- 
mittelbare Ursach, dafs auf dem Mond 


die Wendekreise nur 3° aus einander lie- 
gen und dafs die Polarzonen ebenfalls 
nur 11° im Bogen sind. Von klimati- 
schen Unterschieden kann also dort nicht 
die Bede sein und cs mufs auf dem Moude 
ein ewiger Frühling und Tag- und Nacht- 
gleiche Bestehen. 

Wenn wir Neumond haben, hat die uns 
ahgekehrte Mundhälfte Tag und zwar auf 
die ganze Zeitdauer des halben synodi- 
schen Monats von j mal 29 j Tagen = 354 
Stunden; in den darauf folgenden 354 
Stunden hat diese Mondfläche Nacht und 
zur Erleuchtung nur das schwache Licht 
des gestirnten Himmels. Die uns zuge- 
kehrte Mondhälfte hat die Abwechselung 
von Tag und Nacht iu denselben Zeit- 
längen: bei Nacht, wenn der Mond uns 
Neumond ist, ist dort Nacht und unsere 
Erde leuchtet ihm als von der Sonne er- 
leuchteter Mond mit einer Scheibe, die 
den Mondbewohnern 14 mal gröfser er- 
scheint als uns die Mondscheibe , wäh- 
rend ihnen die Sonnenscheibe wie uns 
gleich grols ist. 

Ist die durch den Mondmittelpunkt C 
gezogene Linie l’P die nach der Erde ge- 
richtete Axe, die darauf normale qq der 
Aeqnator, mm die Dnrrhschnittslinie der 


Fig 825. 



Kreisebene, iu welcher der Moud um die 
Erde sich dreht, re die Ekliptik, in wel- 
cher Erde und Mund um die Sonne läuft, 
so ist /_ mCe — 5° 8 1 ', /ieCq — 1° 30' folg- 
lich der Winkel mCq , der zwischen der 
Bahn nnd dem Aouuator des Mundes 
= 6°38J\ , 

Der Mond ist eine Kugel ohne irgend 
eine Abplattung; um seinen Durchmesser 

[Anmerk. Ist Bd. III, pag. 252, Fig. 
709, II' der Mittelpunkt des Mondes, C 
der Mittelpunkt der Erde, 0 der im Ho- 
rizont mit II' liegende Ort der Erdober- 
fläche, so ist /_OH'C die Horizohtalpa- 
rallaxe des Mondes, also zugleich der 
Winkel, unter welchem der Halbmesser 
CO der Erdkugel von dem Monde aus 
gesehen wird ] 
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zn finden hat man seinen scheinbaren 
Durchmesser in seiner Erdnähe 1978 Se- 
cnnden, seine Uorizontalparallaxe zugleich 
3629 Sec., mithin der scheinbare Durch- 
messer der Erdkugel von dom Monde 
aus gesehen = 2 x 3629 Sec. = 7258 Sec. 

Demnach hat man 

7258": 1978"= 1719 Meilen : * Meilen 
woraus ,r der Durchmesser des Mondes 
468,4 Meilen. 

Der Umfang des Mondes 1470,5 Meilen. 

Die Oberfläche des Mondes 68924 nMei- 
len. 

Der körperliche Inhalt 53 800 000 Ku- 
bikmeilen. 

Die Gröfsen zwischen Erde nnd Mond 
sind im Verhältnis 

Durchmesser = 3J : 1 

Oberfläche = 14 : 1 

Volumen =50:1 

Die Oberfläche des Mondes hat etwa 
die Gröfse von Amerika. 

Die Masse des Mondes als aliquoter 
Theil von der unserer Erde wird verschie- 
den angegeben: Laplace bestimmt die- 
selbe aus der beobachteten Ebbe nnd 
Flut auf Vs- Dagegen wird in Betrach- 
tung des Schwankens der Erdaxe die jetzt 
allgemein gültige Zahl ,y angenommen. 

Aus Masse und Volumen erhält man 
die Dichtigkeit des Mondes = zV ■ s 1 « = j? 
= 0,58 der Erddichtigkeit. 

flieraus erhält man die Schwerkraft des 
Mondes in dem Fallraum für die erste 
Secunde, der Beschleunigung g : 

Die Beschleunigung der Erde ist 15 
par. Fufs, mithin bei Masse die Be- 
schleunigung des Mondes bei einerlei 
Durchmesser mit der Erde = par. Fnfs. 
Beim Monde aber beträgt der Halbmesser 

nur -j des der Erde, der Sitz dessen 

Schwerkraft von der Mondoberfläche ist 
also um so viel geringer und die Mond- 
beschleunigung beträgt (3§)* • = 8,32 

pariser Fufs. 

Die gröfete Entfernung des Mondes von 
der Erde ist 55000 Meilen , die kleinste 
ist 48000 Meilon, wonach die Excentrici- 
tät = 3500 Meilen. Diese Längen sind, 
wie oben nachgewiesen, und besonders 
die Excentricität grofsen periodischen 
Veränderungen unterworfen; die Excen- 
tricität wird nach einem Mittelwerth 0,055 
der halben gTofsen Axe angenommen nnd 

beträgt also f 6000 * 48000 -0,056 = 2832,5 
Meilen, noch nicht ganz 3000 Meilen. 
IV. 


Aus demselben Grunde setzt man die 
mittlere Entfernung des Mondes von der 
Erde 52000 Meilen = 60 Erdhalbmessern 
= xis der Entfernung der Erde von der 
Sonne. 

Monde, die der Planeten, des Jnpiter, 
des Saturn und des Uranus s. u. „Ne- 
benplaneten“. 

Mondcyclns , s u. „Cyclus*. 

Mondenjahr, ein Jahr des Alterthnms. 
1 bei Solon und 2 bei den Juden, s. n. 
Kalender pag. 1. 

Mondflnsternifs entsteht, wenn der 
Mond in den Schatten geräth, den die 
von der Sonne beleuchtete Erde hinter 
sich wirft; der Mond hat dabei Sonnen- 
finsternifs. 

1. Um zuerst diesen Erdschatten ken- 
nen zn lernen, seien nebenstehend die 
Sonne und die Erde mit ihren Mittel- 
punkten S und E, C DF der Schattenke- 
gel. Dessen Höhe CE sei = h, der Ab- 
stand ES zwischen Erde nnd Sonne H, 
so hat man deren Halbmesser = R and r 
gesetzt: 


Fig. 826. 



Es sei r = 1, so ist ft = 112, II — 24400 
also h = — = 220 Erdhalbmesser, bei 
cc. 860 Meilen = 189,200 geogr. Mellen. 

12 
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Der Mond in der Linie GH hat 
von der Erde eine Entfernung von 
50000 Heilen oder cc. 60 Erdhalb- 
messer mithin ist der in der Mond- 
bahn liegende Durchmesser Gll des 
Srhattenkegels aus der Proportion : 

DF-. GII = CE : Cm 

rtl - DF Cm -1 220 “ 6° _ 111 

gh - uf cf . - 2 220 -n 

n 

Erdhalbmesser = — Erddurchmes- 
ser. Da nun der Mond einen Durch- 
1 3 

messer = - = — de* Erddurchmes- 

sers bat, so haken beinahe drei Monde 
neben einander in dem Erdschatten Platz. 


Fig. 827. 



Der Z DEF ist 


als Aufsenwiukel = 
Z.EAD + jSEDA, 


Lage die Mondbahn in der Ebene der 
Ekliptik, so müfste alle 14 Tage eine to- 
tale Finsternifs statt finden , einmal eine 
Mond- und die nächsten 14 Tage eine 
8onnenfinsternifs, bei welcher der Mond 
von E unterhalb um die Länge Em sich 
befindet. 80 aber kann eine Finsternifs 
nur in den Knoten geschehen, in den 
Punkten nämlich, in welcheu der Mond 
die Ekliptik bei seinem jedesmaligen Um- 
lauf zweimal durchschneidet, und dann 
müssen Sonne, Erde und Knoten in einerlei 
geraden Linie liegen. 

Die Knoten sind aber in der Ekliptik 
nicht constant, im Gegentheil sie rücken 
jährlich 19° zurück und der Sonne ent- 
gegen. Wenn also in einem Jahre bei 
einem Knoten eine Finsternifs entsteht, 
und sie entstände in dem folgenden Jahre 
wieder in demselben Knoten, so geschähe 
dies in einer diesem Rückgango entspre- 
chenden Zeit von 10 bis 11 Tagen frü- 
her. Es gibt Jahre, in welchen gar keine 
Finsternisse Vorkommen, weil die eben 
gedachten Gradlinigkeiten des Knotens 
mit Sonne und Mond nicht statt finden. 

Bei den Mondfinsternissen wird zuerst 
der östliche Rand des Mondes beschattet 
und die Verdunkelung schreitet fort bis 
zum westlichen Rande; den Mondbewoh- 
nern ist sie eine Sonnenfinsternils. 

2. Von Wichtigkeit ist die Bestimmung 
des Durchmessers eines jedesmaligen 
Schattenkegels innerhalb der Mondbahn, 
da diese in ihrem Abstande von der Erde 
«wischen 48 und 55 tausend Meilen va- 
riirt und folglich jenen Durchmesser mit 
variabel macnt. Es sei S der Mittelpunkt 
der Sonne, AS ihr Halbmesser; E der 
Mittelpunkt der Erde, EB ihr Halbmes- 
ser, DF die Linie der Mondbahn und es 
soll die Breite DM des von dem Monde 
zu passirenden Schattenkegels gefunden 
werden. 


Z FE.M in der Verlängerung von 
AC ist = Z AES 

mithin ist 

Z DEM = z EA D -f z EDA - z ACS . 

Ob nun A und D die Ränder oder die 
Mittelpunkte von der Sonne und dem in 
DM eintretenden Mond sind, jedenfalls 
ist Z.EAB die Horizontalparallaxe' der 
Sonne, Z EDA die des Mondes und / ARS 
ist der Winkel für den scheinbaren Halb- 
messer der Sonne. Die ersten beiden 
Winkel sind an jedem beliebigen Auf- 
gang von Sonne und von Mond zu mes- 
sen, desgleichen Z A ES, der bekanntlich 
im Mittel 8 Minuten beträgt. 

Es ist mithin die verlangte halbe Schat- 
tenbreite für die Passage des Mondes die 
Summe der beiden Uorizontal-Parallaxen 
der Sonne und des Mondes weniger dem 
halben scheinbaren Durchmesser der Son- 
ne. Je weiter die Sonne von der Erde 
und je näher der Mond der Erde, desto 
gröfser wird die Schattenbreite. 

3. Der Mond hat vermöge der Neigung 
seiner Bahn bald nördliche, bald südliche 
Breite, die wie schon bemerkt ft|° nie- 
mals übersteigt. Aus der Betrachtung 
des Schattenkegels geht hervor, dafs der 
Mond, auch wenn er unter oder über der 
Ekliptik steht, noch verfinstert werden 
kann; die Grenze, bei welcher eine par- 
tiale Verfinsterung noch eiutreten kanu 
ist eine Breite von 1° 4'. 

Aufser der ad 2 gedachten nothweudi- 
gen Kenntnifs der Horizontalparallaxen 
und der scheinbaren Gröfsen ist für die 
specielle Berechnung einer Mondfinster- 
nifs noch erforderlich, die wahre Zeit der 
wahren Opposition des Mondes, dessen 
Breite für diesen Augenblick, die stünd- 
liche Bewegung der Sonne in Länge so 
wie die des Mondes in Länge und Breite, 
wozu übrigens Hülfstafeln vorhanden sind. 
Mit diesen Berechnungen wird in jedem 
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Fall eine an vermuthende Finsternifs er- 
mittelt, oh die oben gedachten Grenzen 
innegehalten oder überschritten worden, 
ob also eine Finsternifs eintritt oder nicht. 

Um diese und die ferneren Rechnnngen 
zu erleichtern redncirt man die Bewe- 
gung zweier Gestirne auf die eines ein- 
zigen , indem man den einen Körper ste- 
hend annimmt und die Bewegung des 
zweiten gegen den ersten als eine rela- 
tive Bewegung ermittolt. Es geschieht 
dies folgender Art: 

Es seien P , /' zwei Gestirne, deren 
Bewegungen gegenseitigen Zusammen- 
hang haben. P hat die stündliche Be- 
wegung PA’ in Länge, A’H' in Breite; 


Fig. 828. 



P die stündliche Bewegung PA in Länge, 
AH in Breite. Trägt man A PA’IP an 
PA in PA‘H\ zieht die Parallele H’D mit 
PA, so ist A'A der Unterschied beider 
Bewegungen in Länge, DH der beider 
Bewegungen in Breite. Macht man nun 
Pa = A'A, ak = DH, so ist unter der Vor- 
aussetzung, dafs das Gestirn P 1 stille steht 
und Pallein sich bewegt, Pa die rela- 
tive Bewegung des Gestirns P in 
Länge und ak die relative Bewe- 
ung desselben in Breite. PH' ist 
ie wirkliche Bewegung des Gestirns P, 
PH die des Gestirns P nnd Ph die re- 
lative wirkliche Bewegung des Ge- 
stirns P. 

Die relativen Seitenbewegungen Pa und 
ak sind mit den bekannten wahren Sei- 
tenbewegungen PA’, A'H‘ und PA, AH 
gegeben, dann ist es auch Z_kPa = tf-, 

denn es ist lg </ = —„. Nun ist Pk = 
T aP 

aP «ec <f. 

4. Das Nächste ist die Ermittelung des 
Zeitpunkts für die Mitte der Finsternifs. 
Es sei C der Mittelpunkt des Schatten- 


kegels in der Mondentfernnng, CA der 
ad 1 mit Fig. 826 gefundenen Halbmes- 
ser desselben, DE die mit ihrer Neigung 
gegen die Ekliptik ermittelte Mondbahn, 
E der Ort des Mondes in der wahren 


Fig. 828. 



Opposition, CE die Breite des Mondes in 
demselben Augenblick, CG das auf die 
Bahnlinie DF. gefällte Loth, H und J 
seien die Mittelpunkte des Mondes bei 
der ersten und der letzten Randberüh- 
rung, so ist &JCG&&IICG und G ist 
die gesuchte Mitte, ln dem A CFG ist 
Z.FCG = dem Neigungswinkel der Bahn 
mit der Ekliptik, die Breite CE ist aus 
den Tafeln bekannt, und es ist EG = 
CE* in FCC - Mondbreito X Sinus des Nei- 
gungswinkels. 

Dieser Bogen EG in Zeit verwandelt 
entsteht daraus, dafs die bekannte stünd- 
liche Zeit der Mondbewegung zu der Zeit 
für die Bewegung desselben durch FG 
sich verhält, wie eine Stunde (= 3600 Bo- 
gensecunden) zu der verlangten Zeit. 
Außerdem ist der kürzeste Abstand CG 
der relativen Bahn DE vom Mittelpunkt 
C des Schattendurchschnitts = CFcoi ECG 
gefunden worden. 

Zur Auffindung der Zeit für die Dauer 
der Finsternifs hat man den Halbmesser 
CK des Schattendurchschnitts und den 
scheinbaren Halbmesser HK, also auch 
CK + H K-CH bekannt, woraus HG=JG, 
und folglich HJ bekannt wird. Diese 
Länge verwandelt sich in Zeit durch die 
Proportion 1 Stunde zu der Dauer auf 
die Bewegung durch IIG, d. h. zur Dauer 
der halben Finsternifs, wie die stündliche 
Bewegung auf der relativen Bahn zur 
Länge GH in Bogengraden. Diese Zeit 
von dem ermittelten Zeitpunkt für die 
in G stattfindende Mitte der Finsternils 
«abgezogen gibt den Zeitaugonblick, in 
welchem der Mond in H tritt und die 
Finsternifs beginnt , und zu demselben 
hinzuaddirt den Zeitaugenblick für den 
8tand des Mondes in J, wo die Fintter- 
nifs endet. 
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So wie mit dieser partialen so findet 
man auch bei jeder totalen Mondfinster- 
nifs aulser den Zeitpunkten für den Ein- 
tritt nnd den Austritt der Ränder die 
Zeitpunkte für den Anfang und das Ende 
der totalen Verfinsterung der Mondscheibe. 

Die längste Dauer einer Mondfinster- 
nis vom Eintritt des Vorderrandes bis 
»um Austritt des ITinterrandes beträgt 4 
Stunden 38 Minuten und die längste 
Dauer der totalen Finsternifs vom Ein- 
tritt des Hinterrandes bis zum Austritt 
des Vorderrandes 2 Stunden 18 Minuten. 

Mondphasen. Ist S die Sonne, E die 
Erde, ee die Ekliptik, Af der Mond, mm 
seine Bahn, die gegen ee etwa 5° sj’ ge- 
neigt ist, so ist die erste Figur der Stand 
der Erde im Winter-, die zweite der im 
Sommersolstitium; die vordere Ansicht 
des Systems s. Fig. 796, pag. 126. Die 
Bewegungen der Erde und des Mondes 
geschehen wie die Pfeile anzeigen , also 
nach einerlei Richtung. Hierbei hat der 


Fig. 830. 



Mond keine Axendrcbung, er dreht sich 
vielmehr um die Erde wie an einer 
sich drehenden Radspcicho befestigt. 
Steht der Mond in Af , so ist er mit der 
8onne in Opposition, es ist Voll- 
mond, steht er in AI', so ist er mit der 
Sonne in Conjunction, es ist Neu- 
mond. 

Kommt der Mond bei Conjunctionen 
in die Ebene der Ekliptik (man denke 
sich Af, .S und £ in einer geraden Linie) 
so entsteht Sonn en finster nifs , kommt 
dies bei Oppositionen vor so ist Mond- 
finsternifs. 

Da die Erde, Fig. I, im Wintersolsti- 
tinm steht, so ist auf der nördlichen Halb-» 
kugel Sommer, Fig. II, Winter. Von 
dem Punkt a des Parallelkreises ab, Fig. II, 
ist der Bogen an bis zur Linie nach dem 
Vollmond viel kleiner als Fig. I, der 
gleichnamige Bogen An, der Mond, Fig. II, 


im Winter steht also uns Bewohnern der 
nördlichen Halbkugel viel höher als im 
Sommer. 

Der Mond hat für uns 4 Hauptlicht- 
wechsel: den Neumond, das erste 
Viertel, den Vollmond und das letzte 
Viertel. Neumond und Vollmond füh- 
ren den gemeinschaftlichen Namen Sy- 
zygion, das erste und letzte Viertel den 
Namen Quadraturen. 

Der Neumond zeigt uns seine unbe- 
leuchtete Seite; einige Tage später geht 
der Mond bald nach Sonnenuntergang 
am westlichen Himmel auf als schmale 
Sichel, die Hörner nach oben gerichtet 
und geht bald wieder unter. Mit jedem 
Tagt- geht er östlicher nnd früher auf, 
spater unter, die Sichel wird gröfser und 
7 Tage nach Neumond geht er als halbe 
Scheibe, die Krümmung (von der Abend- 
sonne) westlich Abends 6 Uhr in Süden 
auf, zu Mitternacht unter; dies ist das 
erste Viertel. Von hier ab wird die 
Scheibe immer voller und 7 Tage später 
£eht er als volle Scheibe, als Vo 1 1 m o n d , 
in Osten auf, wenn die Sonne untergeht. 
Von hier ab erfolgt der Aufgang alle Tage 
eine Stunde später; nach etwa 7 Tagen 
als halbe Scheibe, die Krümmung (von 
der Morgensonne) östlich um Mitternacht, 
Untergang bei Tage (letztes Viertel). 

Cm diese Lichterscheinungen und die 
damit zusammenhängenden Begebnisse zu 
verstehen, ist zunächst folgendes zu be 
achten. 

Wenn die Erde nach der Richtung des 
Pfeils um ihre Axo sich dreht, so ist an 
jedem Ort A auf der Oberfläche in den 
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Tangenten als Horizontalen Westen und 
Osten so gerichtet, wie u> und o bezeich- 
nen. Süd und Nord fallen für A, win- 
kelrecht auf oio und auf der Papicrebene 
in dem Punkt A zusammen. 

Wenn ES die Richtung nach der Sonne 
hin ist, so ist wegen der greisen Entfer- 
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nung derselben anf jedem Ort der Erde 
also auch in o nnd tr die Richtung öS' 
4= i eS" 4= ES. Den Bewohnern des Ortes 
o erscheint die Sonne S im Horizont, es 
ist Sonnenaufgang; je näher o nach > 
kommt, desto gröfser wird die Sonnen- 
höhe, in < ist Mittag, von s nach » hin 
gedreht senkt sich die Sonne, in te steht 


Fig. 832. 



sie im Horizont, es ist Abend nnd im 
nächsten Augenblick der Drehung von te 
weiter nach n geht 5 unter. In Folge 
dieser Erdbewegung scheint es uns, als 
wenn die Erde still stände und die Sonne 
von o dem Aufgangspnnkt über p und q 
bis nach w dem Untergangspunat, also 
von Osten nach Westen sich drehet. 

Der Mond ist zwar nicht so weit ent- 
fernt als die Sonne, allein die Entfer- 
nung ist doch so grofs, dafs man auch 
bei diesem dieselbe Parallelität der Rich- 
tungen seines Erscheinens auf allen Punk- 
ten der Erdoberfläche wie bei der Sonne 
annehmen kann; desgleichen dafs bei je- 
dem Standpunkt des Mondes die Sonne 
auf denselben parallel der Linie ES ge- 
richtet ist. 

Die Sonne geht also in o anf, in te 
unter, in den Nachtgleichen Morgens und 
Abends etwa um 6 Uhr. Genau um 6 
Uhr früh würde sie aufgehen, wenn die 
Nachtglcicho ebenfalls genau um 6 Uhr 
früh einträte, und pünktlich 6 Uhr Abends 
würde sie untergehen , wenn die Nacht- 
gleiche ebenfalls pünktlich 6 Uhr Abends 
einträte. Gebt im Frühlingspunkt die 
Sonne genau 6 Uhr auf, so geht sie spä- 
ter als 6 Uhr Abends unter, weil die 
Sonne während des Tages bis Abend 
schon um eine kleine Länge in die nörd- 
liche Halbkugel fortgeschritten ist. Geht 
im Uerbstpunkt die Sonne früh 6 Uhr 
pünktlich anf, so geht sie Abends vor 6 
Uhr unter, weil sie während des Tages 


bis Abend schon um eine kleine Länge 
in die südliche Halbkugel getreten ist. 

In der Sommerwende, wenn diese ge- 
rade zu Mittag eintritt, geht sie eben so 
viel vor 6 Uhr Morgens auf als nach 6 
Uhr Abends unter, in der Winterwende 
eben so viel nach 6 Uhr Morgens auf als 
vor 6 Uhr Abends unter. Ein ähnliches 
gilt von dem Mond, je nachdem er mit 
der Erde die Ekliptik schneidet oder nörd- 
lich oder südlich derselben näher oder 
ferner fortschreitet. Hiernach soll von 
der Zeit, ob um 6 Uhr oder um wie viel 
vor oder nach 6 Uhr Auf- und Untergang 
von Sonne und Mond geschieht, abgese- 
hen werden. 

In den beifolgenden Figuren ist der 
gröfsere Kreis die Erde mit dem Mittel- 
punkt E. In der Richtung senkrecht auf- 
wärts steht die Sonne S; n, s, o, ic beifsen 
der Nord-, der Süd-, der Ost-, der West- 

£ unkt. Die kleinen Kreise bedeuten den 
lond, wie er in den Punkten der Erd- 
oberfläche o, *, », a, 6, f der Richtung 
nach gesehen wird. 

Der Nenmond, Fig. 833, geht mit 
der Sonne in o anf, in u unter, er bleibt 


Fig. 833. 



wegen der Tageshelle und weil seine uns 
zugekehrte Hälfte von der Sonne unbe- 
leuchtet ist, uns unsichtbar. 

Ist der Mond in einigen Tagen in die 
Lage Fig. 834 gekommen, so geht er nicht 
mit der Sonne in o , sondern erst in a 
anf, wenn /_ aEM = 90° ist, wo die Sonne 
schon den Tageshogen oa beschrieben hat; 
und wenn er bei der Tageshelle zu sehen 
wäre, so würde er als schmale Sichel mit 
der Rundung nach oben, oder wie man 
sagt, mit den Hörnern nach unten er- 
scheinen. Denn da aM' der Horizont von 
a ist, so liegen die durch de abgeschnit- 
tenen Hörner unten, die Krümmung g 


) 
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t®U8t ind * m S * DaCl1 d6m Zenith Kerich ' 
Der Mond beschreibt nun weiter mit 
der Sonne den Tagebogen , und wenn die 


Sonne in ic untergeht, so erscheint er 
bei dem schwacher gewordenen Tages- 
^ * wa . r a,1( ' 1 > «hon nahe dem 

westlichen Horizont und geht in A , der 
geraden Verlängerung von aE bald dar- 

H«n w‘* r ’ „ l®? nämlich die Sonne 

nen kleinen .Nachtbogen ,rb beschrieben 
hat und zwar als dieselbe Sichel, aber 

mit oberwarts gerichteten Hörnern, die 
in dem Horizont bM" oder de von A lie- 

Ta!b’ i'f'r . dle Krümmung g unter- 
lalb befindlich ist, weil hier gl, die Rich- 
tung nach unterwärts hat 

Die Stellung Fig. 835 des Mondes zeigt 
ein noch weiteres Fortschreiten desselben. 

Fig. 835. 


antLbf* r ’ ,*° v der M ? nd am H °ri«nt 
anfgeht, liegt schon nahe dem Mittag »■ 

wegen der Tageshelle ist der Aufgang 
nicht sichtbar und erst gegen Abend 
wenn der Ort o über a in den Punkt f 
getreten ist, und das Tageslicht nun 
schwacher geworden, kommt er mit blas- 
sem Schein in dio Gegend des südlichen 
Himmels und in der Nähe seines gröfs- 
ten Hohenpunkts zum Anblick, mn ist 
‘!® l(lc htung des Horizonts von f. EM 

dl ®. I ‘ ,c ’j‘ u ",V ,,ach Zenith, mithin 
stehen die Horner in cJ ziemlich loth- 
reebt und nach Osten, während die Run- 
dung der nun schon viel breiteren Sichel 
nach Westen gerichtet ist. 

In A, der geraden Verlängerung von 
. . ,Ft? en Mitternacht, wenn die Sonne 
bis dahin noch den kleinen Nachtbogen 
zu beschreiben hat, geht der Mond 
unter um) zwar wieder wie Fig. 834, die 
Sichelhorner nach oben und die Rundung 
nach nuten gerichtet. 8 

In der Stellung des Mondes Fig. 836. 
geht der Mond zu Mittage in i nnsicht- 
bar aul, Abend 6 Uhr boi schon dunklem 
Uchte, indem die Sonne eben untergeht, 
bat er m ic seinen Culminationspunkt 

Fig. 836. 



und wird als Halbkreis sichtbar; die Krüm- 
mung der Scheibe ist westlich. In n zn 
Mitternacht geht er unter mit der Krüm- 
mung der Scheibe nach unten Diese 
Lichterscheinung ist das erste Viertel 


*■*. «m, geut aer 
Mond in a, also Nachmittag auf, wird 
gegen Abend am östlichen Himmel sicht- 
bar. Aur vollen sichtbaren 8cheibe fehlt 
" och „ das TOn der Linie cd unter- 
halb des Horizonts abgeschnittene dunkle 
Stuck; in f gegen Mitternacht culminirt 
er und in A, eben so weit vom Sounen- 
aufgang o wie a vom Sonnenuntergang 
w, geht er, das fehlende 8tück der Scheibe 
nach oben gerichtet unter. 
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In der Stellung Fig. 838 ist der zu- 
nehmende Mond zum Vollmond gewor- 
den Kr geht in ic bei Sonnenuntergang 
auf, in n zu Mitternacht culminirt er und 
in o bei Sonnenaufgang seht er unter. 
Von hier an wird der Mond abnehmen- 
der Mond. 


Fig. 838. 



In der Stellung Fig. 839, geht der Mond 
in n zwischen Sonnenuntergang und Mit- 
ternacht auf; zur vollen erleuchteten 
Scheibe fehlt nur das oberhalb von der 
Linie cd abgescbnittcne dunkle Stück, 
ln f zwischen Mitternacht und Morgen 
culminirt er, in b Vormittags geht er 
wegen der Helligkeit des Tages unsicht- 
bar unter. 


Mondphasen. 


Fig. 839. 



In der Stellung Fig. 8-10 des Mondes 
ist das letzte Viertel; der Mond gebt 
Mitternacht in n auf als ein Halbkreis, 
dessen Krümmung unterhalb liegt, in o 
bei Sonnenaufgang steht der Halbmesser 
lothrecht, die Krümmung liegt nach Osten. 
Der Mond culminirt hier, verschwindet 
bei zunehmender Tagesbelligkeit immer 
mehr und geht Mittag in t unter. 


Fig 840. 



In der Stellung Fig. 841 endlich geht 
der Mond zwischen Mitternacht nnd Mor- 
gen in a auf als eine Sichel, deren Krüm- 
mung durch die Linie cd in den Körnern 
abgescbnitten, unterhalb liegt. Gleich 
nach Sonnenaufgang in o wird er un- 
sichtbar, er culminirt Vormittags und 
geht Nachmittags unsichtbar unter. 
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Fig. 841. 



Mondzirkel, s. v. w. „Mondcyclus“ 
s. u. Cyclus. 

Monodimetrisches Krystallisationssy- 

item ist das zweite, das z w e i und e i n - 
aiige System, bei welchem drei Axen, 
Ton denen zwei gleichartig sind, die dritte 
mit den ersten beiden ungleichartig ist, 
unter rechten Winkeln sich schneiden. 

Monokllnoedrlichei, auch Monokllno- 
metrisches Krystalllsationuystem ist 

das fünfte System, das zwei und ein- 
gliedrige System, bei welchem eine 
Axe die beidon anderen ihr ungleichar- 
tigen Axen unter rechten Winkeln, diese 
beiden ebenfalls unter sich ungleicharti- 
gen Axen unter schiefen Winkeln sich 
schneiden. 

■ODOm ist eine einfache, eingliedrige 
Gröfse im Gegensatz zu und mehr- 
gliedrigen Greisen, a ist ein Monom, 
a ± 6 ein Binom, i t c ein Trinom. 

Moootrlmetrisches Krystallisationssy- 

item, das dritte System, das drei und 
einaxige System, bei welchem drei 
unter einander gleichartige Axen von 
einer vierten ihnen ungleichartigen Axe 
rechtwinklig geschnitten werden. 

Morgen, Morgenpnnkt, s. u. „Abend“. 

Morgendimmerung, s. u. „astrono- 
mische Dämmerung“. 

Morgenseite die durch die Meridian- 
ebene eines Orts der Krde abgetheilte 
Hälfte der Himmelskugel, in welcher der 
Morgenpunkt liegt, ln deren Horizont 

ehen alle Gestirne anf, während sie in 

em Horizont der Abendseite untergeben. 

Morgenvolte eines Gestirns ist der Bö- 


en im Horizont als Abstand zwischen 
em Aufgangspunkt des Gestirns und 
dem Morgenpunkt. Das Nähere s. in dem 
Art. „Abendweite“ mit Fig. 2, ferner 
„Aufgang und Untergang der Ge- 
stirne“ mit Fig. 109 und 110, pag. 176. 

Moltlnom oder Polinom ist eine aus 
unbestimmt vielen Gliedern bestehende 
Gröfse. 

Mnltlpllcandas ist eine Gröfse, die ver- 
vielfacht, die mit einer Zahl multiplicirt 
werdon soll. 

Mnltipllcator ist eine abstracto Zahl, 
welche angibt wie oft eine Gröfse ge- 
nommen, oder mit welcher eine Gröfse 
multiplicirt werden soll. 

Mnltiplicitlon ist die Rechnungsart 
oder das Verfahren beim M ultipliciren. 
Multipliciren heilst: eine gegebene Gröfse 
eine Anzahl Male nehmen oder eine Gröfse 
finden, in welcher eine gegebene Gröfse 
eine gegebene Anzahl MaTo enthalten ist. 
Die Gröfse, welche mehrere Male genom- 
men, welche vervielfältigt werden soll, 
heifst der Multiplicaudus; die Zahl, 
welche angibt, wie oft die erstere genom- 
men werden soH, der M u 1 tiplic a tor, 
beide beifsen Factoren, das Resultat 
der Rechnung Product. 

Hat man nur mit unbenannten Zahlen 
zu thun , so ist die Multiplication die 
dritte einfache Rechnungsart, die dritte 
der vier Species. Die Grundlage dersel- 
ben ist das Einmaleins, welches aus- 
wendig zu lernen ist. 

Die Mulliplication kann betrachtet wer- 
den als eine Addition mit lauter 

leichen Summanden. Denn zu dem 

roduct 4 mal C gelangt man auch, wenn 
mau vier Zahlen, jedo = 6 zusammen- 
addirt. 

Man zählt also 4 bori- 

zontale Reihen, jede von 

6 Punkten zusammen und 

erhält 4 mal 6 Punkte 

sind zusammen 24 Punkte. Wenn man 
die G vertikalen Reihen jedo von 4 Punk- 
ten zusammenzählt, also 6 mal 4 Punkto 
nimmt, erhält man nicht mehr und nicht 
weniger Punkte als vorhanden sind, näm- 
lich 24 Punkte; man kann also multipli- 
cand und Multiplicator mit einander ver- 
tauschen. 

Diese Ucbereinstimmung der Multipli- 
cation mit der Addition ist kein Grund, 
die Multiplication von den Species aus- 
zuschliefsen. Denn offenbar ist das Mul- 
tipliciren eine von dem Addiren durch- 
aus verschiedene Rechuungsweise. Die 
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Trennung der Multiplication von den 
Species geschieht von einigen Rechnen- 
meistern deshalb , weil man zur Darstel- 
lung des Products bei mehrziffrigem Mul- 
tiplicator die einzelnen Productenreihen 
audiren mufs, dafs also die Multiplication 
eine Species zu Hülfe nimmt, also nicht 
selbstständig, nicht einfach bleibt. 

Die theilweise Multiplication aber ist 
in dem (dekadischen) Zahlensystem be- 
gründet. Z. B. 103 mal 75 heilst: die 
Zahl soll verfüufundsiebzigfacht werden. 
Da nun das Einmaleins als Hülfsmittel 
dem dekadischen System entsprechend 
für Einer genügt, eino weitere Ausdeh- 
nung desselben vielmehr die Vortheile 
des Systems nur abweist, so geschieht 
zuerst eine Verfünffachung, hierauf eine 
Versiebenfachung der Zahl 103 und letz- 
tere verzehnfacht, wird nun mit dem er- 
sten Product addirt. Und auf diese Weise 
müssen alle Rechenexempol ausgeführt 
werden , wenn man der Vortheile des 
Einmaleins und des dekadischen Systems 
theilhaftig werden will. Die Rechenart 
ist folgende. Man schreibt: 


103 

75 

Es ist 5 mal 103 = ....... 515 

70 mal 103= 721 

Addirt gibt 75 mal 103 = ... . 7725 


Die einzelnen Producte 515 und 7210, 
von der man der Bequemlichkeit wegen 
die Null fortläfst, hei&en Partial- Pro- 
ducte. Das Zeichen für die Multiplica- 
tion ist ein Punkt oder ein liegendes 
Kreuz: dio Forderung 75 mal 103 wird 
geschrieben 75 - 103 oder 76x103. 

Die Multiplication der gemeinen Brüche 
mit ganzen Zahlen und mit gemeinen 
Brüchen s. u. „Bruch“, Bd. I., pag. 436, 
mit Decimalbrüchen s. u. „Docimal- 
bruch*. Die abgekürzte M. ist in einem 
kurzen Art Bd. I, nag. 5 gezeigt. 

Ist ein periodischer Decimalbrurh mit 
einer ganzen oder mit einer geschlosse- 
nen Zahl zu multipliciren, so ist nur zu 
beobachten, dafs die Perioden jedes Par- 
tialproducts für die Ermittelung der rich- 
tigen Periode dos verlangten Products in 
hinreichender Anzahl neben und unter 
einander geschrieben werden. 


Beispiel 1. 7,9x0,578578 ... 

5 207 207 207 
40 500 5 00 50 
4,5 707 707 .. . 

2 2,574 x 243,43257 43257 

973 73Ö29 73029 73029 
17040 28020 28020 2802 
121716 28716 28716 287 
486865 14865 14865 14 
626,595 44631 44631 .77 


Die Multiplication eines periodischen 
Decimalbruchs mit einem periodischen 
Decimalbruch führt zu keinem erwünsch- 
ten Resultat, denn gesetzt man habe die 
Zahl 0,4 646 .... — || mit 0,U1... = ( zu 
multipiieiren, so hat man ,Vr zu berech- 
nen und es können 890 verschiedene 
Reste entstehen, die Periode kann also 
890 Ziffern begreifen. Oder man rechnet 
X 0,46 46 ... , so hat man gleichfalls 
eine Aussicht auf eine kurze, oder viel- 
mehr man hat die Aussicht auf dieselbe 
lange Periode. 

Die Multiplication der Buchstabengrö- 
Csen, s. „ Buchs tabenrechnung “, pag 
438. Die Multiplication mit imaginären 
Gröfsen s. d. Art. pag. 283. 

Eine eigentümliche Art von Multi- 
plication, bei welcher beide Factoren 
benannte, gleichartige und ungleichartige 
Gröfsen sind und ein Product liefern, 


welches mit keinem der beiden Factoren 
gleichartig ist, ist die Mu I tiplication 
eometrischer Gröfsen mit einan- 
er. Den Zusammenhang, dafs Linien 
mal Linien = Flächen , und dafs Linien 
mal Linien mal Linien oder Linien mal 
Flächon = Körper sind, siehe die Art. 
„Flächenmaafs “ und „cubiscbes 
Maafs“. Wie Linien mit Linien zu 
Flächen mnltiplicirt werden , s. den Art. 
„Algebraische Geometrie“ Bd. I, 
pag. 45 mit Fig. 41 , 42 und 43. Eben 
so geschieht die Multiplication zu Kör- 
pern, z. B. : 

3' 5" X T 4" x 6' 5” ist ein rechtwink- 
liges Parallelepiped, dessen drei Kanten 
die Factoren zu Längen haben. 

3’ b" x T 4" sind = dem zu beiden Fac- 
toren als Soiten gehörenden Rechteck 
= 25AD' = 2üG’8Ü". 

Diese Seitenfläche mit dem dritten Fac- 
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tor 6' 5" als Höhe multinlicirt gibt das geschehen sollen , wovon das Wörterbuch 
Parallelepiped = 25 □’ 8 [j'x 6 1 5" =6x25 sehr viele Beispiele liefert. 

8x6 + 5 x 25 5x8 _ ]5J KBMtfa6 Noch ist der Muhiplication mit trigo- 

144 1 d 23 nometnschen Functionen, wenn diese in 

388 Kubikzoll. Potenz oder in Wurzel gegeben sind, zu 

Dasselbe Verfahren wird angewendet, gedenken: 
wenn geometrische oder stereumetrische Es sei ausiurechnen: 12 x »in I (l3'’ 17') 
numerische Ausrechnungen nach Formeln 

Man hat log sin (13° 17 1 ) - 9,3G1 2870 - 10 
also log sin’ (13° 17*) = 18,722 5740 - 20 

wofür man natürlich 8,722 5740— 10 nimmt. 

Ist l'eos ( 1 2° 50 *) ein Factor, so hat man 
log CO» (12'’ 50’) -- 9,9890137- 10 

also log V cos (12'’ 50' = J (9,9880137 - 10) = 5 x (29,9890137 - 30) - 9,9963379 - 10 
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Rächt ist im gewöhnlichen Sprachge- 
brauch, wenn die Sonne unter dem Ho- 
rizont sich befindet, und in der Regel 
schlierst man noch die Dämmerung von 
derselben aus. Wissenschaftlich heilst 
Nacht der Zeitraum, welcher begriffen 
ist zwischen den beiden Augenblicken, 
in welchen der Mittelpunkt der Sonne 
zwischen Untergang und Aufgang der- 
selben den Horizont berührt. Es wird 
also nicht nur die Dämmerung ausge- 
schlossen sondern auch noch die wirk- 
liche Tageszeit, in welcher die Sonne von 
ihrem Mittelpunkt bis zum Rande und 
vermöge der Ablenknng ihrer Strahlen 
durch die Luftschichten noch länger die 
Erde bescheint. 

Bezeichnet man mit D die Ascensio- 
nal-Differenz (s. .Ascension* mit Fig. 
82) der Sonne für einen Ort der Erd- 
oberfläche, mit A die nördliche oder süd- 
liche Abweichung der Sonne (Höhe der- 
selben über dem Aequator) und mit ff 
die Aeqnatorhöhe des Orts, so hat man 

■ n 'J dl 
sin I) — 

lg ff 

Oder wenn man D durch die Polhöhe 
P des Orts ausdrücken will, weil diese 


mit seiner geographischen Breite über 
einstimmt, 

sin ff = lg A • lg l‘ 

Nun ist der halbe Tag des Orts in Bo- 
genmaafs, d. h. die Bogenlänge von dem 
Aufgange des Sonnenmittels bis zu seiner 
Culmination zu Mittage 

= 90° i D Bogenmaafs, 
, . _ „ 90° ± ff 

also in Zeitmaafs = — 3 — -g- x 24 Stunden, 

wo + ff für gleichnamige, — ff für un- 
gleichnamige A mit dem Ort genommen 
wird; also für uns Bewohner der nördli- 
chen Halbkugel + ff, wenn die Sonne 
nördliche, — ff wenn sie südliche Abwei- 
chung hat. 

Der ganze Tag hat also 

in Bogenmaafs 2 (90° ± ff) 

90° Ui ff 

und in Zeitmaafs — - 0 - X 24 Stunden. 

Da für joden Ort der Erde Tag und 
Nacht zu 24 Stunden und 360° sich er- 
gänzen, so hat man die Nachtdauer 
in Bogenmaafs = 2 (90° > fl) 

90° » I) 

in Zeitmaafs =-jggö~ x 24 Stunden. 

Oder bei Einführung der Werthe A, ff, P 


die Nachtdauer in Bogenmaafs = 2 ^nO°=r=drc-fin 2 [90° T Are sinnig A • tg P ) ] 

V»jff/ 


in Zeitmaafs = 


90° v= Are sin ( 
180° 


— X 24 Stunden. 


90° Are ■ sin (lg A • lg P) 


180° 


x 24 Stunden. 


Aus diesen Formeln geht nun folgen- A. Die Bewohner des Aequators haben 
des hervor; das ganze Jahr hindurch 12 Stunden (Tag 
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und) Nacht, weil H = 90° oder P = 0, folg- 
lich lg II = so oder lg P = 0, folglich der 
Sinus 0 = 0 ist. 


B. Dasselbe findet für säimntliche Erd- 
bewohner an den Nacbtgleichcntagon statt, 
wo die Sonne in dem Aequator steht. 
Anmerk, Für die Pole erhält man 


«in (0 X oo ) = »in — , den Sinus also unbe- 
stimmt; allein Tag d Nacht sind = 24Stun- 

X24 


den, beide addirt geben 


180°=Fiin(?) 
180° 


Stunden = 24 Stunden = 24 Stunden, 

180° 

folglich Tag = Nacht = 12 Stunden. 

C. Die kürzesten Nächte haben die Erd- 
bewohner für den Stand der Sonne in 
den gleichnamigen, die längsten für die 
Sonne in den ungleichnamigen Wende- 
punkten, weil dort A sein Maximum 
2111° erreicht 

Für die Polarkreise ist ebenfalls // = Q3^°, 
also arc • sin 1 = 90°. Mithin die kürzoste 
90° — 90° 

Nacht = — 24 = 0,dielängstoNacht 

1 öU 

2 • 90° 

= — ^g- x 24 = 24 Stunden. Im ersten 

Falle streift die Sonne zu Mitternacht 
den Horizont ohne unterzugehen, im zwei- 
ten Fall streift sie ihn ohne aufzugehen. 

Für die Pole wird der Sinus oo , also 
arcsin« unmöglich. 

In dem Art. „ Ascensionaldiffe- 
renz“ ist berechnet worden für Berlin 
der längste Tag = der längsten Nacht 

= 16 Stund. 36 Min. 22,4 Sec. 
der kürzeste Tag = der kürzesten Nacht 

= 7 Stund. 23 Min. 37,6 Sec. 


Hachtbogen eines Gestirns ist der Ro- 
gen, den das Gestirn vom Untergang bis 
zum Aufgange am Himmel beschreibt. 
Dessen geometrische Construction für die 
Bewohner des Aequators, s. Bd. I, nag. 
175, mit Fig. 108, für die übrigen Erd- 
bewohner mit Fig. 109. 

Rachtdämmernng ist die Dämmerung, 
die sich bis Mitternacht erstreckt, so dafs 
der Ort keine eigentliche Nacht hat. Ein 
Stand der Sonne 18° unter dem Horizont 
eines Orts ist die Dämmernngsgrenze ; 
mit diesem Stande beginnt die Morgen- 
dämmerung und endet die Abenddämme- 
rung. Die Orte der Erde in demjenigen 
Parallelkreise, für welchen während der 
kürzesten Nacht die Sonnentiefe 18° be- 
trägt, bilden die Grenzorte für perma- 
nente Nachtdämmerung. Von diesem 
Parallelkreise nach dem Pole zu werden 


die Sonnentiefen immer geringer und mit 
ihnen die Zahl der um die kürzesten 
Nächte liegenden permanenten Nachtdäm- 
merungen immer gröfser. 

ln dem Art. .Astronomische Däm- 
merung “, pag. 139, ist nachgewiesen, 
dafs die Mittagshöhe (SA) der Sonne gleich 
ist der Aequatorhöhe (PA) des Orts ± der 
Abweichung (A) der Sonne oder gleich 
dem Complement der geographischen 
Breite (gB) des Orts * A : 

Dafs die Mitternachtstiefe ( Sf) + der 
Mittagshöhe (SA) der Sonne gleich ist 
der doppelten Aequatorhöhe (pA) = dem 
doppelten Complement der gB des Orts. 

Date folglich die Milternachtsriefe (Sf) 
der Sonne gleich ist der doppelten pA 
weniger der SA, folglich gleich der pA 
=rder Abweichung der Sonne. 

Also 

SA = pA ± A = 90° — gTl±A (1) 

Sf + SA = 2pA = 180° — 2gB (2) 

Sf=2pA-SA=pA f A = 90°-(gÄ±A)(3) 
und gB = 90° — (Sf ± A) (4) 

In dem vorliegenden Fall, wo die Sonne 
in dem nördlichen Wendekreise steht und 
wo sf für die Nachtdimmerungsgrenze 
18° beträgt hat man nach Formel 4 
gB = 90° — (18° + 23J°) = 48J° 

Es hat also kein Ort der nördlichen 
Halbkugel vom Aequator bis zu 48j° 
geogr. Breite Nachtdammerung. 

Steht die Sonne in dem südlichen Wen- 
dekreise, so ist die geringste Mitternachts- 
tiefo der Sonne die negative Sonnenhöhe 
= —18° für die Dämmerungsgrenze und 
man hat nach Formel 1 

- 18°= 90° — gB — 23^° 

woraus gB — 84J°, also 6J° vom Nordpol 
entfernt, von wo aus nach dem Pol hin 
während des W T inters kein Ort eine Nacht- 
dämmerung erhält. Um zu erfahren, 
unter welcher südlichen Abweichung die 
erste Dämmerung am Pol eintritt, hat 
man die geringste Mitternachtstiefe = 18°, 
wenn die Mittagshöhe der Sonne — 18° 
beträgt, also bei A = - 18°, d. h. wenn 
die Sonne eine südliche Breite von 18° 
besitzt, wie auch Formel 1 : 

- 18° = 90° - 90° - A ergibt. 
Während des Steigens der Sonne von 

diesem Stande aus verbreitet sich die 
Nachtdämmerungsgrenze nur langsam vom 
Pole ab nach den Polarkreisen liin, denn 
erst beim Stande von 12J° südlicher Breite 
trifft die Grenze auf jenen Punkt von 5 
vom Pol ab gerechnet; die Mitternachts- 
tiefe am Pol beträgt nur - 61°. 
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Steht die Sonne im Aequator, so ist 
die Grenze der Nachtdämmerung unter 
72° Breite, also 18° unter den Polen, die 
Polo haben die Sonnentiefe = 0, die Po- 
larkreise dieselbe = 23J° und erst bei »1° 
nördlicher Breite der Sonne bilden die 
Polarkreise die Grenze der Nachtdämme- 
rung. 

Nachtfernrohr ist ein Fernrohr, um bei 
Nacht dunkle Gegenstände zu beobachten 
oder aufzusuchen. Ersteres geschieht be- 
sonders Ton dem Schiffer, letzteres Ton 
dem Astronom, der es deshalb auch K o - 
metcnsucher nennt. Es liegt bei die- 
sem Instrument mehr an nelligkcit und 
gto&em Gesichtsfeld als an Vergröfserung 
und man erreicht dies durch ein flache- 
res und weiteres Objectiv und begnügt 
sich mit einer lOmaligeu Vergröfserung 
hei einfachem Ocular. Die Frauenhofer- 
schen Kometensucher haben bei 34 Linien 
Objectiy-Oeffnung, 24Zoll Brennweite und 
bei lOmaliger Vergröfserung ein Gesichts- 
feld Ton 6 Grad Durchmesser. 

Nachtgleichen sollten heifsen Tag- 
end Nachtgleichen. Diese finden auf 
der Erde jährlich zwei mal statt in den 
Augenblicken, wo die Sonne in der Erd- 
aeuuatorebene, also normal der Erdaxo 
auf deren Mitto gerichtet sich befindet 
und wo sie die Erdoberfläche von Pol zu 
Pol beleuchtet. Die Zeitpunkte dieser 
Stellungen fallen auf den 2lten März 
und den 23ten September, den Anfangs- 
punkten des Frühlings und des Herb- 
stes, woher auch der erste Punkt der Früh- 
lingspunkt, der zweite der Ilerbst- 
punkt genannt wird. 

Bei der Bewegung der Erde in der 
Ekliptik bleibt ihr Aeqnator nnter einem 
Neigungswinkel von 23J° mit derselben 
arallel mit sich selbst Denkt man sich 
iesem Aequator parallel durch die Sonne 
eine Ebene gelegt (den Weltaequator), 
so schneidet diese die Ekliptik in zweien 
diametral gegenüberliegenden Punkten, 
und diese Durchschnittspunkte sind die 
oben gedachten Nachtgleichenpunkte, 
der Frühlingspunkt und der Ilernstpunkt 
(vergl. .Aequator der Erde* mit Fig. 
34 und . F rühlingspu ukt *). 

Die Nachtgloichenpunkte bleiben nicht 
constant, sie rücken jährlich um 50,2 Bo- 
gensecunden von Ost nach West , also 
der Bewegung der Erde entgegengesetzt, 
indem die der Erdaxe parallele Weltaxe 
um die Axe der Ekliptik in dieser ent- 
gegengesetzten Richtung im Kreise sich 
herumdreht ohne ihre Neigung gegen die- 
selbe zu ändern und jene Durchschnitts- 
punkte mit nimmt. Mau nennt diese 


Verrückung der Nachtgleichenpunkte das 
Vorrücken dorNachtgleic hon, wäh- 
rend es eigentlich ein Zurückrücken ist. 
Dagegen steht die Sonne still und die 
Bewegung der Punkte veranlagt, dafs 
dio Erde früher mit ihr in denselben zur 
Herstellung der Nachtgieichon zusammen- 
tritVt und so hat man dio gewählte Be- 
zeichnung geeigneter gefunden. 

In Folge dieser Verrückung der Nacht- 
gleichen geschieht es nun, dam alle Sterne 
jährlich um 50,2 Sec. an Länge und ge- 
rader Aufsteigung zunehmen ohne ihre 
Breite und Abweichung zu ändern. In 
71,87 Jahren beträgt dies 1 Grad und in 
25873 Jahren 360 Grade, so dafs nach 
dieser Zeit, welche das grofso plato- 
nische Jahr genannt wird, alle Sterne 
dieselbe Länge wieder erhalten, welche 
sie in dem vergangenen hatten. 

Der Grund der fortdauernden Bewe- 
gung der Nachtgleichen liegt besonders 
in der Abplattung der Erde, vermöge 
welcher Sonne und Mond, wenn sie In 
dor Aequatorebene der Erde sich nicht 
befinden oine ungleiche Anziehung auf 
deren beide Halbkugeln ausüben, sowio 
in noch mehreren anderen störenden Ur- 
sachen. 

Die Nachtgleichenpunkte zeichtien sich 
durch keino bestimmten Merkmale am 
Himmel aus und können es auch ihrer 
Veränderlichkeit wegen nicht. Es ist aber 
deren Lago genau zu wissen nothwendig, 
denn der Frühlingspunkt ist allen nur 
möglichen astronomischen Bestimmungen 
der Anfangspunkt. Dio Ermittelung die- 
ser Nachtgleichenpunkte geschieht nun 
dadurch, dafs man zu bestimmten Zeit- 
augenblicken vor und nach dem Ein- 
treten eines derselben, z. B. des Krüh- 
liugspunktes, die Abweichungen der Sonne 
und die vergleichenden geraden Aufstei- 
gungen derselben mit denen eines oder 
mehrerer Fixsterne durch genauo Beob- 
achtungen feststellt. 

Tritt der Frühlingspunkt ein, sehen 
wir von mehreren einander sich berich- 
tigenden Beobachtungen ab und nehmen 
der nachfolgenden Erklärung wegen nur 
zwei Beobachtungen an, so ist die erste 
Abweichung der Sonne südlich, die zweite 
nördlich. Direct sind diese Abweichun- 
gen nicht zu finden; allein man mifst 
zwei Mittagshöhen der Sonne und findet 
sie aus diesen mit Hülfe der bekannten 
Aequatorhöhe des Beobachtungsortes. 

Es bedeute der' Kreis den Erddurch- 
schnitt mit dem Mittelpunkt C; QQ den 
Aequator, O den Beobachtungsort, OH 
sein Horizont, Oq die mit dem Aequator 
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Parallele; S, S die Richtungen der Sonne 
an zwei Mittagen, S vor, S' nach dem 
Eintritt des Frühlingspunkts, so sind die 


Fig. 842. 



Rogen Sil, S'll die lienliaehteten Mittags- 
höhen, Sy und S’y die verlangten Ab- 
weichungen der Sonne und Bogen yW 
ist die Aequatorhöhe von Q. 

Man sieht, es ist 

Sy = y« - SH = - (Stf - y//) 
und S'y = S'll — yH 
Also, wie schon in dem Art. .Abwei- 
chung“ kurz angegeben, die Abweichung 
der 8onnc = =fc der Mittagshöhe weniger 
der Aequatorhöhe des Orts. 

Nun sei wieder yy der Aequator. Es 
sind ermittelt SD = k die südliche, S'B 
= A' die nördliche Abweichung der Sonne. 
Ist i ein Fixstern (man nimmt möglichst 
schnell zu gegenseitiger Berichtigung meh- 
rere), so hat man wie bei der Sonne des- 
sen Abweichungskreis iA bestimmt, und 


Fig. 843. 
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man (tonnte vor eintretenden Mittagshö- 
hen visircn die Punkte H, I), A der ge- 
raden Aufsteigungen dieser Gestirne. Es 
ergaben sich dadurch die Aufsteigungs- 
unterschiede AB = d, Bl) - d'. Setzt man 
nun die Höhen A, A' auf die Punkte B, 
D normal mit dem Aequator, zieht die 
gerade Linie S’S, so liegt in dem Durch- 
schnittspunkt F derselben mit yy der 
Frühlingspunkt F, und zwar sehr nahe, 
weil man die Bewegung der Erde in der 
Ekliptik zwischen der kurzen Zeit der 


Beobachtungen als gleichförmig ansehen 
kann. 

Man hat demnach in den ähnlichen 
Dreiecken FBS' und FDS, wenn maii 
AF=x setzt: 

S'B : SD = BF: DF 


also 

woraus 


A' : A = x — d : d + d' — x 
» , * 'd' 

X = rf+ ÄTÄ- 


Der Frühlingspunkt ist also festgestellt 
durch die Rectascension eines Fixsterns, 
dessen Standpunkt am Himmel constaut 
ist, und man hat nun die Mittel, ihn auch 
mit Hülfe anderer Fixsterne immer vou 
Neuem aufzufinden. 


Desgleichen ist der Zeitaugenblick des 
Eintritts der Nachtgleiche hieraus zu be- 
stimmen. Denn ist I der Zeitpunkt der 
beobachteten ersten , I 1 der der beobach- 
teten zweiten Mittagshöhe, also deren 
Zeitdifferenz = l' — I, so erhält mau den 
Zeitpunkt T des Eintritts der Nachtgleiche 
aus der Proportion 

I’- T: T- «= BF: DF= A’ : A 
_ Al’ + A’l 
woraus T - -y-i-p- 

und wenn man 1 = 0 setzt, die Zeit T von 
der ersten Mittagshöhe OS bis zu dem 
Eintritt der Nachtgleiche F 

T = —, 

k+k' 

Es sei BS' = A’= 11 Minuten , OS = A 
= 6 Minuten Bogenmaafs, l' - I - l' - 24 
Stunden, so ist 

T = ,V x 24 Stunden = 7$ Stunden nach 
der Beobachtung der ersten Mittagshöbe 


Nachtglaichenpnnkte , s. u. .Nacht- 
gleichen“. 

Nachtlänge, s. u. .Nacht*. 

Nadir, F u fs p u n k t ist der dem Zenith 
entgegengesetzt liegende Punkt der Him- 
melskugel, der zweite Pol des Horizonts 
eines Orts der Erde. Wäre die Erde 
eino vollkommene Kugel, so würde jedes 
Nadir das Zenith der Antipoden sein. 

Näherung. Einer Näherung bedürfen 
Gröfsen, deren Werth nicht genau anzu- 
geben ist; der durch Näherung gefun- 
dene Werth heifst der Näherungs- 
werth, das Verfahren für die Auffindung 
des Näherungswerthes hcifstNüheru ngs- 
weise. 

Brüchen, deren Zähler uud Nenner 
grobe Primzahlen unter sich sind, nähert 
man sich mit Hülfe der Kettenbrüche 
(s. d), man erhält Näherungabrüche. 
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Den aicht anzugebonden Zahlengröfsen, 
den Irrationalzahlen nähert man eich auf 
verschiedene Weise: Wurzeln durch suc- 
ressive Wurzelausziehung auf eine be- 
liebige Anzahl von Decimalen. Die Ver- 
hältnifszahl n ist in mehreren verschie- 
denen Reihen angegeben , die alle mehr 
oder weniger convergiren. Für transcen- 
dente Gröfsen, als Logarithmen, gonio- 
metrische und cyclometrische Functionen 
hat man desgleichen convergirende Rei- 
hen entwickelt. 

Die Diffe renz ia 1 rech n un g verfährt 
aunäherud durch angenommenes SVachsen 
und Abnehmen veränderlicher Oröfsen, 
integrirt wird häufig durch Reihenent- 
wickelung. 

Die Exhaustionsmethode ist ein 
Annäherungsverfahren , um den wirklich 
richtigen Werth einer geometrischen Grüfse 
zu ermitteln, indem sie zwei üröfsen ein- 
führt, von denen die eine bei beliebiger 
Vergröfserung immer kleiuer, die andere 
bei beliebiger Verkleinerung immer £tö- 
fser bleibt als die aufzufindende Grüfse, 
die aber einer dritten constanten Grüfse 
beliebig nahe kommen können, deren 
Gröfse sie einschliefsen und die deshalb 
der gesuchten Gröfse gleich sein mufs. 

Die Rectification vonCurven, die Qua- 
dratur, die Cubatur liefern in der Regel 
nur Näherungs-Resultate. 

Näherangsbroch, Näherungswelse, Nä- 
herungswert!], s. u. „Näherung“. 

Name eines Verhältnisses ist die Dif- 
ferenz der beiden Glieder eines arithme- 
tischen Verhältnisses 

Nebenaxe (Kryst.) s. u. „ A % e n s y s t e m 
der Krystalle“, No. 2, pag. 2C0. 

Nebenlast (Mech.) ist die Last, deren 
Gewältigung nicht Absicht und Zweck 
ist, weiche aufser der zur Ueberwiudung 
gegebenen Nutzlast durch die Zusam- 
mensetzung der in einander greifenden 
Maschinentneile sich erzeugt. Zu dieser 
gehören : 

A. Das A nlassen einer Maschine, 
d. h. die Versetzung derselben aus der 
Ruhe in Bewegung, welches langsam be- 
ginnen und mit allmählicher Steigerung 
der Geschwindigkeit bis zum normalen 
Gange geschehen mufs; als der Nachtheil, 
dafs mit dem nöthigen Kraftaufwand keine 
oder eine nur unbedeutende Nutzlast ge- 
wältigt wird. 

ß. Das Ablassen der Maschine, 
d. h. die Versetzung der Maschine aufser 
Betrieb mit derselben Wirkung in ent- 
gegengesetzter Richtung, wobei desglei- 


chen Kraft auf Nutzlast nicht verwendet 
wird. 

C. Die Reibungen der an einander 

leitenden und in einander sich drehen- 
eu Maschinentheile. 

D. Der Widerstand der Behar- 
rung der in Bewegung befindlichen Mas- 
sen (s. „Moment der Trägheit“). 

K. Die durch Stöße dem gesammten 
Muschineuwerk mitgetheilten Erschüt- 
terungen, durch welche dieselben in 
ihren geradlinigen und kreisförmigen ße- 
wegungsrirhtungeu durch schnell auf ein- 
ander erfolgende Querbewegungen ge- 
stört werden, auch durch Elasticität der 
Massen entgegengesetzte Richtungen, also 
Rückwirkungen erfahren. Besonders ge- 
schieht dies bei Stampf- und Hammer- 
werken. 

F. Klemmungen nicht genau genug be- 
arbeiteter zusammengreifender Radzahne. 

G. Die regelmäßig periodisch eintre- 
tenden Richtungswcchsel (d ie sogenann- 
ten todten Funkte). Z. B. Bei Dampf- 
maschinen mit Balancier die regelmäfsig 
abwechselnden Auf- und Niederginge.. 
Der Nachtheil dieser Einrichtung ist zu- 
sammengesetzt: der Balancierarm beim 
Aufwärtsgange hat das Bestreben weiter 
zu gehen , es gebürt ein Kraftaufwand 
dazu , ihn zum Stehen zu bringen. Um 
nun niederzugehen mufs er aus der Ruhe 
in Bewegung gebracht werden, wozu wie- 
der ein Kraftaufwand gehört. Beide Kraft- 
äufserungen haben auf die Nutzlast eine 
nur geringe Wirkung. Man begegnet 
diesem sehr nachtheiligen Ilindernifs durch 
Einführnng einer neuen Nebenlast, näm- 
lich einer permanent wirkenden Schwung- 
masse, eines Schwungrades. 

Nebenmonde, Monde von Monden wer- 
den als vorhanden behauptet und be- 
stritten. 

Nebenplaneten, Monde. Es gibt nur 
vier Planeten unseres Sonnensystems, 
welche Monde haben : die Erde mit einem 
Mond, der Jupiter mit vier Monden, der 
Saturn mit sieben und der Uranus mit 
sechs Monden. 

Sänuutliche Monde haben, genauen Be- 
obachtungen zufolge die Eigenschaft un- 
seres Mondes, daß sie ihrem Hanptplane- 
ten immer nur eine Seite zukehren. 
Auch ihre Bahnen stimmen mit denen 
ihrer Hauptplaneten ziemlich genau über- 
ein. 

1. Die Monde des Jupiter. 

Diese Moude sind sogleich nach Erfin- 
dung der Fernrohre entdeckt worden, nnd 
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zwar Ton Simon Mayer zu Anspach am 
12ten Januar 1609 und von Galilei am 
7ten Januar 1610. Erst in neuerer Zeit 
ist man mit den Monden genauer bekannt 
geworden und namentlich haben die Be- 
obachtungen deren Verfinsterungen über 
Bahnen und Umlaufszeiten nähere Kennt- 
nifs gebracht. Die Bahnen der ersten 
beiden sind wenig elliptisch, die beiden 
äufseren sind es mehr. Sämmtliche 4 
Monde sind merklichen Störungen unter- 
worfen und zwar in Folge der gegensei- 


tigen Einwirkungen auf einander. Deren 
Bahnen liegen fast alle in der Eirene der 
Bahn des Jupiter. Die Neigung dos er- 
sten wird angegeben 3° 18' 38 , die des 
vierten 2° 36', beide bleiben coustant. 
Die Bahnen des zweiten und dritten sind 
veränderlich. Der zweite änderte die Nei- 
gung gegen den Jupiter-Aequator inner- 
halb dreifsig Jahren von 2“ 46' bis zu 
3° 46', der dritte in einem Zeitraum von 
132 Jahren von 3° 2' bis zu 3° 26’. 


Die Umlaufszeiten der Monde und deren tägliche Bewegung 
in Bogenmaafs sind 


1 

Periodische Umlaufszeit, 

Tägliche Bewegung. 

des lten Monds 

1 Tg. 18 St. 27 Min. 33 Sec. 

203° 29’ 20,4" 

n ^ n 19 

3 » 13 * 13 • 42 „ 

101° 22' 29,1" 

r> 3 » % 

7 , 3 , 42 , 33 . 

50° 19’ 3,5" 

n ^ n 9 

16 „ 16 , 32 , 8 „ 

21° 34' 16,0’’ 


Abstände der Mondo vom Jupiter. Abstände in geographischen Meilen, wenn 
Die ersten Zahlen sind die scheinbaren Jupiters Aeijuatoreal-Durchmesser =20100 
Abstände in Halbmessern des Jupiter nach Meilen betragt. 

Delambre, die letzten sind die wahren 


Der lte Mond 5,6933 Halbmesser 57300 geogr. Ml. 
„ 2 , , 9,0666 » 91100 „ 

„ 3 . , 14,4619 , 145300 , , 

„ 4 „ „ 25,4359 . 255600 , 

Wahre Gröfse der Monde 
nach Schröter nach Struve 
Des lten Monds 564 geogr. Ml. 532 geogr. Ml. 

, 2 , „ 465 „ „ 477 „ „ 

„ 3 „ . 818 „ „ 780 , , 

,4, „ 670 , . 667 » , 


2. Die Monde des Saturn. 

Diese Monde sind mit sehr langen Fern- 
rohren entdeckt worden. Uuygnens ent- 
deckte am 25tcn März 1655 den sechsten 
Mond, Cassini am 26ten October 1671 
den siebenten Mond, derselbe am 13ten 
December 1672 den fünften Mond, im 
März 1684 den dritten und den vierten 
Mond, Berschel mit einem 40füfsigen Te- 


lescop den 28ten August 1789 den zwei- 
ten und derselbe endlich am 17ten Sep- 
tember 1789 den ersten Mond. 

Die Ebenen der sechs inneren Mond- 
bahnen sind von dem Ring des Saturna 
wenig abweichend, der siebente dagegen 
bat eine Neigung von 12 Grad gegen den- 
selben. 


Die Umlaufszeiten der Mondo und deren tägliche Bewegung in 
Bogenmaafs sind 



Periodische Umlaufsleiten. 

i Tägliche Bewegung 

der lte Mond 

0 Tg. 22 St. 37 Min. 33 Sec. 

381° 51' 53” 

, 2, , 

1 „ 5 „ 53 „ 9 „ 

262° 43' 38" 

.3, . 

1 . 21 , 18 , 26 , 

190° 41' 62" 

. 4 . . 

2 . 17 , 44 , 51 , 

131° 24’ 42” 

»6. , 

4 „ 12 „ 25 , 11 , 

79° 41' 25" 

,6. , 

15 , 22 . 41 , 25 , 

22° 34’ 37" 

9 1 n n 

79 » 7 . 63 . 43 . 1 

4° 32’ 17" 
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Abstände der Honde vom Saturn, der Halbmesser des Ringes 38500 geogr. 

Die ersten Zahlen sind die scheinbaren HU; für die dritten Zahlen ist der Aeqna- 
Abstände in Winkeln für die mittlere toreal - Durchmesser des Satnrns 17370 
Entfernung; für die zweiten Zahlen ist geogr. Hl. angenommen. 


Scheinbare Abstsände. 


I Wahre Abstände 

iu Kinghalbmessern in geogr. Heilen 


Des 

lten 

Honde 

28,67 

Sec. 

1.42 

27400 

v» 

*. 

1» 

36,79 

■ 

1,83 

35200 

• 

8. 

• 

43,05 

fl 

2,16 

' 41600 

w 

4 , 

• 

56,00 

w 

2,78 

53600 

»» 

& . 

II 

78,00 

» 

3,88 

74700 

» 

6 . 

* 

180,00 

• 

8,95 

172300 

• 

1 . 

» 

522,05 

1» 

25,98 

499800 


3. Die Honde des Uranus. 

Herschel entdeckte am Ilten Januar 
1787 die beiden gröfsten Honde desselben, 
den zweiten und den vierten; später die 
übrigen vier Honde, den ersten am 18ten 
Januar 1790, deu dritten am 26ten März 


1794, den fünften am 9ten Februar 1790, 
den sechsten am 28ten Februar 1794. Die 
Bahnen sind beinahe senkrecht auf der 
Uranusbahn um die Sonne, gegen welche 
dessen Aequator ebenfalls senkrecht 
steht. 


Synodische Umlanfsseiten. 

Entfernungen 

ln Halbmessern ! 

des Uranus | 

Des lten Höndes 5 Tg. 21 St 25 Hin. — Sec. 

13,0 

48900 

. 2 . . 8 . 16 . 66 . 5 . 

16,5 

62000 

. 3 . . 10 . 23 . 4 , — „ 

19,2 

72200 

. 4 , . 13 . 11 . 8 . 59 , 

22,0 

82700 

»öfl t 38 , 1 « 49 „ — «• 

44,2 

166200 

. 6 . . 107 . 16 . 40 . — . 

86,5 

325300 


Hebeavlnkel sind Winkel, die einen 

g emeinschaftlichen Schenkel haben und 
eren beide andere Schenkel in einer ge- 
raden Linie liegen. 

Bd. II, pag. 53, Fig. 337 sind ZACD 
und /SBCD Nebenwinkel, denn CD ist 
ihr gemeinschaftlicher Schenkel und deren 
beide andere Schenkel AC,' BC liegen in 
einer geraden Linie AB. 

Nebenwohner (Periöci) sind die Bewoh- 
ner, die unter oiuerlei Breite auf entge- 
gengesetzten Seiten des Meridians woh- 
nen. Sie haben dieselben Jahreszeiteu 
aber entgegengesetzte Tageszeiten. 

Negativ, s. u. .Affirmativ*. 
Negative Gröfsen, s. u. .Entgegen- 
gesetzte Oröfsen*, Bd III, pag. 53. 

Neignng ist ein geometrischer Begriff 
und bedeutet alles was nicht rechtwink- 
lig, was nicht normal auf einander ist. 

IV. 


Ein Winkel wird erklärt als die Neigung 
zweier geraden Linien, wenn man vom 
sphärischen Winkel absieht; da nun ein 
rechter Winkel ebenfalls ein Winkel ist, 
so kann man denselben auch erklären 
als einen Winkel, dessen Schenkel auf 
einander normal stehen. 

Wird eine gerade Linie in einem be- 
liebigen Punkt von einer anderen mit 
deren Endpunkt berührt, so bilden sie 
zwei Winkel mit einander ; offenbar ist 
die Neigung beider Linien auf der Seite 
des kleineren Winkels, auf der zweiten 
Seile könnte man sie eher eine Abwei- 
chung nennen. Normal sind also gerade 
Linien mit einander, wenn sie auf beiden 
Seiten weder Neigung noch Abweichung 
haben. 

Zwei Ebenen, die sich schneiden, schnei- 
den sich in einer geraden Linie. Diese 
beiden Ebenen bilden auf jeder der bei- 

13 
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den Seiten alle nur möglichen Winkel 
von 0 bis 2 Rechten , je nachdem man, 
von einem Punkt der Durebachnittslinie 
aus, auf beiden Ebenen gerade Linien 
in verschiedenen Lagen zieht, oder je 
nachdem man die Lage einer Durch- 
schnittsebene wählt. Zieht man von einem 
Punkt der Durchschnittslinie beide Linien 
in der beiden Ebenen angehürigen Durch- 
schnittslinie nach einerlei Ricntung, so 
wird der Winkel = 0, zieht man sie nach 
entgegengesetzten Richtungen, so wird 
der Winkel = 180°. Da nun die Lage 
zweier solcher Ebenen nur durch einen 
Winkel bestimmt werden kann, so ist 
natürlich, dafs man einen bestimmten 
constanten Winkel als Maafs ihrer Nei- 
ng wählen muls, und es ist dieser der 
inkel, den die Durchschnittslinien einer 
normal durch beide Ebenen gelegten Ebene 
mit einander bilden. 

Wenn eine gerade Linie auf einer Ebene 
steht, so bilden beide ebenfalls so viele 
verschiedene Winkel , als Ebenen durch 
die Linie gelegt werden können. Nnr 
eine dieser Durchschnittsebenen wird mit 
der gegebenen Ebene normal und in die- 
ser bildet die Durchscbnittslinie mit der 
Standlinie auf einer Seite den möglich 
kleinsten, auf der anderen Seite den mög- 
lich gröfsten Winkel. Der kleinere die- 
ser beiden Winkel ist der Neigungs- 
winkel der Staudlinie mit der Ebene. 

Oröfste Kreise, die unter sich und mit 
Parallelkreisen auf Kugeln sich schneiden, 
haben desgleichen verschiedene Lagen 
mit einander, die ebenfalls durch die von 
den Kreisen oder' deren Sogen mit ein- 
ander gebildete sphärische Winkel ge- 
messen werden. Diese sphärischen Win- 
kel ver glei cht man aber erst mit gerad- 
linigen Winkeln , und zwar mit denjeni- 
gen, welche die in den Durchschnitts- 
punkton der Bogen in deren Ebenen 
gezogenen Tangenten mit einander ma- 
chen Mit diesen Winkeln werden die 
sphärischen Winkel als in einerlei Ver- 
haltnifs befindlich betrachtet, oder, was 
zu demselben Ergebnifs führt, beiderlei 
Winkel werden einander gleich gesetzt. 
Demnach messen die gedachten Tangen- 
tenwinkel mit ihrer Größe die Neigun- 
gen der Kugelkreisbogcn unter einander. 

Neigung der Bahn eines Planeten oder 
eines Kometen bezieht sich auf die Lage 
dieser Bahn gegen die Bahn unserer Knie, 
auf der jene Bahnen beobachtet werden. 
Da sämmtliehe Planeten und Kometen 
in Ebenen umlaufen, die den Mittelpunkt 
der Sonne in sich schließen und dio Erde 
ebenfalls, so schneiden sämmtliehe Bah- 


nen die Ekliptik in einer durch den Son- 
nenmittelpnnkt gehenden Linie, der Kno- 
tenlinie. Die Durchschnittspunkto einer 
Bahn mit der erforderlich verbreiterten 
Ebene der Ekliptik, welche diametral 
einander gegenüberliegen, sind die Kno- 
ten, und die sphärischen Winkel, welche 
an diesen Punaten beide Bahnen (von 
der Ekliptik eine Parallele dort gedacht) 
mit einander bilden, sind die Neigungs- 
winkel beider Bahnen. 

Neigung der Bahn von Neben- 
planeten, den Mondo n, ist deren 
Neigung mit der Bahn ihres Centralge- 
stirns, ihres Hauptplaneten. 

Neigung der Magnetnadel, Inclina- 
tion, s. u. „Magnet“. 

Neigungscompafs, Inclinatorium ist 
ein Mefsinstrument zur Messung des Win- 
kels, den eiue genau im Schwerpunkt 
aufgehängte (equilibrirte) Magnetnadel im 
magnetischen Meridian von der Horizon- 
talen abweicht (vergl. „Abweichung 
der Magnetnadel“). 

Neignngscbene ist diojenigo Ebene, 
welche auf jeder von zweien sich schnei- 
denden oder auch blofs geneigten Ebe- 
nen normal sich befindet; der von den 
Durchschnittlinien der Neigungsebene mit 
den beiden anderen Ebenen gebildete 
Winkel ist deren Neigungswinkel. 

Nelgungsnadel ist die Magnetnadel im 
Neigungscompafs. 

Neigungswinkel, s. u. „Neigung“. 

Nenner ist die unter dem Bruchstrich, 
die dividirende Zahl (s. „Bruch“). 

Neoide. Hierunter versteht man eine 
Curve, welche für zweckmäßige Hebung 
und Senkung der den Spinnmaschinen 
angehörigen Spindeln angewendet wer- 
den soll. Ihre Construction ist folgende. 

Man zeichnet in einem Kreise Halb- 
messer mit Verlängerungen und macht 
letztere proportional den von denselben 
abgoschmttenen Bogen. 


Fig 844. 
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Es sind also 

DE : FC - Hoffen AD : Bogen A F 

Es ist mithin DE = A • Bogen A O; FO 
= k • Bogen AF, wo * eine gauz beliebige 
Zahl ist. 

Zmu l'eberflufs erklärt man auch, dafs 
der beliebige constante Factor A noch mit 
dem Halbkreisbogen ADFB dividirt wer- 
den solle, so dam 

DE=~ r Bogen AD; FG = ^ Bogon AF. 

Ist der ganze Kreis abgewickelt, so kann 
eine zweite Windung construirt werden; 
die Verlängerung in CE von D aus wird 
sodann der Kreisumfang + dem Bogen AD. 

Da A oder — ^ jede beliebige Zahl , also 

auch ein achter Bruch sein kann, so kann 
man von den Bogenlängen AD, AF ganz 
absehen. Man theile die Kreislinie in 
eine beliebige Anzahl gleicher Theile, 
gibt der ersten Verlängerung die belie- 


bige Längo <t, der zweiten die Länge 2a 
n. s. w. 

Nepersche Analogien. In Beziehung 
auf aas zu dem Art. Gau fs 'sehe Glei- 
chungen gezeichnete Kugeldreieck, Fig. 
652, pag. 137 bestehen die Analogien iu 
folgenden Gleichungen: 

i. 


3. isH a +ß)'9 lr = 


COS } (fl — 


cos ^(<« + b) 

Die Gaufs'schen Gleichungen sind in 
dem Art. »Kugeldreieck“ am Scblufs 
pag. 122 entwickelt; aus denselben las- 
sen sich die Analogien leicht ableiten. 
Man erhält nämlich 


Die lte Analogie durch Division von Gleichung 1 durch Gleichung 3. 

Die 2te „ durch Division von Gleichung 2 durch Gleichung 4. 

Die 3te „ durch Division von Gleichung 4 durch Gleichung 3. 

Die 4te „ durch Division von Gleichung 2 durch Gleichung 1. 


Aus den Neper’schen Analogien erhält 
man nun 'zwei Winkel , wenn die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten und der dritte 
Winkel gegeben sind, und zwei Seiten, 
wenn die ihnen gegenüberliegenden Win- 
kel und die dritte Seite gegeben sind. 

Sind nämlich die beiden Seiten a, b 
und der ihnen gegenüberliegende Winkel 
y gegeben, so erhält man aus Gleichung 
1 und 2 die Winkel |(a + ß) und K“ — ß)'< 
die beiden gefundenen Werthe addirt er- 
geben k , der zweite Werth von dem er- 
sten abgezogen ergibt ß. 

Sind die beiden Winkel n, ß und die 
ihnen gegenüberliegende Seite c gegeben, 
so erhalt man durch Gleichung 3 und 4 
die Längen + 6) und j(o - 4}. 

Nepersche Logarithmen. Die ersten 
Logarithmen überhaupt bestanden in sei- 
nem logarithmisehen Canon für die 
Sinus und Tangenten der Winkel von 
Minute zu Minute. 

NetX , Dreierksnetz ist für ausge- 
dehnte Land- oder Feldvermessungen eine 
Aneinanderreihung von grofsen Dreiecken, 
deren Spitzen von der Natur oder von 
Bauwerken schon ausgezeichnet sind oder 
durch besondere Signale bezeichnet wer- 
den. Deren Vermessung und Berechnung 
mit Hülfe einer Basis und durch Win- 


kelaufnahmen, s. den Art. „Gradmes- 
sung“. 

Neumond ist der Mond in der Lage 
zwischen Sonno und Erde, so dafs die 
uns zugekehrte Seite von der Sonne un- 
beleuchtet ist (s. „Länge der Sonne 
unddes Moudes und Mondphasen.") 

Neun ist die letzte Ziffer im dekadi- 
schen System. 

Die Zahl 9 hat folgende eigentümliche 
Eigenschaften: 

1. Wenn die Summe der Ziffern einer 
Zahl durch 9 ohne Rest theilbar ist, so 
ist auch die Zahl durch neun ohne Rest 
theilbar. Z. B. 7425. Denn es ist 
5= 5 

20 = 2 X 9 +2 

400 = 4X99 +4 

7000 = 7 x 999 + 7 

Demnach 

7425 = 2x9 + 4x99 + 7x999 + (5+2+4+7) 

Die ganze Zahl ist also durch 9 theil- 
bar, wenn die eingeklammerte Summe 
der Ziffern durch 9 theilbar ist. Es sind 
also auch alle Zahlen durch 4t ohne Rest 
theilbar, welche entstehen, wenn man die 
Ziffern 7, 4, 2, 0 beliebig verstellt, als 
2457, 2547 u. s. w. 

13 * 
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2. Die Somme der Ziffern einer Zahl, 
in welche die 9 Dicht aufgeht, durch 9 
dividirt läfet denselben Rest , welcher ent- 
steht, wenn man die Zahl dnrch 9 divi- 
dirt. 

Die Richtigkeit des Satzes geht aus 1 
hervor. 

3. Jede Potenz von 10 durch 9 divi- 
dirt lädst den Rest 1. 

4. Soll eiue Zahl mit 9 multiplicirt 
werden, multiplicire mit (10—1); statt 
mit 99 mit (100- 1)-, statt mit 999 mit 


mit 1000 - 1 

9 X 576 = 6760 - 576 = 5184. 

99 x 7879 schreib das Subtractiona- 
exempel: 787900 

_ 78 _ 79 

gibt 99x7979 = 780021 
u. s. w. 

5. Statt eine Zahl, in welche die 9 auf- 
eht mit 9 zu dividiren, kann man ad- 
iren; denn dividirt man durch die zwei- 
theilige Zahl (10 - 1), z. B. die Zahl 31 104, 
so erhält man folgendes Exempel 


31104 

31100-3110 

4 + 3110 = 3114 

3110-311 
= +315 
310-31 
+ 36 


| 10 - 1 

3110 + 311 + 31 + 4 
Oder untereinander geschrieben: 
3110 
311 
31 
4 

3466 = 31104 : 9 


2. Beispiel : 979533 ; 9 schreib : 


979533 


1. Rest 97956 

2. Rest 9801 

3. Rest 981 

4. Rest 99 

6. Rest 18 

979533 : 9 = 108837 
3. Beispiel : 35987485 : 999 


97953 

9795 

980 

98 

9 

9 


35987485 

35987000 


485 
+ 35987 


Rest 


Rest 


36472 
36000 
H 472 
i+ 36 
608 


10 0 0-1 

35987 


36 

»6&3ti j = 


35987485 : 999 


6. Wenn zwei Zahlen M und N dnrch 
9 die Reste in, m geben, so geben die 
Producte .W x iV und mxn ebenfalls gleiche 
Reste. 

Denn es sei M — 9 • a + m ; N — 9 • 6 + n 
so ist M X N = 81 ab + 9 (an + Am) + mn 

Demnach rauf» | M1S mit i mit densel- 
ben Rest geben. 

7. Wird eine Zahl M durch eiue Zahl 
N dividirt, und es ensteht der Quotient 
Q und der Rest H so ist: 


oder M = JV x Q + Ä 
Hieraus ist zu ersehen, dafs wenn N, 


Q, fl, M einzeln durch 9 dividirt Reste 
lassen, die Reste von N und Q multi- 
plicirt, dies Product mit dem Rest des 
Restes addirt einen Rest geben müssen, 
der dem Rest des Dividendus gleich ist. 

Reunerprobe ist ein Prüfungsmittel für 
Ausrechnungen in den vier 8pecies. Sie 
gründet sich auf die im vorigen Artikel 
nachgewiesenen Eigenschaften der Zahl 
9. In dem Art. .Addition“ No. 4, ist 
die Neunerprobe für Addition er- 
klärt; sic gilt auch wenn Minusgrö- 
fsen in den Summanden Vorkommen, 
also auch für die Subtraction und grün- 
det sich anf No. 2 des vorigen Art. 

Die Probe für Multiplication be- 
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steht «Urin, dafs man Reste, welche ans 
der Division jedes Factors mit der 9 her- 
vorgehen mnltiplicirt. Dies Product der 
Reste mit 9 dividirt mufs mit dem Pro- 
duct der gegebenen Zahlen durch 9 di- 
vidirt einerlei Rest haben. 

Z. B. 3425 x 3794 = 9569450. 

3425 bat den Rest 5 ; 2794 den Rest 4 ; 
das Product 20 der Reste gibt den Rest 
2 nnd der Rest der Zahl 9569450 hat 
ebenfalls den Rest 2. 

Cm die eben angegebenen Reste der 
Zahlen in finden hat man nach No. 1 
des vorigen Art. nnr nötbig die Somme 
deren Ziffern dazu in nehmen. Das an- 
gegebene Verfahren selbst gründet sich 
an? No. 6 des vorigen Art. 

Die Probe für Division besteht 
nach No. 7 des vor. Art. darin, dafs man 
ans der Division durch 9 die Reste des 
Divisors nnd des Quotient multiplicirt, 
dies Prodnct mit dem Rest des mit 9 
dividirten Restes addirt. Diese Zahl nnd 
der Dividend durch 9 dividirt müssen 
beide einerlei Rest geben. 

Z. B. 9542780:248 = 38478+|U 

Der Dividendns hat den Rest = 8 

Der Divisor den Rest 5 

Der Quotient den Rest 3 

Der Rest den Rest 2 

5x3 + 2 = 17, Rest 8 , also mit dem 
Rest des Dividend gleich. 

HeatralltAtsrelhen , s. n. .Atomge- 
wicht', pag. 165 links. 

Niedere Analysis, Analysis des End- 
lichen. Hierunter versteht man die ge- 
sammte Arithmetik mit Ausnahme der 
Differenzial- und Integralrechnung, s. d. 
Art .Analysis*. 

Rledere Benennung ist bei benannten 
Zahlen der Tbeil eines Ganzen, das Ganze 
die höhere Benennung. Boi Geld 
z. B. ist Thaler die höhere, Groschen die 
niedere Benennung. 

Niveau ist der allgemeine Name eines 
Nivellir- Instruments mit Fernrohr und 
Libelle. 

Nlvelllreil heilst, den Höhenunterschied 
zweier und mehrerer auf der Erdober- 
fläche befindlichen Punkte zu bestimmen 
Es geschieht zur Anlage von Kunststra- 
fsen, als Chausseen, Eisenbahnen, zu An- 
lage von Kanälen, nm das Totalgefälle 
zwischen den zu verbindenden Flufsstel- 
len zu finden, auf die Kanalstrecke zu 
vertheilen und das Erfordernd« von Schien- 
sen beurtheilen und dieselben richtig an- 


legen zu können; für Entwässerung, Be- 
wässerung, Drainirung von Ländereien. 
Man bezeichnet das Nivelliren auch mit 
dem ungeeigneten Namen Wasserwä- 
gen. Es hat dies seinen Grund entwe- 
der darin, dafs es früher vorzugsweise zu 
hydrotechnischen Zwecken angewendet 
worden, oder auch, dafs das erste Nivel- 
lirinstrument aus einer mit Wasser an- 
gefüllten commnnicirenden Röhre, der 
noch heut so genannten Wasserwaage 
bestanden hat. 

Je nach dem Grade der erforderlichen 
Genauigkeit sind auch die Qülfsmittel, 
die Längenmaafsstäbe und die Nivellir- 
instrumente zu wählen. 

Ferner wird der Zweck am vollkom- 
mensten erreicht, je einfacher nnd je un- 
mittelbarer dabei verfahren werden kann. 
Fallen keine Hindernisse, als tiefe Schluch- 
ten, hohe Berge in die zu nivellirende 
Linie, so ist das Nivelliren eine äulserst 
einfache Arbeit. 

Das einfache Nivelliren erfordert zwei 
Instrumente, das Ni vel lirin stru men t 
und die Nivel lir latt e mit verschieb- 
barer Tafel. Jedes Nrvellirinstrument 
hat die Einrichtung, dafs mit demselben 
eine genau horizontale Linie visirt wer- 
den kann. Die Nivellirlatte ist von der 
Unterkante ab in Fufse, Zolle und Linien 
eingotheilt, die auadratisebe Tafel ist 
durch eine lothrechte und eine waage- 
rechte Mittellinie in vier Quadrate ge- 
tbeilt, welche durch abwechselnd schwarze 
und weifse Färbung auf die Ferne kennt- 
lich gemacht sind. 

Um nun den Höhenunterschied der 
beiden Punkte A und ß zu finden, stellt 
der Feldmesser das Instrument über den 
höheren Punkt A, läfst einen geübten Ar- 
beiter die Latte BF lotbrecht über den 
Punkt B erhalten und vermittelst Hand- 
zeichen die Tafel so lange verschieben, 
bis seine Visirtinie anf die waagerechte 
Mittellinie der Tafel trifft. Die mit die- 
ser Linie waagerechte Kante eines Schie- 
bers gibt auf dem Maafsstab die Höhe 
BE an, von der die Höhe AC der Visir- 
linie über dem Punkt A abgezogen den 
Höhenunterschied der Punkte A nnd B 
angibt. 

Die Visirlinie hat wegen des veränder- 
lichen Stativs bei jeder Aufstellung eine 
andere Höbe über dem Aufstellungspunkt, 
sie müfsto also jedesmal vermessen wer- 
den. Man uiveliirt aber aus der Mitte, 
d. h. man stellt das Instrument in der 
Mitte zwischen den beiden zu nivelliren- 
den Punkten auf, wo dann deren Höhen- 
unterschied unabhängig von der Höhe 
der Visirlinie erhalten wird. 
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Sind nämlich B und D die beiden in gröfseren der beiden notirten Maafse ab- 
nivellirenden Punkte , so wird mit dem gezogen ergibt den Höhenunterschied bei- 
Instrument erst die Linie CE, hierauf der Punkte B und D. 

Für gröfsere Strecken wird das Nivel- 
lement auf diese Weise begonnen und 
fortgesetzt; die Entfernungen je zweier 
auf einander folgenden Punkte heifsen 
S t atiuno n,dio Punkte selbst S tatio n s - 
punkto. 

Es sei der nächste Stationsuunkt //, 
so bleibt der Nivellirstah in D stehen, 
nur die Tafel wird nach II gedreht, das 
Instrument wird in der Mitto zwischen 
D und II aufgestellt, nach O(rückwärts) 
und nach II (vorwärts) visirt, beide 
Maafse DG' und HJ wenn J der visirte 
Punkt ist, werden notirt und deren Un- 
terschied gibt die Höhe zwischen D 
und H. 


Es sei gefunden ; Erste Station. 

Rückwärts BE = 4' 3" 6"’ 

Vorwärts DG = 1 4_8 jo" io" 1 Steigen 

Zweite Station. 

Rückwärts DG' = 4' 1" 2"' 

Vorwärts II J = 4’ 10" T" gibt 0 - 9 -> 5 ”’ Fallen 
beträgt von B bis H 2’ 1” 5’" Steigen. 

Zur Versicherung, dafs die Maafse rieh- hierin auch Columnen für Hausarbeit zu- 
tig ahgelesen worden, wird die Tafel nach gefügt, 11 m in diese die noch auszurech- 
dor Ablesung verschoben und zum zwei- nenacn Zahlen eiuznschrciben, welche zum 
ten Mal visirt. Zeigt sich eino bemerk- Aufträgen dos Nivellementsprofils unmit- 
bare Differenz, zum dritten Mal. telbar erforderlich sind. 

Die Aufzeichnung der gefundenen Maafse Anbei erfolgt eine Tabelle als Beispiel 
geschieht sofort in einem dazu eirigerich- wie dieselbe eingerichtet werden könnte, 
toten Journal tabellarisch. Es werden 


Fig. 845. 



die Linie CG visirt, das kleinere von dem 


s £ 
1 1 
hs s 

caZ, 

l| 

P 

Rückwärts 

Vorwärts 

Steigen 

Fallen 

Vertikal- 

Länge 

einzeln 

abgole- 

sen 

Mittel 

einzeln 

abgele- 

sen 

Mittel 

1 

20 

4. 3. 7 
4. 3 8 
4. 3. 7 

4. 3. 7 

2. 6. 5 
2. 6. 6 

2. 6. 5 

1. 9. 2 

- 

58. 2. 10 

2 

15 

6. 3. 2 
6. 3. 2 

6. 3. 2 

4. 1. 7 
4. 1. 8 
4. 1. 8 


2. 1. 6 

— 

56. 1. 4 

3 

20 

3. 1. 9 
3. 1. 8 
3. 1. 8 

3. 1. 8 

5. 3. 4 
5. 3. 5 
5. 3. 4 

| 

j 5. 3. 4 

- 

2. 1. 8 

58. 3. 0 


Die osten beiden Columnon sind Stu- geschieht. Denn die Stationslängen sind 
benarbeit, welche vor dem Nivellement beim Vermessen der zu nivellirenden 
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Strecke dem Terrain entsprechend dein punkten Lothe nnd bestimmt auf diesen 
Angenmaafs nach bestimmt und mit nu- die nivellirten Punkte durch Abstände 
merirten Pfählen bezeichnet Nur die von der Horizontalen,, die ans den beiden 
dritte und die rünfto Coluuino sind auf vorletzten Columneu berechnet worden 
dem Felde auszufüllen, die übrigen wer- sind. 

den nach beendigtem Nivellement wieder Gesetzt der Hühennnterschied zwischen 
zu Hause berechnet und ausgefüllt. dem tiefsten und dem höchsten Punkt 
Die durch Punkte getrennten drei Zah- der nivcllirten Linie betrage gegen 40 
len sind Furse, Zolle und Linien. Die Fufs, so kann man, den kleinsten leer- 
Mittel, die Zahlen, welche als Mittelwerthe bleibenden Abstand, den des höchsten 
ans den jedesmaligen drei Ablesungen Punkts von der Horizontalen etwa 10 Fuß 
genommen werdon , von einander abgezo- gesetzt, die Normalverticale = 50 Fufs an- 
gen liefern das Steigen und Fallen, nnd nehmen. Die Ermittelungen des tiefsten 
die Differenzen deren beiden Summen den und des höchsten Punkts sind aber weit- 
summarischen Höhenunterschied zwischen läufig und es ist am einfachsten, wenn 
dem Anfangspunkt nnd dem Endpunkt man mit dem Anfangspunkt sogleich eine 
der nivellirten Länge. Vertikalhöhe annimmt, weil dann die 

lim das Nivellemontsprofil auftragen zu übrigen alle der Reihenfolge nach be- 
können, zeichnet man eine Horizontallinie, rechnet werden können. Setzt man die 
trägt von einem Anfangspunkt aus die Vertikale für den Anfangspunkt = 60 Fufs, 
Stationslängen ah, fällt aus den Stations- so hat man die des zweiten Stationspunkts 

= 60' - 1' 9" 2’" = 58’ 2" 10”' 
die dos dritten = 68’ 2" 10"’- 2' 1" 6”’= 56’ 1” 4”' 
die des vierten = 56’ 1" 4"' + 2’ 1” 8’” = 68’ 3" 0’" ' 

Nivellir -Instrumente. Das einfachste fsebden Elfenbeinwürfel darauf schwim- 
dersolben ist die Setzwaage mit Blei- men können. Beide Würfel haben me- 
loth für Höhenabmessungen sehr naher tallcne Aufsätze mit Dioptern. Die Ob- 
Punkte (s. , Blei waage“ mit Fig. 225 jectiydiopter ist ein quadratischer Rah- 
nnd 226). Die nächstfolgende ist die Ni- men mit Fadenkreuz, die Oculardiopter 
vellirwaage, die gemeine Wasser- eine kleine runde Durchseheöffnung; bes- 
waage, Kanalwaage, welche in dem ser ist es, wenn jede der beiden Dioptern 
Art. .Canalwaage“ mit Fig. 275 be- zngleich Ocular- und Objectivdiopter ist, 
schrieben ist Die dieser unmittelbar sich damit man zur Vorificirung die Waage 
anschließende ist die Quecksilbor- bei fest bleibendem Stativ umdrehen kann, 
waage. Dieser besteht aus einer höl- Bei richtig einspielender Libelle wird eine 
zernen viereckigen Röhre von I bis 1$ genaue Horizontale visirt. 

Fürs Länge, welche an beiden Enden in ßj e Nivellirwaagen mit Fern- 
aufrecht stehende genau ausgearbeitete rohr sind die an Genauigkeit und Zu- 
hohle Würfel mündet. Das ganze Instru- verlässigkeit der Leistung vorzüglichsten 
ifieat hat die torm eines Kastens und Instrumente. Das Fernrohr (s. d. Art.) 
wird mit einem au der unteren Fläche hat etwa 18 Zoll Länge, in dessen Brenn- 
befindlichen Ansatz auf ein Stativ be- pmikt ein Fadenkreuz; dessen Axe ist bei 
festigt; auf der oberen Fläche befindet richtig eingestellter Libelle genau hori- 
zontal Dm diese genaue Uebereinstim- 
mnng hervorznbringen ist das Fadenkreuz 
nach der Richtung der Axo und senk- 
recht mit derselben durch Schrauben mi- 
krometrisch verstellbar eingerichtet. Das 
Fernrohr hat zwei Auszüge, von welchen 
die Lage des Fadenkreuzes unabhängig 
ist. Daher wird dnreh das Ausziehen 
des Objectivrohrs der entfernte Gegen- 
stand, durch das Ausziehen des Ocular- 
_ rohrs das Fadenkreuz an Deutlichkeit 

sich eine Röhrenlibelle. Die Röhre wird gröfser. 

soweit mit Quecksilber gefüllt, dafs die Das eigentliche Instrument ruht wie 
in beide Endhühlnngen eingesteckten und alle übrigen Instrumente auf einem Sta- 
an deren Wandungen möglichst anschlie- tiv mit drei verstellbaren Füßen. Eine 


Fig. 846. 
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Feststellung desselben und «ine Construc- 
tion «einer Theile, dafs bei der Umkeh- 
rung oder überhaupt bei einer Drehung 
de« Fernrohr« um jeden beliebigen Bo- 
gen die Lage dessen Axe in der Hori- 
»ontale richtig bleibt ist Hauptbedingang, 
«u jeder Mechaniker auf seine eigen- 
thümlicbe Weise herzustellen weif«. 

IlvelllnUbe Bit Tafel (Zielscheibe) 
gehören sich von gutem festem Holt. Sie 
haben etwa 10 Fufs Länge, und damit 
sie nicht schwanken, von 3 bis 4 Zoll 
□ Stärke. Die Zielscheibe ist ungefähr 
12 Zoll im □ von Holz oder von Eisen- 
blech. Sie wird entweder horizontal ge- 
hälftet odor in vier gleiche Quadrate ge- 
theilt und deren Hälften oder Viertel 
dnrch abwechselnd weiten und schwar- 
zen Anstrich auf die Ferne kenntlich ge- 
macht Im ersten Fall ist die horizon- 
tale Mittellinie, im zweiten der Mittel- 
punkt das Visirziel. 


einzeln direct durch Tbeilstriehe in Zehn- 
tel verkleinert, so nimmt man einen «wei- 
ten Stab CD, trägt auf diesem eine Länge 
von 9 Theilen des ersten Maafsstabes ab 
und theilt diese in 10 gleiche Theile. 
Jeder dieser 10 Theile hat also eine Länge 
von •/'» eines Tbeils von AB, und legt 
man die Nullpunkte beider Maafsstäbe 
enau aufeinander, so sind die ersten 
eiden Tbeilstriehe '/io eines der Theile 
von AB von einander entfernt, die beiden 
zweiten Theilstriche */n> eines solchen 
Theils u. s. f. Die beiden 9ten Theil- 
striche */'o und die beiden lOten Theil- 
striche "V>° Theile = einem ganzen Theil 
von AB von einander entfernt. 

Nun verbindet man den Nullpunkt des 
Nonius mit der Axe des Fernrohrs so, 
dafs beide in derselben vertikalen Ebene 
sich befiuden. Gesetzt nun, man habe 
den «weiten Schenkel eines Winkels vi- 
sirt nnd fände ihn , wie Fig. 848 zeigt, 


lOllinf ist ein gegen den eingetheil- 
ten Kreisring odor Kreisbogenring 
eines Winkelmessers verschiebbar lie- 
gender «weiter kleinerer ebenfalls ein- 
getheilter Kreisbogenring, durch wel- 
chen man in den Stand gesetzt wird, 
noch viel kleinere Winkeitheile, näm- 
lich aliquote Theile der anf jenem 
Kreiaring angegebenen kleinst möglich 
zu verzeichnen gewesenen Winkel- 
tbeile anzugeben und abzulesen. 

Je gröber der Halbmesser einer eimu- 
theilenden Kreislinie ist, desto kleinere 
Unterabtheilungen können demselben ge- 
geben werden. Bei 6 Zoll Halbmesser 
kann man jeden der 360 Grade noch in 
6 gleiche Theile richtig und lesbar ab- 
theuen , so dafs man unmittelbar Winkel 
von 10 Minuten ablesen kann. 

Um nun die Möglichkeit klar darzu- 
stellen, dafs man mit Hülfe des Nonius 
noch kleinere Unterabtheilungen ablesbar 
erhält, sei Fig. 847 ein geradliniger Maafs- 
atab AB von 10 gleichen Theiteh. Will 

Fig. 847. 


Fig. 848. 




man nun einen Nonius construiren, der 
Zehntel dieser Theile wahrnehmen und 
ablesen läfst, ohne dafs man jene Theile 


zwischen 72.1 und 72,2 Grad, so sucht 
man mit Hülfe einer scharfen Lupe den- 
jenigen Theilstrich des Nonius, der mit 
einem Theilstrich des Limbus in einerlei 
gerade Linie fällt. Man findet den vier- 
ten Theilstrich Es ist also Noniusstrich 
3 von Limbusstrich 4 um 0,01 Grad aus- 
einander, Noninsstrich 2 von Limbusstrich 
3 um 0,02 Grad, Noninsstrich 1 von Lim- 
busstrich 2 um 0,03 Grad und Nonius- 
stricb 0 von Limbusstrich 1 um 0,04 Grad. 
Man hat also den Winkel gemessen = 
73,14 Grad. 

Will man von den kleinsten 
Theilen des Limbus noch mtel 
ableson, so nimmt man auf dem 
Nonius die Länge von (m — 1) 
Theilen und tbeilt dieselbe in 
m gleiche Theile. 

Nordpnnkt eines Orts der 
Erdoberfläche ist einer der 4 
Cardinalpunkte seines Hori- 
zonts, sowohl des wahren als 
des scheinbaren, nämlich der 
im Horizont liegende nördliche End- 
punkt seines Meridians (s. „Cardinal- 
punkte“). 
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Nordstern ist der Polarstern. 

NordsOdlinie ist die Mittagslinie (s. 
„Ca rdinalpn nkte*). 

Normal (Norma, Kichtmaafs), s. v. w. 
«inkeirecht. Normal sind gerade Linien, 
wenn sie rechte Winkel mit einander bil- 
dou; normal ist eine gerade Linie auf 
einer Kbene, wenn sie mit jeder dnrch 
den Standpunkt in derselben gezogenen 
geraden Linie rechte Winkel bildet; nor- 
mal sind zwei Ebenen auf einander, wenn 
deren Neigungswinkel ein rechter Winkel 
ist (vergl. .Neigung“). 

Normalaxe in einem Krystall ist die 
znr Bestimmung dessen Form senkrecht 
gestellte Hauptaxe (s. „ Axen und Axen- 
system der Kryställe“). 

Normale ist eine Linie, die normal, 
die winkelrecht ist ; man hat also Norma- 
len auf Linien und Ebenen (s. .Ebene“). 
Die Normale in dem Punkt einer Curve 
ist die in diesem Punkt auf dem Cur- 
ven-Element normale Linie also zugleich 
die auf der in diesem Punkt au die Cu rve 
gezogenen Tangente normale Linie. Der 
Winkel dieser Normalen mit der recht- 
winkligen Ordinate ist gleich dem Win- 
kel (n) zwischen Tangente und Abscisse 

9 y 

nnd»ga = g^ (s. Bd. II., pag 185, For- 
mel 2 mit Fig. 536). 


Die Normale BN ist 


.,|/i 




Die Subnormale DN ist = y 


_ ÖV 


0* 


Daselbst, pag. 186 mit Fig. 537 ist für 
Polarcoordinaten entwickelt : 

Für den Winkel CBT zwischen der Or- 
dinate s und der Tangente 


© 


colCBT = - f- oder lg CBT ■ 


: Ss 


Folglich ist für den Winkel CBN zwi- 
schen der Normale und der Ordinate 

cot CBN = 0 d er CBN _ 

8s * s b<p 

Der Winkel CBD zwischen Polar- und 
rechtwinkliger Ordinate = (<p — 90°). 


Die Normale BN 




Die Subnormalo CN = ^- 
Orp 

Normalma&fs ist für jedes Land das 
gesetzliche Maafs. Des jetzt fast ganz 
allgemeinen Verkehrs wegen zwischen al- 
len Völkern der Erde sollte ein Normal- 
maafs ein Maafs für alle Erdbewohner 
sein; ein solches Maafs sollte aber offen- 
bar die Beschaffenheit haben, dafs sämmt- 
liche Erdbewohner einerlei Ursach haben, 
es als Norm anzunehmen und anzuer- 
kennen. 

Das Hauptsächlichste allerNormalmaafse 
ist ein Normallängenmaafs, und ich habe 
in dem Art.. Lä ng 


Ist ^ positiv, so 


liegt die Normale 
nach der Richtung der wachsenden Ab- 
scisse; ist ^ negativ, so liegt die Nor- 


. . . ... _ . , in uem art. . La nge n m aafs “ amSchlnfs 

male entgegengesetzt. Die Snbnormale nachgewiesen, dais es kein angemessene- 

(Formel 3) DN ist — v ist diese po- res S eben k «nne als die Länge des im 
8* Aequator schwingenden Secnndenpendels, 

sitiv, so liegt die Snbnormale vom Stand- welche mit der Länge des Meters übri- 


punkt D der Ordinate nach der Abscis- 
senrichtung. 

ln Bd. II, pag. 185 mit Fig. 536 ist für 
rechtwinklige Coordinatengleicbungen er- 
mittelt: 


ange 

gens ziemlich nahe übereinstimmt. 


Aus dem allgemein geltenden Längen- 
maafse gingen unmittelbar die allgemein 
geltenden Flächen- und Körpermaafse 
hervor, und hierauf die allgemein gelten- 
Für den Winkel BTD = n zwischen der d® n Gewichtsmaafse , wenn jeder einzelne 

1 WAn 4 a n Mjh M 4 a ■ — m ,1 d n _ 4 L — "S 1 eaf n o rn 1 4 A 1 , 1 A rr 1 a .1 n n ■ n 4 Pa _ 


Curventangente und der Abscisse 


lg n : 


© 


Da nun Z.DBN = ZBTD, so gilt auch 
die Formel für diesen Winkel der Nor- 
malen mit der Ordinate. 

Die Normale BN macht mit der Ab- 
scisse den ZÄAT= 90“ - B, mithin gilt 
die Formel auch für die Cotangente die- 
ses Winkels. 


Staat damit einverstanden ist, dafs man 
das Gewicht des von der Natur auf der 
ganzen Erde in gleicher Beschaffenheit 
verbreiteten Stoffs zu Grunde legt, näm- 
lich das Gewicht des destillirten Wassers 
in seiner gröfsten Dichtigkeit bei 4 Grad C. 

Noll ist ein Begriff, der nicht gegeben 
ist, und da man den Begriff erst ent- 
wickeln mufs, ein zusammengesetzter Be- 
griff. Der Begriff Null kann auf die ver- 
schiedenste Weise definirt werden: 

Nnll ist der Anfang des Entstehens 


Noll. 
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eines Etwas; denn jeder gegenwärtige 
Zeitangenblick ist eine Null, der Anfangs- 
punkt jeder zu ziehenden geraden Linie 
ist eine Null; Null ist die Differenz zwi- 
schen gleichem Minuend und Subtrahend-, 
Null ist die Grenze des gleichartig Ent- 
gegengesetzten, z. B, in der Reihe der 
additiven und subtractiven Logarithmen. 
Null und Nichts sind unterschieden, 
denn Nichts ist das Nichtdasein, das Nicht- 
vorhandensein eines Etwas. Null als 
Gröfse betrachtet und damit gerechnet 
gibt ungereimte Resultate (vergl. „Ab- 
surd). Gleichwohl wird Null als eine 
im Verschwinden begriffene Gröfse be- 
trachtet und damit rechnungsweise ver- 
fahren. 

Nullpunkt ist der Anfangspunkt einer 
Skala, einer Reihe, eines Winkelmessers. 

Nullzelchen (0) das Zeichen für Null 
ist schon beim Zahlenschreiben und Zah- 
lenrechnen von Wichtigkeit, wo mit dem- 
selben die Orduungssteilen, welche leer 
bleiben sollen, ausgefüllt werden. 

Numeri ren heilst jede nach dem de- 
kadischen System geschriebene Zahl rich- 
tig ausspreenon und jede ausgesprochene 
Zahl dem dekadischen System entspre- 
chend niederschreiben. 

Numerisch ist was bestimmte Zahlen 
betrifft als; numerische Gleichun- 
gen, solche, deren bekannte Gröfsen be- 
stimmte Zahlen sind, sie heißen auch 
Zahlengleichungen im Gegensatz zu 
den Literal- oder Buchstabonglei- 
ohungen. 

Numerus, die Zahl. Man nennt beson- 
ders Numerus die Zahl in Beziehung auf 


ihren Logarithmus und sagt: die Numeri 
und ihre Logarithmen. 

Notation (Schwanken) der Erdaxe 
ist die fortdauernde Aeuderuug der Erd- 
axe in ihrer Parallelität mit sich selbst 
Die A.xe bat gegen die Axe der Ekliptik 
eine Neigung von 23J Grad, nämlich ge- 
rade so viel als die Schiefe der Ekliptik 
beträgt. Die Nutation besteht nun darin, 
dafs dieser Winkel fortdauernd bald ver- 
röfsert, bald verkleinert wird. Es liegt 
ies in den verschiedenen Anziehungen, 
welche die Sonne und der Mond und be- 
sonders dieser auf unsere Erde ausüben, 
je nachdem deren gegenseitige Lagen 
verschieden werden: 

Die Bahn des Mondes ist gegen die 
Ekliptik etwa 5 Grad geneigt, die Eklip- 
tik gegen den Erdaequator 231 Grad. 
Nun stellen die Lagen des Mondes gegen 
die Erde sich folgender Art: Tritt der 
aufsteigende Monuknoten in den Früh- 
lingsnunkt, so hat der Erdaequator gegen 
die Mondbahn eine Neigung von (23J + 5) 
= 281 Grad, und tritt er in den Herbst- 
punkt, so haben beide eine Neigung von 
(231 - 5) = 181 Grad. In dem ersten Fall 
wird die Erdaxo von dem Pol der Eklip- 
tik um 9 Secunden entfernt, in dem zwei- 
ten um 9 Secunden genähert, so dafs 
die jährlichen Neigungsänderungen durch 
den Mond allein 18 Secunden betragen 
Hierzu kommen noch die Aenderungen, 
welche aus dem Vorrücken der Nacht- 
gleichen hervorgehen , welche also die 
Sonne durch Attraction, und zwar eben- 
falls regelmäßig periodisch hewirkt. 

Ferner die Störungen durch Annähe- 
rung größerer Planeten in verschiedenen 
Richtungen, besonders des Jupiters. 
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Obere Halbkugel, Himmels- und Erd- 
halbkugel, s. v w. .Nördliche Halb- 
kugel*; eine uneigentlicbe Bezeichnung. 

Oberfläche ist Begrenzung eines geo- 
metrischen Körpers , als Fläche ist sie 
kein Theil desselben, durch ihre Form 
aber bestimmt sie zugleich die des Kör- 
pers selbst. Sie ist eben oder uneben. 
Ebene Oberflächen sind drei- und mehr- 
seitige Figuren, die wiederum regelmäßig 
oder unregelmäßig sein können. Sind 
sämmtliche Oberflächen regelmäßig, so 
ist auch der Körper ein regelmäßiger. 

Krumme Oberflächen gibt es von un- 
zählig vielen Formen, dagegen werden 
nnr solche geometrisch betrachtet, die 
nach einem bestimmten Gesetz gekrümmt 
sind. Die am meisten vorkommenden 
krummen Oberflächen sind die Umdre- 
hnngsflächen, Flächen, die durch Umdre- 
hung von Linien um Azen entstanden 
zu denken sind oder auch wirklich so 
constrnirt worden. Die durch Umdrehung 
gerader Linien erzeugten Oberflächen 
sind die Cylinder- und die Kegelflächo. 
Im ersten Fall liegt die erzeugende ge- 
rade Linie 4= der Axe, im zweiten Fall 
nicht; auch ist in diesem zweiten Fall 
nicht nöthig, dafs sie mit der Axe in 
einerlei Ebene liege. Liegt eine gerade 
Linie normal der Axe und dreht sich in 
einer auf der Axe normalen Ebene, so 
entsteht ein Kreisring. Von den durch 
krumme Linien beschriebenen Flächen 
betrachtet man nnr diejenigen, deren Er- 
zeugungslinien selbst eine geometrisch 
zu betrachtende Form besitzen; als die 
Kugelfläche, die Flächen aus den Kegel- 
schnittslinien, der Cycloide n. s. w. 

Die krammen Oberflächen sind entwe- 


der erhaben (convex) oder hohl, 
(Concav). Concavc Oberflächen schlie- 
fsen niemals einen Ranm, sie begrenzen 
nur Körper in Verbindung entweder mit 
erhabenen Oberflächen und geben mit 
diesen ring- oder schalenförmige Körper, 
oder mit ebenen Endflächen. 

Die Gröfsenbestimmung einer von Cur- 
ven begrenzten Ebene, s. Bd. II, pag. 192 
mit Fig. 540, die einer durch Umdrehung 
von Curven erzeugten Umdrehnngsfläche 
pag. 193 mit Fig. 541. 

ObjectlVj s. v. w. «Objectivglas* 
in einem Fernrohr. 

Objecttvdlopter die dem zu visirenden 
Punkt zugewandte Diopter. 

Oblongom ist ein rechtwinkliges Paral- 
lelogramm mit ungleichen Seiten. 

OccidtDS, s. v. w. , Abend, Abend- 
punkt*. 

Octaeder ist einer der 6 vieleckigen 
regulären Körper oder Polyeder, welche 
znr Untersuchung ihrer Eigenschaften 
einen Artikel in diesem Wörterbuch er- 
halten sollen. 

Das Octaeder wird von 8 regelmäßigen 
Dreiecksflächen eingeschlossen, es hat 12 
gleich große Kanten und 6 vierflächige 
Ecken mit 24 gleichen ebenen Winkeln. 

Bedeuten m, n, N, n, *, r und fl, fer- 
ner J % und J 3 dasselbe wie in dem Art 
«Dodekaeder* so ist hier: 
ra = 4, w = 3, JV = 8 
180° 

C " “wT cot 45° 

,, "* a = 7l8Ö s= ÄT6Ö 5 -^ 6 

ftK 

n 


Digitized by Google 



Octaeder. 


Octaeder. 


204 


« = 109° 28' 16" 


R = iktgin-tg 45°=jA»2 
tg 45° 

= r -^T6Ö° = r ‘ 3 

r = ] k tg J a • cot 60° = | k j 6 

_ d coteo° _ R 


A = 2 R colia-col 46°=Rl2 
= 2r col 4 « • tg 60° = r) 6 
J* — l »A* cot 60°= JA’ l'3 

= nft* col» in -cot 60° • col» 45° = { «» | 3 


= nr> col» 4 « • tg 60° = | r» p3 
J» = ,■,» AA» lg * a ■ col» 60° = 1 A» V 2 

= in NR 1 col» j) « • col» 60° • col» 45° = J R‘ 
= in Ar* col* in • lg 60° = 4r* 1 3 


= 0,707 1068 X A 
= 1,732 0508 xr 
= 0,408 2483 x A 
= 0,577 3503 X R 

= 1,414 2136 x R 
= 2,449 4897 X r 
= 0,433 0127 x A» 
= 0,866 0254 X Ä* 
= 2,598 0762 X r» 
= 0,471 4045 xA» 
= 1,333 3333 X R» 
= 6,928 2032 X r* 


Octaeder (Kryst.) 1. wie das geome- 
trische regelmäfsige 0. gestaltet (s. Bd. I, 
pag. 257, Fig. 138 punktirt) ist eine der 
Grundformoo des regulären oder isome- 
trischen Systems. 

2. Das quadratische Octaeder. 
(Die quadratische Pyramide) mit quadra- 
tischer Basis BDEG { Fig. 138, Bd. 1, pag. 
257) gehört zu dem tetragonalen , dem 
quadratischen 8ystem und ist eine Grund- 
form desselben. Es hat 8 gleiche gleich- 
schenklige Dreiecke , 8 gleiche Scheitel- 
kanton AB, AD, FE..., 4 gleiche Rand- 
kanten BG..., 2 gleiche gleichkantige 
Scheitelecken A, F\ 4 ungleichkantige 
Randecken, B, D, E, G. AF zwischen 
den Scheitelecken ist die llauptaxe, BE, 
DG zwischen den Randecken sind die 
Nebenaxen. Ist die Hauptaxe länger als 
die Nebenaxen sind, so heilst das 0. ein 
spitzes, ist sie kleiner, ein stumpfes 
Octaeder. 

3. Das rhombische Octaeder, Or- 
tbotyp, gehört zu dem rhombischen, 
dem orthotvpen System und ist eine 
Grundform desselben. Es hat eine rhom- 
bische Basis, Scongruente ungleichseitige 
Dreiecke; 12 Kanten, nämlich 4 schär- 
fere und 4 stumpfere Scheitelkanten und 
4 gleiche Randkanten. Von den 6 Ecken 
sind die beiden Scheitelecken gleich, die 
Randecken sind 2 gleiche spitzere und 
2 gleiche stumpfere. Ist die llauptaxe 
gröber als die Nebenaxen, so heilst das 
0. ein spitzes, ist eie kleiner, ein 
stumpfes Octaeder. 

4 Rectanguläres Octaeder gehört 
zu dem rhombischen System und ist eine 
Grundform desselben. Die Basis ist ein 
Rectangcl. Es hat 4 gröfsere und 4 klei- 
nere gleiche gleichschenklige Dreiecke, 


12 Kanten, und zwar 8 gleiche Scheitel- 
kanten, 2 kürzere und 2 längere; gleiche 
Randkanten; 6 Ecken, wovon die beiden 


Fig. 849. 



Scheitelecken gleich und gleichkantig; 
die vier Randechen gleich und ungleich- 
kantig sind. Die Uauptaxe verbindet die 
Scheitelecken. 

5. Klinorhomhisches Octaeder, 
2 und 1 gliedriges 0., gehört zu dem 
klinorhombischen System. Es hat 8 un- 
gleichseitige Dreiecke zu Flächen, von 


Fig. 850. 



welchen je 4 gegenüberliegende einander 
gleich sind, nämlich die beiden oberen 
vorderen mit den beiden unteren hinte- 
ren und die beiden unteren vorderen mit 
den beiden oberen hinteren Flächen 12 
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Kanten, die viererlei sind: Nämlich 4 
Scheitelkauten AC, von denen je 2 ge- 
genüberliegende gleich sind, 4 gleiche 
Scheitelkanten BC und 4 gleiche Seiten- 
kanten AB. Die 6 Ecken sind dreierlei, 
nämlich die beiden dreierlei kantigen 
Endecken C an den Enden der Haupt- 
axe, 2 dreierlei kantige Seitenecken A 
nnd 2 symmetrische Seitenecken B. 

Octaederecken (Kryst.) heifsen die vier- 
flächigen Ecken, so wie Hexaederecken 
die dreiflächigen (vergl .Dodekaeder") 
Octaedralxahleo , s. u. .Figurirte 
Zahlen", pag. 101 mit Fig. 639 nnd 640. 

Octangel, Octangulum, s. v. w. 
, Aohteck". 


Octsnt ist der achte Theil einer Kreis- 
linie. Auch wird so jeder Ort des Mon- 
des genannt in der Mitte iwischen den 
Orten des Vollmonds, des Neumonds und 
der beiden Viertel. 

OctOgOD, Octogo n um, s. v. w. .Acht- 
eck". 

Octogonalzahlen sind diejenigen Po- 
lygonalzahlen, deren Bildung das Acht- 
eck zu Grunde liegt. Es verhält sich 
mit diesen Zahlen wie mit den Dekago- 
nalzahlen und ihre Entstehung ist wie 
Fig. 656, pag. 252, wenn man Achtecke 
statt der Zehnecke construirt. Die Zah- 
lenreihe ist 


\ 


1 . 8 • 21 • 40 • 65 n (3/i - 2) 

1. Differenzenleihe 7 • 13 • 19 • 26 

2. Differenzenreihe 6 • 6 • 6 


Die Summe der ersten n Octogonalzah- 
len ist 4n(n-t-l)(2*-l). 

0 Ciliar, s. v. w. .Ocularglas in 
einem Fernrohr* (s. auch .astro- 
nomisches o.y. 

Ocalardlopter ist die dem Auge zu- 
gewandte Diopter. 

Oslmflllle mit Stampfen und Schlä- 
gerzeug, wobei Wasser die wir- 
kende Kraft ist. 

Annahmen. 

1. Die Mühle soll 10 Paar, oder 20 
Stück Stampfen haben. 


die Hubhöhe, die zu 1,309' angenommen 
wird. 

Aus der Figur ist ersichtlich, dafs der 
sechste Daumen bei fangreift, wenn der 
erste bei « losläfst. Die 40 Daumen wer- 
den, wie im Maschinenbau gelehrt wird, 
nach gewissen Regeln auf dem Mantel 
der Welle neben einander eiugelocht. 
Den Abstand nimmt man gewöhnlich zu 
7 Zoll an. 

Der Winkel abc ist = 46°; denn da 40 
Daumen in gleichen Entfernungen in der 

Fig. 851. 



2. Sie soll zweihebig sein, d. h. 
für jeden Stampfer sollen sich 
Daumen auf der Welle befinden, 
mithin wird die Welle 40 Daumen 
erhalten. 


3. Die Hubhöhe eines jeden Dau- 
mens soll wie gewöhnlich 16 bis 
17 Zoll betragen. 

4. Wird angenommen, dafs immer 
fünf Stampfen in Bewegung sind. 

5. Das Wasserrad sei 16 Fufs hoch. 


6. Der eingetauchte Theil der 
Schaufeln betrage 9 Zoll. 

7. In Bezug auf 3 und 4 ist 1 
Fufs 8 Zoll = 1] Fufs eine zweck- 
mäfsige Abmessung für den Thei- 
lungshalbmesser der Daumwelle. 


sionen. Welle eingelocht werden, so wird die Ent- 

Wie bemerkt sollen 5 Stampfen zugleich fernung von Mitte zu Milte je zweier Dau- 
auf der Daumwelle haogeu, mithin ist rf men 9” betragen, mithin z. “bc = 45° sein. 
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Hach Evtelw. Statik f. 282 bezeichnet 
ß den der noch bestimmt werden 

mufs. Zn dem Ende verhält sich kf-.fc 
= 1 :lg ß oder 1 §' : 1,309'= 1 : lg ß, es ist 
1 909 

also lg ß = ’Jp = 0,7854 = lg 38° 8’ 46". 

Die schon angegebene Hubhöhe tf ist be- 
kanntlich = dem Bogen fa = *. 

360° 

Demnach 2 • nif = -mr * 


oder 


daher 


45° 

22^ 360° 

11 7 " 46° * ~ 


1 } 


22 


* = 2 • — — = 1,309’ 

ö 

Umgekehrt kann man aus der gegebe- 
nen Hubhöhe die Anzahl der Daumen, 
und den Durchmesser des Theilrisses der 
Daumenwelle finden. 

Es ist nun noch zu untersuchen, ob es 
auch zweckmäßig sei, 6 Stampfen zu- 
gleich auf die Welle zu hängen 

Nähme man statt 6 nur 4 Stampfen, 
so wäre in Bezug auf die Eigur Z «6c 
s 4 • 9° = 36°, daher r • orc 36° = *, also 

r = — - — Da aber schon ein Baum 
orc 36° 

vom Halbmesser 1 §' auf die hier erfor- 
derliche Länge selten ist, so ist es nicht 
rathsam, den Halbmesser noch gröfser an- 
znnehmen. Nimmt man aber 6 statt 5 
Stampfen , so ist oic = 6 X 9° = 64° mit- 
hin r = 


3. Der mechanische Widerstand. 
Bestimmung des statischen Wi- 
derstandes. 

Gewicht des Holzes. 

1. Ein Stampfer zu 131 Fuß lang (ge- 
wöhnlich 16 Fuß) 5 Zoll und 51 Zoll ins 

Geviert,' also 13) x A x ~ = 2,4305 Cu- 
bikfufs. . 

2. Eine Hnbelatte 8 Zoll lang, 6 Zoll □ 
stark = 0,1 168 Cubikfufs. 

Summa an Holz für die Stampfer 
2,5463 Cubikfufs, daher das Gewicht = 
2,5463 X 66 X 0,755 = 126,9 Pfund. 
Gewicht des Eisens für einen 
Stampfer. 

Ringe und Nägel etw a 10,66 P fund 
Summa 137,56 Pfund. 
Dieses macht für die 5 Stampfen, die 
zugleich auf der Welle hangen 5x 137,56 
= 687,80 Pfund. 

Bestimmung des Keibu ngswider- 
standes. 

Wenn f die Kraft bezeichnet, welche 
am Ende der Hubelatte vertikal aufwärts 
angebracht, die Reibungen an den Schei- 
delatten und am Daumen das Gleichge- 
wicht hält, so ist 


Fig. 852. 


orc 54° 

Es ist also hier r < - 


so dafs 


" orc 45 

die Welle sehr leicht zu schwach werden 
könnte, und ein Zusammendrehen mög- 
lich wäre. Diesem Zufolge ist die ange- 
nommene Zahl von 5 Stampfen zweck- 
mäßig und beizubehalten. 

Uebrigens ändert sich der Moment der 
Last wenig, ob man 4, 5 oder 6 Stam- 

S fen annimmt. Denn so wie die Anzahl 
er Stampfen, die zugleich auf der Welle 
hangen, zunimmt, nimmt der Theilungs- 
halbmesser der Daumenwelle ab, und um- 
gekehrt. Nur ist die Reibung bei 6 Stam- 
pfen etwas größer als wie bei 5, nnd 
eben so bei 6 gröfser als bei 4 Stampfen. 
Bestimmung der im Theilrifs der 
Daumenwelle erforderliche Kraft. 

Die hier zu überwältigenden Widerstände 
sind dreierlei Art. 

1. Der statische Widerstand (Gewicht 
der Stampfen). 

2. Der Reibungswiderstand an den Schei- 
delatten. 
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f _ *•* + /*(« — 2ä)+ (c— 2 ua -f 2 ab)lgß ferner das Stirnrad o 68 Zähne und der 

(1— u , )e+(2* + 2a Igfip* Drehling b habe 32 Stöcke, bei einer Thei- 
Ks sei nun lang Ton Zoll. Dann ist 68 : 1 Um- 

fx = t <j =0,107 (Eichen auf Eichen) ß an S = 32 zu der Anzahl der Umläufe 

t = 8 Zoll + S* Zo11 = i Fufa de9 Drehlings = jjjj = 2,125, d. h. der Dreh- 

® ling dreht sich 2,125 mal herum, wenn 

c = 7} tu fs (so grofs wie möglich siehe sich das Wasserrad und mit diesem das 
Statik.) Stirnrad einm.it herumdreht. Nun aber 

ä = 1 Fufs (so klein wie möglich) braucht das Wasserrad 8,57 Sekunden, 

<*= 1| Fufs der Theilungshalbmesser der man hat also die Gleichung 

Welle ~ 

fi = 38° 8’ 46" und Q = 687,80 Pfund. also 
Setzt man diese Werthe in obige For- 


1 • 8,57 Sec. = 2,125 • x Secunden 
8 57 

x = 57 = 4 > 033 Secunden, 

*,i JO 


mel, so ergiebt sich: 

i T= 50,65 Pfund. 

Nur in demjenigen Falle, wo lg ß < 

6(1 — 14 *) — uk 

— findet die Formel III. für f 

,, r ‘ n 

ihre Anwendung; im entgegengesetzten 
Formel II. 


welche der Drehling, oder die Daumen- 
welle zu einem Umgänge braucht. 

Nun verhält sich: 

Ein Umgang : 4,033 Sekunden - ~ Um- 
360 


Falle aber die 
Bestimmung des mechanischen 
W iderstandos. 


gänge : T und hieraus ist T - 4,033 • 


45 

360 


= 0,504 Sekunden = die Zeit, welche jeder 
Daumen vom Angriffe bis zum Loslassen 
Die bewegende Kraft, welche zu der der HebeUtte igebraucht, oder in welcher 
ägen Masse von 5 Stampfen erforder- letzer< ! dle Hubhohe 8= 1,309 Fufs er- 
• ■ reicht hat. 


Substituirt man diese Werthe in P, so 
ergibt sich: 

P- 226,83 Pfund 

Die Summe der im Theilrifs der Dau- 


trägen 
lieh, ist 

P= — 1 V 

' »T> n 

In diesem Falle ist 8 = 1,309, N = 

687,80 Pfund (5 Stampfen ) g = 15,625 Fufs. 

Die Zeit T, die dem durchlaufenen weuwelle erforderlichen Kraft zur Bewe- 
Wege g zugehört, ergibt sich auf folgende 8 Qn K der 5 Stampfen ist also 
Weise : = 687,8 + 50,65 + 226,83=965,28 Pfd. = Q. 

Es wird angenommen dafs das Wasser- Es ist aber noch nicht auf das $chlä- 
rad sich 7mal in einer Minute herum- gelzeug Rücksicht genommen worden, 
drehe, so dafs es zu einer Umdrehung wozu die erforderliche Kraft weiterhin 

y= 8,57 Secunden nöthig hat. Es habe ™ de " " ird - 

7 B Reduktion 


Fig. 853. 



der Kraft Q auf den 
Theilrifs des Drehlings. 

Es ist hier a der Halbmesser des Dreh- 
liugs, mithin 32 mal der Theilung des 
Drehlings = 2na und hieraus 


"( 3 ) »( 3 ) 


2/r 


2 -?? 

7 


= 1,9 Fufs 


r der Halbmesser des Thcilrisses der 
Welle = 1) Fufs. 

.“ = iV c» der Halbmesser der Zapfen 
= Fürs. r 

Q = 965,28 Pfund. 

M nach einer ungefähren Schätzung 
= 6355 Pfund, d. h. das Qewicht der 
Duumenwelle nebst Zubehör. 

Die Bestimmung der Welle n und ß 
ist hier etwas schwieriger. Es bezeichne 
a das Stirnrad, II. den Drehling für den 
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Fig. 854. noch aufser Acht gelassen werden 

kann. 

Die Lage der Drehlinge gegen ac hängt 
von Umständen ab, die bei jeder Mühle 
verschieden sind. 

Bei diesem Fall ist der Abstand te 
= 2* Fnfs. 


Ferner ist — — = 4,06 Fufs des Halb- 

90 » 


messers des Stirnrades, also ab — 4,06 
+ 1,91 = 5,97 Fufs. 

sin = rli = >•* 22° 8' 27" 

r ab 6,97 

Nup ist nach der Figur n =3* — «p 
= 270° - 22° 8’ 27" = 247° 51’ S3" ond 
p = 90° . 

Stampfer und 1. den für das Schlä- 8etzt man diese Werthe in die gedachte 
gelzeug, welcher Letztere jedoch hier Formel, so kommt: 


„„ 3072,81-2,99 2588238,4 - 23631,61 

V ^~ 2V ' 3,66 + 3,65 

oder P-2F. 841, 04 + 7026, 32 = 0, 

also V = 841,04 * +4716,28 = 841,04 + 68,7 = 909,74 Pfund 


= der im Theilrisse des Drehlings erfor- stände in Betracht zu ziehen, nnd zwar: 
derlichen Kraft zur Bewegung der 6 Stam- l . Der statische Widerstand. 

pfe°- 2. Der Reibungswiderstahd und endlich 

Bestimmung der Kraft zur Bewe- 3 Der raechaniache w i( i ers tand. 
gung des Schlagelzeuges. 


Beiläufig wird bemerkt, dafs nach 
Beobachtungen in gut eingerich- 
teten Oelmuhlen, die gröfste Ab- 
weichung des Schlägels von der 
Vertikalen zwischen 18° bis 19° 
fällt. Es ist hier dafür 18° 15’ 
angenommen. 

Das Moment der Kraft wächst 
mit dem Abweichungswinkel des 
Schlägels von der Vertikalen, so 
dafs also für diesen Fall das Mo- 
ment der Kraft bei 18° 15’ ein Ma- 
ximum ist. Man wird also, indem 
man dieses Maximum sucht, sicher 
gehen und einen lieberschuls an 
Kraft erhalten. 

Wollte man das Moment von 2 
und 2 Graden suchen, nnd die 
Summe dieser Momente durch die 
Anzahl derselben dividiren, so 
würde man sich unnüthiger Weise 
in eine weitläufige Rechnung ver- 
wickeln, indem doch am Ende das 

S efundene Resultat dem obigem 
laximum gleich gesetzt werdeu 
müfste. 

Es sind hier wiederum 3 Wider- 


Fig. 855. 
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Fif. 856. welle als Drehpunkt bezo- 

gen, folglich liegen auch 
die Abstande für die ein- 
zelnen Momente in einer 
durch diesen Mittelpunkt ge- 
dachten horizontalen Ebene. 
Die Summe der Momente 
auf der linken Seite von 
der Vertikalen mufs von 
der Summe der Momente 
auf der rechten Seite ab- 
gezogen werden , weil jene 
der Kraft zu Hülfe kommen. 
Die Momente auf der 
rechten Seite sind: 

1. Vom Schlägel. Die- 
ser ist von Eisen. Das 
Stielloch kommt in Abzug, 
es ist 7" im Q Der Ab- 
stand vom Mittelpunkt der 
Welle bis zum Schwerpunkt 
des Schlägels ist 15* Fufs 
oder eigentlich 15*J Fufs, 
indem dieser Abstand um 
1" zu lang genommen ist. 

„ , .... .. Bezeichnet nun * die Kraft 

Bestimmung des statischen W i - in Pfunden, die an der Zugstange erfor- 
derstandes. derlich ist, nm dem Momente des Schlä- 

Die hier folgenden statischen Momonte gels bei 18° 15’ das Gleichgewicht zu hal- 
smd auf dem Mittelpunkt der Schlägel- ton, so ist: ab* ■ M = nc ,r oder: 



also 


(** ' i — l’i • t’i) tt x 66 x 7,2 • 15* x sin 18° 15' = 5,6 (cos 18° 15 1 ) 
i't X 1 t,x66x7,2x l5*x sin 18° 16’ ..... . 

5,5 cos 18° 15’ = 132,371 Pfnnd - 


*=üii 


2. "Vorn Sehlägelarme. Dessen der Welle entfernt. Seine Länge ist 
Schwerpunkt liegt mit dem Stück im 15* Fufs, Breite und Höhe = 7 Zoll, also 
Schlägel auf 8* Fufs vom Mittelpunkt a d-N=aex 


oder 


8/r sin 18° 15' • 15* • ft • A • 66 • 0,755 
5,5 cos 18° 15' 


= 131,148 Pfund. 


als erforderliche Kraft an der Zugstange, voll gerechnet. Sie ist 6* Fufs lang, 7 
3. Von der Schlägelscheere. Hier- Zoll im □ stark. Ihr Schwerpunkt ist 
bei werden, nm Weitläufigkeiten zu ver- i Fufs von der Mitte der Welle entfernt, 
meiden, die ansgescheerten Theile für mithin ist 


4 sin 18° 15’ • 6* • A • rV ■ 66 • 0,755 
5,5 cos 18° 15’ 


= 10,786 Pfund 


als erforderliche Kraft an der Zugstange, dem Mittelpunkt der Welle entfernt. Sie 
4. Von der Schlägelschiene. Ihr ist 9* Fufs lang, | Fufs breit, * Fufs stark, 
Schwerpunkt liegt - 1 - ^ --- = 8* Fufs von 88 er fpt>t sich also 


8* sin 18° 15’ • 9* • | • 6 6 

5,5 cos 18° 15’ 


■ 0,756 

— — = 22,143 Pfund. 


IV. 


14 
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als erforderliche Kraft an der Zug- 
stange. 

Addirt man diese einreinen Kräfte zu- 
sammen, so erhält man die Summe der- 
selben = 297,048 Pfund, welche an der 
Zugstange angebracht werden müfsten, 
wenn der Schlägel um 18° 15' von der 
Vertikalen abgewichon ist. Es kommen 
aber noch zuvor die Momente auf der 
linken Seite in Abrechnung. Diese sind: 

1. Von dem Zugarme. Sein Schwer- 


punkt liegt am — + | Fufs von der Mitte 

der Achse entfernt. Er ist 6[ Fufs lang, 1 
und ^jFufs breit. Demnach ist, wenn » die 
Kraft bezeichnet, die in dem Abstande 
von 5,5 cos 18° 15' vom Drehpunkte ange- 
bracht, dem Momente (y + }jro« 18° 15' 

mal dem Gewichte des Hebelarmes das 
Gleichgewicht hält, oder: 


~ -f 1 cos 18° 15’ • 51 • J • A • 66 • 0,755 


5,5 cos 18° 15' 

2. Von der Zugstange. Von dieser 
kommt nicht das Moment in Betracht, 
sondern die gesuchte Kraft besteht schon 
ln dem Gewichte der 8tange selbst, weil 
sie vertikal herabhängt, und während der 
Bewegung des Schlägels keine Winkel- 
bewegung, sondern nur eine Seitenbewe- 
gung macht. 

Sie ist 11 Fufs lang, J Fufs im C] stark 
und von Tannenholz, mithin ihr Gewicht 
= 1 1 • i • 1 • 66 • 0,725 = 32,896 Pfund. 

3. Von der Zuglatte. Mit dieser 
verhält es sich eben so. Sie ist 8 Zoll 
lang und iFufs im Q stark, also ibrGe- 


= * = 24,22 Pfund. 


wicht = J x J x i X 66 x 0,755 = 3,69 Pfund 
(Eichenholz). Es ist also die Summe der 
auf der linken Seite wirkenden Kraft - 
60,809 Pfund. Man hat also 
297,048 - 60,809 = 236,239 Pfund als Kraft, 
die in* dem Augenblicke, wo der Schlä- 
gel seinen höchsten Stand erreicht hat, 
an der Zuglatte erforderlich ist, um dem 
statischen Momente das Gleichgewicht zu 
halten. 

Bestimmung des Reibu ngswider- 
standes. 

Das Gewicht der Schlägelwelle mit Zu- 
behör beträgt: 


Für Welle [42 • 14 • li + 2(1 • } • 1) ** 10,755 • 66 

= 

1423,643 Pfund 


Schlägelarm = 15i • • ,’j • 66 • 0,755 

= 

259,9 

fl 

A 

Schlägelscheere = CJ • j • j‘j • 66 • 0,755 

= 

44,985 

» 

» 

Zugscheere = 5| • i • A • 66 • 0,755 

= 

38,064 

fl 

fl 

Scheere = 9* • } • i ■ 66 • 0,755 

= 

42,822 

» 

fl 

Zugstange = 1 1 • i • J • 66 • 0,725 

= 

32,896 

fl 

fl 

Zuglatte = | • i • 4 • 66 • 0,756 

= 

3,691 

fl 

» 

Schlägel =«-|-iWi)iW5-7,2 

= 

139,71 

» 

fl 

Zapfen a 4 Zoll lang 3 Zoll Durchm. incl. Blätter 1 
und 1 Zoll stark 

_ 

94,56 

» 

fl 

4 Ringe 1 ^ Zoll breit und Fufs stark 

= 

23,335 

« 

» 

4 viereckige Ringe neben den Armlöchern 

= 4 • 4 • 1} • ( • ^ • 66 • 7,2 

= 

79,2 

9 


Summa 2182,811 Pfund, 


Hierzu kommt noch die Kraft , welche 
dem statischen Widerstande das Gleich- 
gewicht hält, weil sie durch ihre senk- 
rechte Wirkung die Reibung vermehrt. 
Demnach ist das Gewicht, welches Rei- 
bung verursacht = 2182,811 + 236,239 
= 2419,049 Pfund, und setzt man die in 
der Zugstange erforderliche Kraft für das 
Gleichgewicht mit der Reibung = f, 
so ist fa cos i p = ueQ, 



a cos 1 1> 

wo p = 2419,049 Pfund, p = [ Fufs = Halb- 
messer des Zapfens, u = 5,5; #1=0,1; 
i/> = 18° 15’ ist. Es ist also 
f = 6,789 Pfund. 

Bestimmung des mechanischen 
W iderstandes. 

Die Momente derTrägheit sind: 
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= f9?f**'üx = f 9 yj- + C. 

Für x = a ist das Moment =0, in- 
dem das Stück des Schlägelarms, wel- 
ches in der Welle sitzt, zu letzterer 
gerechnet wird. 

j • ® 

Also fgy — + C = 0 

also Const. = - fgy 

mithin das vollständige Moment für 
die Länge des Arms 

=*=f»y(- 


1. Des Schlägels. Wenn man an- 
nimmt, dafs die ganze Masse des Schlä- 
gels von 139,71 Pfund im Schwerpunkt 
desselben vereint ist, so hat man 

(1 + 141 + *)* 139,71 = 34840,43 Pfund 
welche Masse in dem Abstande von 1 
Fufs von dem Mittelpunkt der Welle ab, 
sich mit derselben Geschwindigkeit be- 
wegen wurde, als die Masse von 139,71 
Pfund im Abstande von (1 + 141 + Fufs. 

2. Des Schlägelarms Dessen Quer-* 
schnitt sei f und die ganze Masse sei in 
der Mittellinie vereinigt, so dafs der Schlä- 

elarm als eine schwere Stange anzuse- 
en ist. Ist nun der Abstana eines be- 
liebigen Punktes des Schlägelarms von 
der Schlägelwelle =*, so ist der Inhalt 
von der Höhe Oar = f9x, also des Gewichts 


Fig. 858 


und für x = b oder die ganze Länge 
des Ilebelsarmes ist daher das Moment 

der Trägheit = fgy (“-jj-")- Nun ist f 

= t’i x i’r = lVr DFufs; y- 66 Pfund, g 
— 0,755 = (spec. Gewicht) 6 = 9Zoll + 14 
Fufs 9 Zoll + 7 Zoll = 16^, Fnfs, a = 1 Fufs, 

also fgy ° ) = 23512,37 Pfund. 

3. DerSchlägelscheere. Dazu kann* 
man wieder die eben gefundene Formel 
an wenden Nun ist aber f = ,*, . \ = 

y = 66, 0 = 0,755; b = 6J- Fab + 1 Fofs = 
71 Fufs; a = I Fufs. 

Also fgy g - j = 878,13 Pfund. 

4. Der Zugarme. Da hier A=i’r - 1 
= W DFufs, j' = 66, s = 0,755; 6 = 51 + | 

= 6f Fufs, o = l Fufs, 

/ 6 * — a*\ 

so ist fgy y — - — j = 562,24 Pfund 



-fbxgy, mithin das Moment der Träg- 
“•« = x* f Ox gy, mithin das Moment des 
Schlägelarms von der Lange x 


5. Der Schlägelscbiene. * Es sei 
dh = x, Ai = dx, dg = a, dv - b , ZcdA = p. 

Nimmt man in der Schiene Ab einen 
beliebigen Punkt n an, so ist die diesem 
Punkt zugehörige Ordinate nh = x la q 
und wenn dh = x und ki= nr = dx wächst, 
so ist bx f ec p — nk , 
also .r* lg p* • f • öx tee p gy = dem Mo- 
mente der Trägheit der Schlägelscbiene 
von der Länge bxtecQ. 

Mithin fgy tee p • lg p *fx* bx -f C 
x* 

= fgy tec p • lg p« • — + C 

= dem Momente von der Läuge der 
Schiene — • mn. 

Für x = dg = a ist aber 

fgyiecQ'tgQ*— + C = 0 

a i 

also C = — fgy t»CQ* tg p* — 


14 * 
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mithin das vollständige Uoment 
Kr die Länge der Schiene 

~ fir e • »’ ( * 3 ° ) 

Kür x — de — b erhält inan 
nun endlich das Uoment der 
ganten Schiene 

= fgy ,tc p • e* • (—3—) 

Es ist aber « 

f=H = A, 

g = 0,755, 

y = 66, 


iäp -de - «n» _ 11 - 6* _ 4] _ 

»in n — — A — = — — — — — 37 47 36 , 

1 Am Am 7J 7$ 

also q - 37° 47' 36". Um a und b zu bestimmen, so verhält sich 
Ip : Im = ms : md oder 4] :7J = 6J: md , 

woraus md = = 10,2’ und dB = md-mB = 10,2’ - 8” = 9,534' 


mithin dg = n = dB • rot p = 9,534 cot • 37° 47' 36" = 7,53*. 

Ferner ist Ad ■ rot p = de oder (Al + Im + md) cot p 
oder (8” + 7j’ + 10,2') • cot 37° 47’ 36" = b = 14,77’. 

( 4 1 — a*\ 

— - — J = 3312,63 Pfund. 


6. Die Schlägolwelie. 
a, der Theil twischen den beiden Häl- 
sen ist 18 Fufs laug und 11 Fufs im □ 
stark. 

In Bezug auf nebenstehende Figur ist 
j/jj> + I-* die Entfernung des Elements 
vom Mittelpunkt der Welle. 

Setzt man nun die Wellenlänge = I, 
so ist das Gewicht des Elements 
= öl- • 0/t l • g . y 

also das Uoment der Trägheit dieses 
Elements 



860 . 


= Y/i* + f* *ör • fyi • ly — C u* -f f 5 ) 9f • O.u ly — Igy • 0/t (u* • 9f -f r 1 ■ 9 f) 
Ratrachtet man nun zuerst 0/t als Const so ist 

Igy Oußjt* Oe 4- y 1 9f) = Igy O/i {/t* r + + C 


C ist) hier =0, denn für f = 0 ver- 
schwindet der ganze Ausdruck. 

Für f = n ist obiger Ausdruck 

= lg y Ofi (f** a +°3 ) 

Betrachtet nun nun f als constant, so 
ergibt sich durch Integration das Uoment 


-hy£.+% + C 


Für (t — 0 verschwindet der ganze Aus- 
druck, mithin ist C = 0. 

Für /t = a erhält man das Uoment der 
Trägheit vom 4teo Theil der Welle 
= lgyia*, 
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mithin ist das Moment der ganzen Welle 

= 

Nun ist a = 1 Fufs, / = 12 Fufs, y = 66, 
g = 0,765, 

folglich J a* lgy = 504,50 Pfdnd. 

ln aller Schärfe wäre es auch noch er- 
forderlich, das Moment der Trägheit für 
die Zapfen, die Ilalsringe, die Zapfenblät- 
ter, die Armringe in der Welle u. s. w. 
zu bestimmen L)a diese aber gegen die 
vorher gehabte höchst unbedeutend sind, 
so kann man, ohne eioen merklichen 
Fehler zu begehen, sie aufser Betracht 
lassen Was die beiden Uälse der Welle 
anbetrifft , welche eine konische Form ha- 
ben, so kann man diese als Cylinder von 
mittlerem Durchmesser betrachten. Dann 
ist das Moment der Trägheit 1 ar* Igy. 

Für diesen Fall ist r = J, /=lFufs, 
y = 66, g — 0,755, mithin das Moment der 
Trägheit der beiden Hälse = 9,8 Pfund. 

Die Stimme sämmtlicher Momente ist 
demnach 33620,1 Pfund, welche einem 
Abstande von 1 Fufs von der Welle zu- 
gehören. Reducirt man diese auf den 
Bolzen der Zugstange, und bezeichnet die 
in diesem Abstande erforderliche träge 
Masse, damit die Beschleunigung der Ma- 
schine in allen Theilen dieselbe bleibt 
mit jt, so ist 

1* • 23620,1 = (5J)’ • x 

also X = = 2103,14 Pfund. 

Hierzu kommt noch die träge Masse 
der Zugstange und Zuglatte 

= 36,58 Pfund . 

Also ist die ganze träge Masse 

= 2139,727 Pfund = IV. 

Bestimmung der bewegenden 
Kraft P, 

welche die träge Masse von 2139,727 Pfund 
in T Sekunden durch oinen Raum von 
S Fufs zu führen im Stande ist. 

Es wird angenommen, dafs der Dreh- 
ling für das Schlägelzeug nicht wie der 
für die Stampfen 32, sondern 40 Stöcke 
habe. Des Stirnrad erhält, wie schon 
früher angegeben worden 68 Zähne, aus 
welchem Grunde die Theilung von 4} Zoll 
auch dieselbe bleibt. 

Wie schon früher angegeben, dreht sich 
das Wasserrad, mithin auch das auf der 
Wasserradwello befindliche Stirnrad 7mal 
in 1 Minute = 60 Secnnden herum, also 
einmal in Sekunden. Nun verhält sich 
bei einerlei Theilung die Zeit eines Um- 
laufes, wie die Anzahl der Zähne. Be- 
zeichnet also x die Zeit, in welcher der 


Drehling der Schlägelwelle sich einmal 
herumdreht, so ist: 

68 : “ Sek. = 40 : x Sekunden 
woraus x = 5,04 Sekunden. 

Der Raum S, welcher die auf dem Bol- 
zen der Zugstange Ireducirte träge Masse 
N bei jedem Hube der Zugstange durch- 
laufen mul's , ist genau genommen gleich 
dem Bogen cd; dafür kann man dessen 
Sinus nehmen, und dann ist 
S =ee=fd»inl8°15’ = 5,5iin 18° 15' = 1,77’ 

Um nun die Zeit T zu bestimmen, 
welche zu dem Durchlaufen des Raumes 
S erforderlich ist, sei der Halbmesser vom 
Tbeilrisse derDaumenwelle =r=l,25Fufs; 
der Winkel, welcher der Hubhöho eb = S 
zugehört = p, alsdann ist, da die Daumen 
nach der Kreis-Evolvente construirt sind 
rorcp=" ei oder 1,25 arc p = 1,77 Fufs 

also arc q = = 81° 8'. 


Fig 861. 



Nimmt man nun die Bewegung des 
Wasser- also auch des Stirnrades durch- 
aus gleichförmig an, so müssen die 360° 
des Drehlings sich zu der Geschwindig- 
keit von 6,04 Sekunden , mit welcher er 
einmal herumläuft verhalten wie der Win- 
kel p zu der Zeit T, welche zu dem Durch- 
laufen des Raumes S = ei = arc p erfor- 
derlich ist, 
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oder 360 : 6,04 = are p : T 
und daraus ist T = 1,136 Sekunden. 

Dieser Werth für T ist aber zu klein, 
indem die Geschwindigkeit des Daumens 
nicht gleichförmig ist, sondern abnimmt, 
wenn der Winkel (p).zunimmt Ks mufs 
also, wenn die Geschwindigkeit des Dau- 
mens kleiner wird, die Zeit, in welcher 
es den Weg eb durchläuft, gröfser wer- 
den. 

Setzt man also diesen Werth von Tin 

Gleichung P= ‘ N, so erhält man, da 
9 ‘ 

in diesem Falle JV = 2139,727 Pfund, S 
= l,77Fufs, T= 1,36 Sekunden, g = 15|, 
/’ oder die Kraft, welche dem mechani- 
schen Widerstande in Pfunden gleich ist 
= 187,8 Pfund zu grofs, indem T zu 
klein ist. 

Näherungsweise ist also im Theilrifs 
der Datimenwelle eine Kraft erforderlich 
= (236,239 + 187,8) + 5,789 = 429,828 Pfund 
= dem statischen, mechanischen und Rei- 
bnngs widerstände. 

Reifst diese Kraft F', so ist in Bezie- 
hung auf den Theilrifs des Drehlings, 
wenn man dessen Halbmesser mit a be- 
zeichnet aV — r • 429,828 

*>•3 

oder. V = 1,26 • 429,828 

2 -T 

also ist V =- 1,8& ' 429 , - 28 =223,87Pfund 

näherungsweise die auf dem Theilrifs des 
Drehlings reducirte Kraft, wobei die Kraft, 
die zur Ueberwältigung der Reibung zwi- 
schen Daumen und Zuglatte, und Zahn 
und Stock erforderlich, ganz aufser Acht 
gelassen ist, indem V doch nur nähe- 
rnngsweise bestimmt werden kann. 

Bezeichnet nun W' die Geschwindig- 
keit des Stirnrades, wenn das Schläget- 
iind Stampfwerk beido im Gange sind, 
V + I' 1 die dazu gehörige Kraft, 1F aber 
die Geschwindigkeit, wenn blos das Stampf. 


Fig. 862. 



werk betrieben wird, und Y die dazu ge- 
hörige Kraft, so ist im ersten Falle das 
Moment = IF’ • ( V + l’ 1 ) und im zweiten 
Falle = W • V. 

Ks müfste also, wenn eine gleiche Ge- 
schwindigkeit stets stattfändo 

»V. y= 1F’(F + F') sein, 
woraus »F : 1F' = F+ F': F 
oder W : VF’ = 909,74 + 223,87 : 909,74 
= 1133,61 : 909,74 

QflQ 74 

woraus W" = . W = 0,803 !F 

Bezeichnet nun ferner ©' die Geschwin- 
digkeit des Theilrisses der Daumenwelle, 
wenn der Daumen arbeitet, hingegen © 
die Geschwindigkeit, wenn der Daumen 
nicht arbeitet; so ist klar, dafs W' eben 
so oft in \V enthalten sein mufs, als ©' 
in © und daher r : c' = \V : \V oder © : ©’ 
= \V : 0,803 \V oder ©'•©'= 1 : 0,803 woraus' 
nähern ngs weise ebenfalls ©' = 0,803©. 

Ist ferner I die Zeit, in welcher der 
Daumen während einer Umdrehung arbei- 
tet, und C die Zeit, in welcher er wäh- 
rend einer Umdrehung nicht arbeitet, so 
ist ©' der Zeit t und der Zeit t 
hörig, und man hat 

360 : 2/rr = p : /©' = p : arc p, 
weil arc'p = tv’ ist, 


zuge- 


also ist 


1 = 


36Ö- 2M 


81° 8’ „ 22 

.w 2 - 1 - 26 -! 


0,803 e 


1,777_ 
0,803 r 


Eben so ist 360 :360- p = 2*r il'r auch t + I’ = 5,04 

oder 360°: 360°- 81° 8’ = 2-1, 25- ¥:*'« mit hi„ 6 04 - il 77 l + Ül 08 ! 

, 6,084 ’ 0,8030 r e 

woraus 1'=-^- _ 2,204 + 6,048 . , 

Nun verrichtet aber der Drehling in 5,04 1,644 

5,04 Sekunden einen Umgang, daher ist und »'=0,8030 = 0,803.1,644=1,320’ 
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Hieraus geht nun hervor, dafs t'T = S 
= der Hubhöhe oder dem Wege ist, in 
welchem der Daumen arbeitet, mithin ist 
auch t>(5,04 — T) der Weg, in welchem 
der Daumen nicht arbeitet; beide Wellen 
zusammengenommen müssen aber der 
Länge des Theilrisses der Welle gleich 
sein, mithin hat man 


v'T + v (5,04 - T) = 2 • 1,25 • ” 


oder 

1,320 • T + 1,644 (5,04 - T) = 2 • 1,25 • ”» 
woraus T, als zweiter Näherungswerth 
= 1,325 Sekunden. 

8etzt man diesen Werth von T mit 
Beibehaltung der übrigen Werthe in die 


Formel P=—~ N, so ergibt sich ein zwei- 
g ‘ 

ter Niherungswerth für die bewegende 
Kraft P= 138,06 Pfund, der aber zu klein, 
weil T zn grofs ist. 

Hiernach ist also die Kraft, welche 


näherungsweise im Theilrifs der Welle 

erforderlich ist 

= 236,239 + 138,06 = 380,088 Pfund. 
Diese wie oben auf den Theilrifs des 
Drehlings reducirt, gibt 


380,088 J,26 = 19 ^ 

2,4 

Man hat also wiederum 
IV ; IV = V + V - V 

oder IV : »V’ = 1 97,96 + 909,74 : 909,74 
oder IV : IV = 1 107,70 : 909,74 
woraus IV' = W = 0,82 1 IV 

auch haben wiederum I, e und »' die- 
selben Bezeichnungen von vorher und 
daher r ;»' = IV : W 


oder r:e’= IV: 0,821 IV 

also ist näherungsweise 
®’ = 0,821® 


ferner 360 : 2.tr = t > : Io' 


_ 2 n r _ 2 • “ • 1,26 (8 1° 8') _ V65 
woraus 1 “ 360 . „> 360 . o,821 • e 


und 360 : 360 - 81° 8’ = 2 • ” • 1 • 25 : 1’ t 

, (278'’ 52’) • 2 • V • 1,»5 6,084 

woraus r = — = — — 

360 • r ® 

Da nun < +<' = 5,04 Sekunden sein mufs, 
so ist auch 

5,04 = — — + — 


, 6,084 + 2,165 

also v = — - = 1,630 t ufs 

5,04 


als zweiter und zwar kleinerer Näherungs- 
werth weil der erste v = 1,644' gefun- 
den wurde. 


/*= 138,168 Pfund als dritter Näherungs- 
werth der bewegenden Kraft. 

Behält man diese etwas zu grofse Kraft 
bei, so erhält man 

236,239 + 1 38,168+5,789 = 380,196 Pfd. = V 
als Kraft, welche in der Zuglatte dom 
statischen, mechanischen und Reibungs- 
widerstande gleich ist. 

Zur Ueborwältigung dieser Kraft, oder 
was einerlei ist, dieses Widerstandes,^ und 
der Reibung zwischen Daumen und Zug- 
latte ist nach Eytelw. Stat. §. 282 eine 

Fig. 863. 


Der erste Näherungswerth für r war 
= 0,803 • r =-0,803 ■ 1,644 
der zweite Näherungswerth ist aber 
= 0,821 • ® = 0,821 • 1,636 


Da nun. 0,821 • 1,636 > 0,803 • 1,644, 
so ist auch der zweite Näherungs- 
werth für o’ > als der erste, also die 
dazu gehörige Zeit oder der dritte Nä- 
herungswerth von T kleiner. Diesen 
findet man, wenn man auf diesolbe 
Weise wie vorher verfährt = 1,324 
Sekunden, welche dem zweiten Werthe 
von r= 1,325, aber beinahe gleich 
ist. 


Setzt man also T = 1,324 in di« 
3 

Gleichung P=^=,N, so erhält mar 

S‘ 
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Kraft in dem Theilrifs der Danmenwelle 
erforderlich. 

V = {k + (t l 9 fl) V 

Für dienen Fall ist lg ß= = 54° r50", 
V = 380,96 Pfund, n =’* = 0,07. 


Daher F = 416,87 Pfund. 

Reducirt man nun diese im Theilrifa 
der Danmenwelle erforderliche Kraft auf 
den Theilrifs des Drehlings, so ist nach 
Eytolw. Statik §. 238 


•r. 0 + ^ 8 e*[0«o*(d — o) + iW»i»n] r'Q*- ti , Q i (Q , + M 1 +2QMfinß)_ n 

Für diesen Fall ist nnn n = 2,4= dem = p = i = dem Halbmesser der Za- 
Halbmesser vom Theilrifs des Drehlings, pfen, M = dem Gewicht der Welle nebst 
r= 1,25 = dem Halbmesser der Daumen- Zubehör = 902,47 Pfund. Es ist näiu- 
welle, F, oder für die Formel 0 = 416, 87Pfd., lieh: 


1. Das Gewicht des Holzes. 

1. Welle 8 Fufs lang, 1 Fufs stark = 6,285 Cubfub. 

2. Drehlingskrinze 2J Fufs Halbmesser auswendig, 1J Fufs in- 
wendig, und J Fufs stark, 2 Fufs breit = (2^* - 1|*) “• 1 • 2 . . =6,053 , 

3. 8 Arme, ü lJFufs lang, ,V und 1 Fufs stark = 8- lj • J = 1,666 , 

4. 40 Stöcke 1$ Fufs lang, im Radius = 1 $ • A • A * V • • =1,717 „ 

5. 1 Zugdaumen, im Durchschnitt 1 Fufs lang, T *i Fufs im □ 

stark = | • A • A ■ =0,130 

Summa 15,851 Cubfufs. 

Das Gewicht davon ist = 15,851 • 0,755 • 66 = 789,85 Pfund. 

2. Das Gewicht des Eisens. 

1. 4 Ringe = 4 • 1 • — • * • A = 0,065 Cubfufs. 

2. 2 Zapfen = 2J • i • t • ” + V • A . =0,172 „ 

Summa = 0,237 „ 


also das Gewicht = 0,237 • 66 • 7,2 = lings von dem Mittelpunkte des Stir'n- 
112,62 Pfund, mithin der obige Werth raues = 2,25 Fufs festgesetzt. Ferner ist 
für M = 902,47 Pfund. « = */ + « = 4,06 + 2,4 = 6,46 

Um nun ferner o und ß zu bestimmen, . „ 

so ist äisinp = äin. Es ist aber km die also »in n - — = also p = 20° 23’. 
Entfernung des Mittelpunktes des Dreh- ' ** Mo 

Mithin n = «ml =180“ - inl = 180°- (90 - p) = 90° + p = 90°+ 20° 23’ = 110°23', 


ß = 270°. 

Opposition (Astr.), s. u. „Conjnnc- 
tion und Aspecten*. 

Ordinaten sind gerade Linien als Län- 
gen zu Bestimmung der verschiedenen 
Punkte einer krummen Linie oder Fläche, 
mit welchen diese selbst bestimmt wer- 
den. Die Ordinaten sind also zuerst selbst 
ihrer Lage nach zu bestimmen, und dies 
geschieht durch einen gegebenen festen 
Punkt, eine durch diesen Punkt gerich- 
tete gerade Linie und Winkel zwischen 
dieser Linie und den Ordinaten. Das 
nähere Bestimmungsstück der Ordinaten 
heifst Abscisse, Abscisse und Ordina- 
ten hei&en Coordinaten. 


Werden nun Ton dem gegebenen Punkt 
als Anfangspunkt ab auf der durch 
ihn liegenden Linie in Abständen Punkte 
genommen und von diesen Punkten die 
Ordinaten unter dem constant bleibenden 
Winkel , also parallel unter einander nach 
den zu bestimmenden Curven gezogen, 
so ist die Linie mit den fortschreitenden 
Abständen die Abscisse und das Coor- 
dinatensystem heifst das der Parallel- 
Coordinaten. 

Bleibt aber der Anfangspunkt auch als 
Fufspunkt der Coordinaten derselbe und 
werden die Ordinaten unter verschiede- 
nen Winkeln mit der gegebenen durch 


. . — Digitig^edl 


Ordinaten. 


217 Organische Beschreibung etc. 


den Punkt gehenden Linie radical gezo- 
gen, so ist dies System das der Polar- 
coordinaten. Der feste Punkt heifst 
der Pol, die constante durch den Pol 
gehende Linie die Polaraxe und die 
verschieden genommenen Winkel sind 
die Polarabscissen. Das Nähere hier- 
über 8. in den Art. .Abscisse, Coor- 
dinaten, Coordinatenaxen, Coor- 
dinatengleichung. 

Ordnungen krnmmer Linien, *. den 

Art. .Curven“, Einleitung pag. 161 und 
No. 4, pag. 162. 

Organische Beschreib ong einer krum- 
men Linie ist die Verzeichnung derCunre 
im stetigen Zuge mit Hülfe eines In- 
struments, wie mit dem Zirkel die Kreis- 
linie beschrieben wird. Oie Cycloide, die 
Epicycloide und die Ilypocycloide wer- 
den bei ihrer C'onstruction durch die Um- 
wälzung des Erzeugungskreises im steti- 

f ;en Zuge verzeichnet. Auf ähnliche Weise 
assen sich auch andere Curven construi- 
ren. Die stetige .Verzeichnung der El- 
lipse ans den Brennpunkten gibt Bd. I, 
pag. 418 mit Pig. 256; Bd. III, pag. 45 
mit Fig. 611 zei^ eine zweite stetig mög- 
liche Verzeichnung blofs mit Hülfe der 
beiden gegebenen nalhen Axen. 

1. In dem Art. .Ellipse“, pag. 42 
hat man in Fig. 609 den Halbkreis AIIT'B 
und es ist nach No. 13, pag. 45: 

AC -.CD = II J. FJ 

Dieser Proportion gemäfs ist ein ein- 
faches Instrument zu stetiger Verzeich- 
nung der Ellipse erfunden worden: 

IIG und HJ sind zwei gleich lange 
Lineale, beide zusammen gleich der hal- 
ben Summe (o + c ) beider Axen. Das 
Lineal GII hat eine Spitze zum festen 
Einstich in die feste Linie AB, das Li- 
neal HJ eine Abrundung zum Verschie- 
ben, beide Lineale sind in II mit einem 
Charnier drehbar befestigt. 


Nimmt man nnn die Länge JK= der 
halben kleinen Axe c, also GII IIK = 
der halben grofsen Axe = o, so geschieht 
mit der Fortschreitung des Endes 3 auf 
der Linie AB durch einen in K befindli- 
chen Stift die Zeichnung der Ellipse. 

Denn macht man HL = der Verlänge- 
rung HM = HK, so ist LM = IHK, folg- 
lich K ein Punkt in dem über LM be- 
schriebenen Halbkreise; folglich Z.MKL 
= fl 

Nun ist HG = HJ 
HL = HK 

folglich LG = KJ und LK t GJ 

Verlängert man daher MK bis N, so 
ist auch Z KNJ= R, also MNG ein Win- 
kel im Halbkreise und H beschreibt um 
den Punkt G bei der Umdrehung von A 
nach B einen Halbkreis mit dem Halb- 
messor GM = der halben grofsen Axe a, 
während KN für jeden Punkt von Jf die 
rechtwinklige Ordinate einer Ellipse von 
der halben kleinen Axe JK = c und der 
halben grofsen Axe GM = a ist. 

Denn es ist GM : GL = MN KN 
oder in Fig. 609 AC -. Cl) = HJ : FJ. 

2. Bd. III, pag. 265, Fig. 718 zeigt den 
Durchschnitt einer Hyperbel. M ist der 
Mittelpunkt, ME die halbe llauptaxe a, 
EN die halbe Nebenaxe r, ML die obere 
Asymptote, M Z = AZ, also £Z die Rich- 
tung und 4: der unteren Asymptote MS-, 

M r eine beliebige Länge, UV % El. 

Nun ist pag. 270, No. 18 nachgewiesen, 
dafs ,tf l'x UV = .WZ x El und dieser < 
Satz hat das Mittel zu folgendem Ver- 
fahren für stetiges Veizeicbnen der Hy- 
perbel gegeben. 

Nimmt man für die zu verzeichnende 
Hyperbel eine gerade Linie MJ zur Rich- 
tung der llauptaxe, M als Mittelpunkt, 
MF. = der halben llauptaxe a, also E 
zum Scheitel, das I.otn EN zur halben 
Nebenaxe c, so hat man die durch 
MN gezogene gerade Linie ML als 
obere Asymptote. Halbirt man nun 
MN in Z, zieht EZ, so ist El mit 
der Richtung der unteren Asymp- 
tote MS parallel. Nimmt man nnn 
ein Lineal von irgend einor Breite 
F1F, deren vordere Schicbekante in 
I.M, und markirt auf dieser eine 
Länge VL = Ml-, ferner ein zweites 
Lineal, dessen vordere Schiebekante 
nach LE gerichtet ist, und befestigt, 
dies mit dem ersten Lineal in dem 
markirten Punkt L durch ein Char- 
nier drehbar, so ist der Zeichenap- 
parat fertig. Denn verschiebt man 
das erste Lineal mit dem Punkt L 


Fig. 864. 




Organische Beschreihung etc. 218 Orientir. eines grofs. Dreiecksnetr. 


Fl?. Rfi5. 



nach L . W abwärts und läfst das zweite 
Lineal immer durch den Punkt £ gehen, 
was sehr leicht ist, wenn man in M und 
E dünne Stifte einsteckt, so beschreibt 
der Durchschnittspunkt l) beider Lineal- 
kanten die llyperhelpuukte (wie D, D\ 
D\ E). 

Denn es ist LI : L V= EZ :dV 
und da LV=MZ 

auch LZ:MZ = EZ:dV 

oder MV-.IHZ = EZ:dV 

woraus U Kx ü V =. HZ x EZ. 

3. ln dem Art. .Brennpunkt der 
Parabel*, pag. 417, No. G und 7 mit 
Fig. 264 und 255 sind zwei Constructio- 
nen der Parabel angegeben , aber keine 
stetig zu machende Zeichnung. Dagegen 
gibt der Satz 4, pag. 417 dasMittol dazu. 
Nimmt man nämlich (Fig 253) ein Win- 
keiinaafs B'NK, befestigt an der I.ineal- 
Kante NK in einem nach K hin gelege- 
nen Punkt einen Faden »on der Länge 
KN, wenn K selbst der liefestigungs- 
punkt ist, den zweiten Endpunkt aber in 
dem Brennpunkt II, schiebt das Winkel- 
maals längs der Directrice B'N von der 
Axe B'F ab in die Höhe und hält zwi- 
schen Faden und Liuealkante NK einen 
Stift, so beschreibt dieser die Parallel. 
Denn in jeder Lage des Winkelmaafses 
ist der Stift in der Spitze J einos Win- 
kels wie jSRJK, so ilafs der Brennstrahl 
BJ immer = JN = 1)11' = x + 1/j verbleibt. 

Orientirboussole ist ein ilülfsinstru- 
ment zu Orientirung eines Mefstisches 
nach dem magnetischen Ucridian, welches 
besonders notnwendig ist, wenn die Mefs- 


tischaufnahme mit einer gröfseren Ver- 
messung, bei welcher die Boussole an- 
gewendet worden, Zusammenhang hat. 
Sie besteht in einer etwa 4 bis 5 Zoll 
langen möglichst empfindlichen Magnet- 
nadel, die mit ihrem Agathütehen auf 
einer Stahlspitze sich bewegt und arretirt 
werden kann. Diese befindet sich in einem 
Kästchen von etwa 6 Zoll Länge, 4 Zoll 
Breite. Die Richtung, welche die Mag- 
netnadel annehmen soll, ist auf dem Bo- 
den des Kastens mit scharfer und deut- 
licher Linie markirt und mit Nord und 
Süd bezeichnet und zwar so, dafs sie un- 
mittelbar durch Zeichenpunkte auf die 
Mefstischplatte übertragen werden kann. 
Man setzt nun das Kästchen auf den 
Mel'stisch und dreht es so lange bis die 
Magnetnadel über diese Linie einspielt 
und darin verbleibt, wo dann die unmit- 
telbare Verzeichnung auf der Melstisch- 
platte geschieht. 

Orientirung eines grofsen Dreiecks- 
nettes, liierunter versteht man die Auf- 
tragung auf dem Papier einer sehr ge- 
nau gefertigten gröfseren Vermessung von 
einander anschuefsenden grofsen Drei- 
ecken mit Hülfe nur einer oder zweien 
direct vermessenen Standlinien nnd mög- 
lichst genauer und einander berichtigen- 
der Winkelaufnahmen. Es wird also 
vorausgesetzt, dafs die grofsen 
Seiten der Dreiecke und zur ge- 
genseitigen Berichtigung deren 
Diagonalen sowie Verbindungsli- 
nien mit anderen Dreiecken tri- 
gonometrisch berechnet undklei- 
nere sich erwiesene Differenzen 
ausgeglichen worden. 

Wollte man nun diese berechneten 
Dreiecke, so wie sie aneinander liegen, 
succcssivo auch auf der Zeichnung an- 
einander reihen, so würde jeder einzelne 
aus der Stärke der Punkte und der Breite 
der Bleistiftlinien von einer Dreieckslinie 
auf die andere sich übertragen nnd man 
läuft (iefahr, ein nicht ganz richtiges, 
oder wie man auch sagt, ein verscho- 
benes Netz auf dem Papier zu erhalten. 

Man vormeidet diesen Uebelstand, wenn 
man jeden einzelnen Punkt unabhängig 
von jedem anderen anftragen kann und 
erreicht dies durch Abscissen und Ordi- 
naten, wenn man zu der ersten eine Linie 
wählt , welche zwei llauptdreieckspunkte 
des Netzes mit einander verbindet, oder 
dafs man schon Anfangs die Basis in 
ihrer Lago zu einer Abscisse geeignet 
nimmt, die dann auf dem Papier nach 
beiden Seiten bin verlängert wird. Or- 
dinaten darauf sind dann die von den 
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trigonometrisch festgestellten Dreiecks- 
punkten auf die Abscisse gefällten Lothe. 

Jedenfalls kann man die Abscissenlinie 
durch einen der festgestellten Dreiecks- 
pnnkte legen. Wenn die Vermessung 
eine ü rad » er mess u ng ist (s. d), so 
muls die Abscisse der Arheitsersparuug 
und der Sicherheit wegen eine Mittags- 
linie sein und man wählt den einen 
der Anfangspunkte der Vermessung so, 
dafs durch diesen die Mittagslinie genom- 
men werden kann. 

Es sind also sämmtliche hier verzeich- 
nete Dreiecksseiten in ihren Längen be- 
kannt. Nun sei XX' die durch einen 
Dreieckspnnkt .1 gedachte Abscisse, so 
wird diese möglichst lang auf dem Felde 
abgesteckt, in möglichst weiter Ferne mit 
einem Signal bezeichnet und der z BAX, 
womöglich noch ein zweiter Winkel, z. B. 
FAX' oder QAX' vermessen. 


Fig. 8CG. 



Mit Hülfe von Alt erhält man die Ab- 
stände Ab und Bb. 

Aus AB, AF, BF ist schon berechnet 
der /_BAF, dieser + /_ BAX ist Z FA X 
nnd Z FAX' = 180° — z FAX, woraus mit 
Hülfe von AF gefunden werden die Ab- 
stände Af nnd Ff. 

Ans AF, AO, GF hat man berechnet 
ZPAQ-, hiervon Z.FAX’ gibt Z^AX' 
und man erhält mit Hülfe von AG die 
Abstände Ag und Gg. Man sieht hieraus, 
dafs die Berechnung der Abscissen und 
der Ordinaten aller einzelnen Punkte 
nur mit Hülfe rechtwinkliger Dreiecke 


eschehen nnd es ist gewonnen, dafs je- 

er einzelne Dreieckspunkt unabhängig 
von jedem anderen aufs Papier gebracht 
wird. 

Ort, absoluter, ist ein Ort ohne Be- 
ziehung auf einen anderen. Euler ver- 
steht darunter den Ort, welchen ein Kör- 
per in dem unendlichen Weltraum ein- 
nimmt , und wenn er denselben vorläfst, 
so ist er in absoluter Bewegung Hut- 
ton sagt -. die absolute Bewegung besteht 
in der Veränderung des einen Orts und 
dem Uebergang in einen anderen, wenn 
man sowohl diesen als jenen absolut und 
ohne ihr Verhältnifs (Relation) zu einem 
dritten Ort betrachtet. 

Ort, astronomischer, s. den Art. „ Ast ro-> 
Komischer Ort“ pag. läö. 

Ort, geocentrischer, ist ein Ort, ein 
Punkt am Himmel, wo er aus dem Mit- 
telpunkt der Erde betrachtet dem Auge 

erscheinen würde, im Gegensatz von he- 
1 ioce nt rische n Ort, wo er dem im 
Mittelpunkt der Sonne befindlichen Be- 
obachter erscheinen würde (s. den Art. 
„Geoceutrisch* mit Fig. 656, Bd. 111, 
pag. 143). Bei Fixsternen fällt wegen 
deren unmefsbaren Entfernung von un- 
srem Sonnensystem der geocentrische Ort 
mit dem heliocentriseben zusammen; bei 
Planeten ist der Unterschied sehr bemerk- 
bar. Der auf der Erdoberfläche beobach- 
tete Ort ist auch uoch nicht der richtige, 
er rnufs noch mit Hülfe der .Parallaxe 
corrigirt werden, wie dies in dem Art. 
, Höne nparai laxe“ , pag. 251 mit Fig. 
709 erklärt ist. 

Ort, geometrischer, ist in Art „Geo- 
metrischer Ort “ mit Beispielen erklärt. 
Es soll noch hinzugefügt werden, dafs 
die Aufgabe: den geometrischen Ort für 
Dreiecke von einerlei Grundlinie und 
gleichen Winkeln an der Spitze, welcher 
eine Kreislinie ist auf folgende Art aus- 
drückt: Es sind zwei Punkte gegeben, 
von welchen aus zwei unter einem be- 
stimmten Winkel sich schneidende ge- 
rade Linien gezogen werden sollen. Der 
geometrische Ort ist eine Kreislinie oder 
vielmehr eine Kugeloberlläche. Um de- 
ren Mittelpunkt zu linden verbindet man 
beido Punkte durch eino gerade Linio, 
halbirt diese, errichtet in dem Halbirungs- 
punkt auf derselben ein Loth, trägt an 
einem beliebigen Punkt dos I.oths an die- 
ses den gegebenen Wiukel und zieht mit 
dem zweiten Schenkel durch den dahin 
gerichteten der gegebenen Punkte eine 
Parallele, so ist deren Durchschnittspnnkt 
der Mittelpunkt. Denn cs ist der Peri- 
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pheriewinkel als halber Centriwinkel ab- 
getragen. 

Es gibt sehr viele Aufgaben über den 
geometrischen Ort und solche, die nur 
algebraisch zu lösen sind Man hat hier- 
bei immer weniger Gleichungen als Be- 
stimmungsstürko und somit die Auflö- 
sung von diophantischen Aufgaben, in 
deren Resultat noch Unbekannte sind, 
aus deren Zusammenhang mit den Be- 
kannten dann die Construction des geo- 
metrischen Orts ermittelt wird. 

Es erfolgt hier noch eine interessante 
und nicht schwierig zu lösende Aufgabe 
nebst dem Beweise für die Richtigkeit. 

Den geometrischen Ort für Dreiecke 
zu finden, die eine gemeinschaftliche 
Grundlinie haben und deren beide andere 
Seiten in einem gegebenen Verhältnifs 
stehen. 

Es sei ABC das Dreieck, AC die con- 
stante Grundlinie. Man findet den geo- 
metrischen Ort in einem Kretse, wenn 
man nämlich AB bis D verlängert, so 
dafs BD=BC, man zieht DC und aus 
B die Parallele BE mit DC, so liegt der 
Mittelpunkt des Kreises in der vcrlän- 

S erten AC und B, E sind Punkte dessen 
reisumfangs. 

Fig. 867. 



hältnifs zweier von den festen Punkten 
A und C nach dem Kreisumfang gezo- 

S enen Linien. Da nun die Linien AF, 
,F constant sind, so ist auch das Ver- 
hältnifs aller von A und C nach dem 
Kreisumfang gezogenen Linienpaaro das- 
selbe constante Verhältnifs. 

Ort, heliocentrischer, ist der Ort am 

Himmel wo ein Planet, von dem Mittel- 
punkt der Sonne aus betrachtet, dem 
Auge zu sein erscheinen würde (vergl. 
„Ort, geoccntrischer*). 

Ort, optischer, ist der Ort einer Fläche, 
auf den das Auge einen vor derselben 
befindlichen Gegenstand projicirt. 

Ort, scheinbarer, ist der Ort, in den 
das Auge einen gesehenen Gegenstand 
dem Urtheil nach versetzt. 

Ort eines Planeten. Dieser ist geo- 
contrisch oder heliocentrisch. Der erstere 
ist scheinbarer Ort, wie er von dem 
scheinbaren Horizont aus, wahrer Ort, 
wenn er von dem wahren Horizont aus 
beobachtet gedacht; mittler Ort eines 
Planeten, s. den Art. „Ein reducirtor 
Ort“ ist der auf die Ekliptik projicirte 
wahre Ort des Gestirns. 

Man denke sich einen Planeten P in 
einer concontriscben Bahn um die 8onne 
S mit der Erde E in gleicher Umlaufs- 
riebtung sich bewegen, dessen Bahn aber 
gegen die Ekliptik geneigt ist, und man 
verbinde die 3 Weltkörper durch gerade 
Linien zu einem Dreieck, so zeigt die 

Fig. 8G8. 


Denn ist F dieser Mittelpunkt und sind 
FB, FC Radien des Kreises, so ist, weil 
CD* BE 

^BCD = /_ABE 

aber ^.BEF = Z«/iF + Z.ABE 

und zBEF=^EBF 

folglich /_EBF= /iBACA- £BCD 

= BAF+ Z.CBE 

Also /_CBE*Z.CEF=/_BAF*Z.CBE 
oder . Z.CBF=£ßAF 

Hieraus ist fcCBFca &BAF 
folglich AB -, AF - BC-BF 

oder AB : BC = AF: EF 

Die beiden Linien AF, EF haben also 
das Verhältnifs AB- BC, d. b. das Ver- 



gerade Gesichtslinie SP von der Sonne 
zu dem Planeten an der scheinbaren hoh- 
len Himmelskugel den heliocontri- 
schon Ort P, und die Gesichtslinie F.P 
von der Erde zu demselben an der schein- 
baren hohlen Himmelskugel den geocen- 
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trischen Ort P , des Planeten, und 
der £EPS ist der Unterschied zwischen 
beiden Orten an der hohlen Himmels- 
kugel. 

Der Artikel „ /Anomalie“ zeigt, wie 
man den heliocentrischen Ort eines in 
seiner Hahn bekannten Planeten für je- 
den Augenblick seines Laufs finden kann. 
Man kennt nämlich die Zeit, in welcher 
er von seinem Perihel, oder auch von 
dem Knoten K mit unserer Ekliptik ab 
bis zu einem bestimmten Zeitpunkt zu- 
gebracht hat ; beträgt diese Zeit m Tage 
und ist seine siderische Umlaufszeit n 
Tage, so ist seine mittlere Anomalie = 

— mal seiner Umlaufsbahn. Nun lehrt 

der Art. .Anomalie“ die wahre Ano- 
malie oder den wirklichen heliocentrischen 
Ort des Planeten aus der mittleren Ano- 
malie ableiten und hiernach den Kadius- 
vector SP in seiner Länge bestimmen. 

Der auf der Erde befindliche Beobach- 
ter will aber wissen , wo er in diesem 
Augenblick den Planet P von der Erde 
E ans findet, er will den geocentri- 
schen Ort P, desselben kennen lernen. 
Um dies mit Hülfe des heliocentrischen 
Orts P, zu erreichen , reducirt er den Pla- 
neten P auf die Ekliptik in p, um diesen 
Punkt in Länge unu Breite angeben zu 
können. Demnach fällt er aus P einen 
lothrechten Bogen Pp auf die Ekliptik 
und erhält in dem Fufspunktp desselben 
den reducirten Ort p. 

Ist nun PK der Bogen der Planeten- 
bahn vom Planeten P bis zum Knoten 
K derselben mit der Ekliptik pK, Pp das 


Fig. 869. 



gefällte Loth, also der Breitenkreisbogen 
von P, so ist der Neigungswinkel Php 
beider Bahnen jederzeit gegeben , desglei- 
chen der Ort des Knotens A' und man 
erhält in dem bei p rechtwinkligen sphä- 
rischen A PKp : 

lg Kp = lg KPsin K 

Es ist mithin der Knotenabstand Kp 
des reducirten Orts durch den Knoten- 
abstand KP des Planeten und den Nei- 


gungswinkel K der Planetenbahn mit der 
Ekliptik bestimmt. 

Ferner hat man in demselben Dreieck 
sin Pp = «in KP- sin K 
womit der Broitenbogen Pp bestimmt ist, 
und mit beiden Bestimmungen der re- 
ducirte Ort p des Planeten. Durch die 
bekannten Langen PS, Pp und den rech- 
ten ^_PpS hat man auch den reducirten 
Radiusvector pS. Nun ist ^pSE = dem 
Unterschied der heliocentrischen Länge 
von p und E, folglich aus 2 Seiten pS, 
ES nnd dem eingeschlossenen ZpSE die 
Elongation /iSEp bekannt, womit der 
reducirto geocentrische Ort p und durch 
pP auch der wirkliche geocentrische Ort 
des Planeten P gefunden ist. 

Orthobaiisch (Kryst.) ist die rechtwink- 
lige Lage der Basis gegen die Axe des 
Krystalls. 

Orthogon, s. v. w. „rechtwinklig". 

Orthographische Projectionen sind 
rechtwinklige P. 

Ortsänderung ist Bewegung (s. d.). 
Jede Ortsänderung isf entweder wirk- 
lich oder scheinbar. Ohne eine wirk- 
liche 0. findet keine scheinbare statt. 
Die scheinbare 0. beruht anf Augentäu- 
schung, indem entweder das Object ruht 
nnd das Auge sich bewegt, oder indem 
beide in verschiedenen Richtungen sich 
bewegen. Bewegen sich Auge und Ob- 
ject parallel gleichgerichtet und mit glei- 
cher Geschwindigkeit, so ist das Object 
in scheinbarer Ruhe. Reiter und Pferd, 
Schiff nnd Schiffer sind in relativer Ruhe, 
obgleich sie gemeinschaftlich in Bewe- 
gung sind. Fixsterne sind in relativer 
Ruhe aber gemeinschaftlich in einerlei 
scheinbaren Bewegung. 

Bewegt sich ein Körper durch die Punkte 
<i, b, c, d, e, f, g, das Auge zugleich durch 
die Punkte A, B, C, D, E, E, G, so er- 
hält es den Ort des Körpers für seinen 


Fig. 870. 
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Ort B durch die mit Bb ans A parallel 
nnd gleich lang gezogene I.inie Aß in ß; 
den Ort des Körpers für seinen Ort C in 
wenn Ay = nnd Cr gezogen wird, 
ie ganze scheinbare Bewegung des Kör- 
pers wird durch den pnuktirten Kreis an- 
gegeben. 

Ortsbest immung ist die Bestimmung 
der Lage von liauptörtern greiserer Land- 
flächen und des ganzen Landes, wenn 
eine Vermessung darüber sich erstrecken 
soll. Sie ist das erste Unternehmen bei 
beabsichtigter Landesvermessung und wird 
die geographischeOrtsbestimmnn g 
enannt. Sie besteht in der Ermittelung 
er Länge und Breite jeder einzelnen 
Stadt in Beziehung auf einen ausgezeich- 
neten weit bemerkbaren Punkt derselben, 
welches nur auf -astronomischem Wege 
geschehen kann. Astronomisch -geogra- 
hische Ortsbestimmung hierauf in der 
cn Vermcssnngsrcsultaten gemäfsen Ver- 
bindung dieser llauptorte nntcr einander 
und mit den nächsten der angrenzenden 
Länder. An diese llauptorte werden dann 
die zwischen liegenden Städto und Dörfer 
durch Messung einiger Basen und Tri- 
angulirung der Winkel in grofsen Drei- 
ecken angeschlosscn. Uebcr die Vermes- 
sung dieser Dreiecke, dem Aufträgen der- 
selben s. die Art. „Orientirung eines 
grofsen Dreictksnetzes, Gradln es- 
sungen, Mefstisch“. 

Orthotypes System (Kryst), s. v. w. 
.Ein und einaxiges System, das 
vierte Krystallisations- System“. 

Oscillatlon, s. V W. „Schwingung“. 
Oacillationsaxe, s. v. w. „Schwin- 
gungsaxe*. Oscilliren, s. v. w. 
„schwingen“, in einer oscillirenden 
Bewegung sich befluden. 

Osten einer der Cardinalpunkte des Ho- 
rizonts eines Orts, der Morgen, die Mor- 
gengegend. Ostpunkt.s. v. w. „Mor- 
genpunkt*. 


Ostweitltnle die gerade Linie zwischen 
dem Ostpnnkt und dem Wostpunkt des 
Horizonts eines Orts, s. „Cardinal- 
pnnkte*. 

Ovale ist eine ans Kreisbogen verzeich- 
nete in sich geschlossene symmetrische 
Figur mit zwei ungleichen llanptaxen; 
in der Geometrie wird sie nicht betrach- 
tet. Dagegen ist sie als Einfassung des- 
halb geeigneter als eine Ellipse, weil man 
ihre Form nach Belieben abändern kann 
nnd weil sie leicht zn construiren ist. 

Man zeichnet ein gleichschenkliges Drei- 
eck ABC, aus A und B zwei gleiche be- 
liebige Kreise, verlängert die Seiten CA, 
CB bis zu den Kreisumfängen und ver- 
bindet diese Punkte D und E durch einen 
aus e beschriebenen Bogen. Die andere 
Hälfte wird aus dein C gegenüberliegen- 
den Punkt geschlossen. 


Fig. 871. 



Descartes hat Ovalen ennstruirt zu dem 
Zweck, dafs die von einem leuchtenden 
Punkt auf die convexe Seite der Curve 
fallenden Strahlen durch das Glas alle 
nach einem innerhalb der Ovale liegen- 
den Punkt gebrochen werden; die Optik 
kann aber keinen Gebrauch davon machen. 
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TT, die Verbältnifszahl des Kreisurafangs 
zum Durchmesser. ln dem Art. , A rc u s “, 
No. 2, pag. 108 ist angegeben, wie diese 
Zahl auf dem Wege der geometrischen 
Constrnction nach und nach immer an- 
nähernder gefunden werden kann, wenn 
man regelmäßige Vielecke von gleich 
vielen Seiten in und um die Kreislinie 
beschreibt, deren Seitenzahl wiederholent- 
lich verdoppelt, aus den Umfängen der 
jedesmaligen JYecko die der 2 JV'ocke be- 
rechnet und somit immer zwei nähere 
die Länge des Umfangs einsehtiefsende 
Grenzen erhält. 

In demselben Art. No. 17 und 18, pag. 
114 nnd 115 sind aus den als allgemein 
gültig erwiesenen Reihen für nrc-tiax 
und arc • lg i zwei ziemlich convergirende 
Reihen für n entwickelt. 

Eine Zusammenstellung der numeri- 
schen Werthe für tt, für Brüche und Wur- 
zeln von n und deren Logarithmen be- 
findet sich in dem Art »Kreis*, No 11, 
pag. 95. 

Pur. Ein Paar ist eine Anzahl von 
zweien gleichartigen Gröfsen. 

Pallas (7). Einer der kleinen Plane- 
ten zwischen den Bahnen des Mars nnd 
des Jupiter, der sechste der oberen Pla- 
neten. Seine größte Entfernung von der 
Sonne ist 71, seine kleinste 43, seine 
mittlere 57 Millionen Meilen. Seine gröfste 
Entfernung von der Erde 91, seine kleinste 
24 Millionen Meilen. Die Neigung seiner 
Bahn gegen die Ekliptik 34° 36 49, 1°; 
die grofste unter allen Planeten ; die Ex- 
centricität = 0,24199 der halben grofsen 
Axe = 2,77263 halbe Krdbahnaxen. Sein 
siderisches Jahr, (Umlaufsleit) = 1686 Tage 
6 Stunden ; seine mittlere tägliche side- 


rische Bewegung = 768,55421 Secnnden, 
Länge des Perineis 121° 5’ 0,5"; Länge 
des aufsteigenden Knotens 172° 38' 29,8". 
Die Pallas erleidet vom Jupiter nicht un- 
bedeutende Störungen, weshalb die Orte 
der Pallas aus den Elementen nicht zu- 
verlässig anzugehen sind. Der Durch- 
messer der Pallas hat 440 bis 460 Meilen. 

Pantograph , der bekannte sogenannte 
Storchschnabel, ein Instrument, mit wel- 
chem man Figuren in demselben oder 
auch in einem beliebig verjüngten Maafs- 
stabe abzeichnet, Idofs dadurch, dafs man 
die abzuzeichnenden Linien mit einem 
8tift überfährt. Es wird nämlich ein Sy- 
stem von gelenkigen Stäben um einen 
festen Dorn drehbar befestigt; auf der 
einen Seite des Dorns ist ein Weiserstift, 
auf der anderen Seite ein Zeichnenstift 
in einen der Stäbe eingesteckt nnd das 
Ganze so zusammengesetzt, dafs beide 
Stifte in einem zu wählenden Verhältnifs 
der Abstände vom Dorn mit diesem im- 
mer in einer geraden Linie verbleiben, 
so dafs in diesem I.ängenverhältnifs die 
Figur auch abgezeichnet wird. 

Parabel (vergleiche die Art. »Ellipse 
und Hyperbel") ist eine Linie der 
zweiten Ordnung oder eine Curve der 
ersten Klasse, indem sie einer Gleichung 
vom zweiten Grade zugehört; ferner ist 
sie eine Kegeischnittslinie. Aus beiden 
Gesichtspunkten, dem analytischen und 
dem synthetischen oder dem arithmeti- 
schen und dem geometrischen ist sie be- 
reits in diesem Wörterbuch behandelt. 

In dem Art. .Gurren“, III. Abthei- 
lung, pag. 172 ist die der ganzen Klasse 
von C'urven zu Grunde liegende allge- 
meine Gleichung (1) anfgestellt; 

«y* + biy + ex’ + <fy + *x + f = 0 (1) 
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Nachdem zuerst die Bedeutung und beliebig groiser Abscissen (x) der Glei- 
der Einflufs der einzelnen Coefficienten chung die Form gegeben (Gl. 9): 
gezeigt worden, ist unter der Bedingung 


9_ 

X 




2 (Ad- 


•3—) <P 


-4«fl 

** J 


(2) 


und die beliebige Gröfse der Abscisse * 257 ist die' rechtwinklige Coordinaten 
bis zur Unendlichkeit ausgedehnt, wo dann gleichung entwickelt (pag. 421) 
die Glieder, welche x im Nenner haben, . 1 - 0 * »i*. “ - r r i 

als Null fortfallen und die Gleichung die ® 2 


allgemeine Form annimmt (Gl. 10) 

-» = A(-A±,Mri^> (3) 

x Za 

Hierauf sind für sämmtliche Curven 
derselben Klasse drei mögliche Fälle ge- 
zeigt: . ■ 

I. A* >4ae 
b 9 < 4 ac 
b 9 = 4 ac 

woraus nun drei mögliche Formen von 
Gurren nachgewiesen worden, welche 
durch folgende drei Gleichungen (19, 20, 
21, pag. 175) ausgesprochen werden. 

1. y 9 — Ax + Bx 9 

2 . yt^Ax-Bx 9 

3. y 9 = Ax 

Für die erste und die dritte Gleichung 
sind bei unendlichen Abscissen auch un- 
endliche Ordinaten vorhanden, für die 
zweite Gleichung sind für unendliche Ab- 
scissen Ordinaten unmöglich. Dio erste 
Gleichung gehört der Hyperbel, die zweite 
der Ellipse und die dritte der Para- 
bel an. 

Die allgemeine Gleichung der Para- 
bel, wenn deren Axe die Äbscissenlinie 
und der Scheitel der Anfangspunkt der 
Abscissen ist, hat man also 

y 9 = Ax (4) 

2. In No. 15, pag. 176 ist, um auf den 
Character der Kegelschnitte specieller zu 
kommen, Bezug genommen auf den Art. 
.Brennpunkte derKegelschnitte“, 
Bd. I, pag. 420 mit Fig. 257. Hier wer- 
den die Constructionen der Kegelschnitte 
aus dem Kegel bildlich dargestellt und 
die Hauptformeln für dieselben abgeleitet, 
wobei die Axen als die Abscissenlinien 
mit dem Scheitel F als Anfangspunkt 
gelten. Die Abtheilung A handelt spe- 
ciell von der Parabel. 

Hit Bezug auf die Bezeichnung, Fig. 


nier ist k der Durchmesser EF des 
Kegels in dem Scheitel F der Parabel 
und « der /_ ISA F des Axenqueischnitts 

in der Kegelspitze. Oder 2k sin ~ durch 

p (Parameter) ausgedrückt. 

y 9 = px (6) 

An diese Gleichung knüpft sich der 
Grund für den Namen Parabel (anpn 
gleichkommend), weil das Quadrat der 
Ordinate gleich ist dom Rectangel zwi- 
schen dem Parameter (p) und der Ab- 
scisso (x). 

3. Die Gleichungen 4 bis 6 für die Pa- 
rabel haben die Beschränkung, dafs die 
Äbscissenlinie die Axe mit dem Scheitel 
als Anfangspunkt ist und dafs die Ordi- 
naten rechtwinklig sind. Eine allgemeine 
Gleichung für die Parabel ist aber eine 
solche, die oino gegen die Axe ganz be- 
liebig liegende Äbscissenlinie, einen be- 
liebigen Anfangspunkt hat und dessen 
Ordinaten einen beliebigen Winkel mit 
der Äbscissenlinie bilden. Nur liegt das 
ganze Coordinatensystem mit der Parabel 
in einerlei Ebene. 

Eben so wie für die Ellipsei und Hy- 
perbel (s. .Ellipse", No. 3 und 4, pag. 
39 und .Hyperbel“, No. 5, pag. 263) 
und mit denselben in dem erstgenannten 
Art. angegebenen Hülfsmitteln sollen nun 
hier die der Parabel angehörenden allge- 
meinen Gleichungen geordnet und auf 
Fig. 608, Bd. III, pag. 40 bezogen zusam- 
men gestellt, auch noch einige andere 
Fälle ninzugefngt werden. 

A bedeutet den Parameter der allge- 
meinen Gleichung (4) 
y 9 — Ax 

AC ist die Axe, A der Scheitel, E der 
Anfangspunkt der Abscissen, EE= v die 
Abscisse , FD = s die Ordinate. Die all- 
gemeine Gleichung für den Parabelpunkt 
(Bd. II, pag. 177, Formel 29) ist 


I. si»*(^-l-d)s , -2«ii«(/S+d)»«n^s«+iM*V‘‘ ,a -C 2 »‘* ,, W+^* i "^ + “ ic,> *W+d)]* 
+ (3j sin V + -4 co* ß) « + »*»*" V ~ A (p - 1 cot ß) = 0 
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Dreht man (Fig. 608) die Abscissenlinie Scheitel A entfernt. Ist dann /flD'FC 
CF um C in die Axe AC, so kommt /•' = d, E ’F = u, D’F = s, so hat man für 
in F, E in E', der Anfangspunkt E‘ der den Parahelpunkt D' die Gleichung (Bd. II, 
Abscissen ist um die Länge p - fl vom Formel 33, pag. 177). 

II. »in -d • i‘ — A cot <! • 5 + Au — A (p — g) = 0 

Setzt man in diese Gleichung p — e = 0; Setzt man daher in Gleichung II. 
u = — u, so erhält man die Gleichung i — hcoscci) für s, so erhält man die 

für die in der Axe liegende Abscissen- Gleichung, wenn die Abscisscnlinie in 

linie, für den Scheitel A als den All* dem Abstand A mit der Axe parallel 

fangspnnkt der Abscissen und den Coor- läuft, der Art, dafs die Axe zwischen 

dinatenwinkel <7. Curve und Abscissenlinie liegt. Bereich* 

III. «ssi • s* — A cot d • i — Au = 0. net man die Länge AE’ = p—fl mit », 
Nimmt man (Fig. 608) in der beliebigen zieht von E’ eine gerade Linie E'H un- 
Entfernung E’L = h eine der Axe paral- ter dem Coordinatenwinkel E'HJ = d, ao 
leie GJ , verlängert D’F bis G, setzt ist II der Anfangspunkt der Abscissen; 
GD’ = s', so ist für Gleichung II. für den Parahelpunkt D' ist dann //0 = u 

D’F = % = s’ — FG — i ’ — A cotec J. und die Gleichung ist 

IV. »in V • j* — { A cos J -p 2A »in J) s -p Am -p A 3 -p A A cot J — As = 0 

Setzt mau in diese Gleichung » = 0, für denselben Coordinatenwinkel d und 
u = — n, so erhält man die Gleichung dor mit dem unter dem Scheitelpunkt A be- 
Parabel für dieselbe Abscissenlinie GJ, legeneu Anfangspunkt JW der Abscissen. 


V. »in 2 d • s* — (A cos d -f 2A »in d) t — 

Setzt man in diese Gleichung * = 0, so 
erhält man Gleichung III. 

Setzt man in Gleichung IV. für h den 
Werth — A, so erhält man die Gleichung 
unter denselben Bedingungen mit IV, 

VI. »in 5 d • 5* — (A cos d — 2A »in d) s 

Setzt man in diese Gleichung A »in d 
für A, so erhält man die Gleichung Bd. II, 
pag. 177, Formel 37. 

Setzt man in den vorstehenden Glei- 
chungen I. bis VI. den Coordinatenwin- 
kel, in I. ZGd + ‘J) = 9° 0 i in II- bis VI. 

VII. »’ — 2 rin ß • zw + »in *ß • «’ - 2y 

- A (p - g cos fl) = 0 

Aus Gleichung II. entsteht 

VIII. »* + Au - A (p - g) = 0. 

Aus Gleichung III. entsteht 

IX. s«- Au = 0. 

Aus Gleichung IV. entsteht 

X. s’ - 2As + Au + A J - A» = 0. 

Aus Gleichung V. entsteht 

XI. »* — 2As — Au + V = 0 

Ans Gleichung VI. entsteht 

XII. + 2A» -p Au + W - As = 0 

IV. 


A« + A> + AA col d = 0. 

nur dafs die Abscissenlinie in dem Ab- 
stand A von der Axe entgegengesetzt, 
nämlich nach oben der Curvenhälfte zu 
liegt. 


* Au -p A* — Aa col d — As = 0 

/_d = 90°, so erhält man Gleichungen 
unter denselben Voraussetzungen, nur 
dafs die Ordinaten mit der Axe normal 
sind. 

Ans Gleichung I. entsteht 


sin fl • s + (2g »in ’fl A cos fl) u -T g 7 »in V 


4) Band II, pag. 178, No. 23 von 1. bis 
VI. sind für alle Kegelschnitte die Werthe 
der in der allgemeinen Gleichung (1) vor- 
kommenden Coefficienten erwiesen und 
angegeben. Es sollen diese Werthe für 
die Parabel allein hier zusammengestellt 
werden und zwar in Beziehung auf Glei- 
chung 1, wenn man darin für Fig. 608 
und zur Uebereiustimmung mit den For- 
meln I. bis XII. den Werth « für x und 
i für y setzt , Gleichung 1 wird sodann 

16 
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zu der Gleichung 

ai 9 -f- bz v + cu 9 -f di -f eu 4 f - 0 

I. Der Coefficient a ist = 1 wenn (Fig. 
608) D KC = (J -f ß) , d. h der Winkel, 
den die Ordinate mit der Axe bildet, ein 
Rechter ist. Dividirt man daher eine mit 
m 9 gegebene allgemeine Gleichung für 
die Parabel mit n , so verwandelt man 
dieselbe in eine Gleichung, für welche die 
Ordinaten mit der Parabelaxe normal 
sind. 

Da diese einfache Operation überall 
auszuführen ist und die übrigen Coeffi- 
cienten vereinfacht, so sollen die Glei- 
chungen 1. bis VI. für die Untersuchung 
der Coefficienten aufser Betracht bleiben. 
Die letzten sechs Gleichungen gehören 
also der allgemeinen Gleichung an 
s* + b%u -f- cii* + d* + eu -i ? = 0 

II. Der Coefficient b von tu ist = dem 
doppelten negativen Sinus des Winkels 
(0) zwischen der Abscissenlinie und der 
Axe (Gl. VII). Wo die Abscissenlinie in 
der Axe oder mit derselben 4= liegt, ist 
/i = 0 und das Glied mit »« fallt fort 
(Gl. VIII. bis XII.). 

III. Der Coefficient c von w 3 ist eben- 
falls nur von demselben Winkel $ ab- 
hängig und = dem Quadrat seines Sinus. 
Für den Fall, wie ad II. gedacht, für die 
Gleichungen VIII. bis XII. wird 0 = 0, 
also fi» *ß = 0 und das Glied mit u 9 fällt 
aus. 

IV. Der Coefficient d von z ist = der 
doppelten Entfernung des Anfangspunkts 
der Abscissen von der Axe; negativ, wenn 
die Axe zwischen der Parabelhälfte und 
der Abscissenlinie liegt (Gl. VII, X, XI.); 
positiv, wenn die Abscissenlinie zwischen 
der Axe und der Parabelhälfte liegt (Gl. 
XII.). Ist die Axe die Abscissenlinie, 
so fallt das Glied mit z fort. 

V. Der Coefficient e von u hängt von 
3 Elementen ab. I. Von dem Winkel ß 
zwischen der Abscissenlinie und der Axe. 
2. Von der Entfernung des Anfangspunkts 
E der Abscissen von der Axe (g • «in ß ) 
lind von dem Parameter A. 

Ist die Abscissenlinie die Axe oder 
läuft sie mit derselben parallel, so ist 
0 = 0 und e=A (Gl. Vllf, X, XII.); ist 
hierbei der Scheitel zugleich Anfangs- 
punkt der Abscissen (IX, XI.) so ist 
• =-d. 

VI. Der Coefficient f, das bekannte 
Glied. Liegt die Abscissenlinie in der 
Axe, der Anfangspunkt der Abscissen in 
der Entfernung p — g-s vom .Scheitel 
(Gl. VIII.) so ist f= — Ai. 

f wird = 0, wenn der Anfangspunkt 


der Ahssisseu im .Scheitel liegt (Gl. IX.). 
Siehe den Grund hiervon in dem Art. 
„Curven“, pag. 173, No. 4. 

Liegt die Abscissenlinie + der Axe 
und fallt die Projection des Anfangspunkts 
auf die Axe in den Scheitel (Gl. XI ) so 
ist f = dem Quadrat des Abstandes h bei- 
der Parallelen; f - h 9 . 

Läuft die Abscissenlinie in der Ent- 
fernung h # der Axe und ist die Projec- 
tion des Anfangspunkts auf die Axe um 
* von dem Scheitel entfernt (Gl. X, XII.), 
so ist f = A* — As. 

Setzt man k 9 - As = 0, so erhält man 
dasjenige s, für welches der Anfangs- 
punkt der Abscissen in einem Parabel- 
punkt liegt. (S. den Grund hiervon in 
dem Art. „Curven“, pag 173, No 4.) 

Setzt man in der allgemeinsten Glei- 
chung (VII.) die Entfernung p sin ^ des 
Anfangspunkts von der Axe = A, ; die 
Entfernung (p — g cos ß) der Projection 
des Anfangspunkts vom Scheit«'! = <r, so 
hat man ganz allgemein 
f = h 9 — As 

In Band II, pag. 180, No. 25 mit Fig. 
534 wird die geometrische Uonstruction 
des Parameter A bei gegebenem Kegel 
gezeigt. 

5. Um nun fernere speciellere Unter- 
suchungen über die Parabel anzustellen, 
ist an die No. 1 und 2 aufgestellten C 
Formeln anzuknüpfen und fortzufahren. 
Zugleich ist auf einige elementare Ent- 
wickelungen und geometrische (’onstruc- 
tionen in dem Art „ Brennpunkt der 
Parabel“ aufmerksam zu machen. 

In Fig 872 sei EDO eine halbe Para- 
bel, E deren Scheitel, EK deren Axe. 
Für den Parahelpunkt D ist EG = x die 
Abscisse, GD = y die Ordinate, und 
nach Formel 5 nnd 6 


y 9 = 2k «in — • x — pr 

Berührt CT die Parabel in D und ist 
DL normal auf DT, so ist für den Punkt 
D: DT die Tangente, DJ die Nor- 
male, GT die Subtangente, GJ die 
Sub normale. Band II. j»ag. 185 sind 
die allgemeinen Formeln für diese 4 Li- 
nien angegeben. 

Nämlich dio trigonometrische Tangente 
des Winkels DTG zwischen der Tangento 


und der Axe : tg « = r* = 


die Tangente 
die Normale 


fr 


8 r 


DT -7r x \ 1 +(f*)* 
DJ = fx)i +(fT) 9 
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<lie Subtangente OT =-*=]* 

I • 

die Suhnnrmale GJ = f-r * f.r 
Nun ist für die Parabel ji s = p.r 

mithin t Jre = | 7=j£h (7) 

Tangente DT = | 4-r* -f- y* - j 4 j- a -f 

= J I 4?T 7 (8) 

Normale DJ = ^ ) y+4x*= } | y + 4px 
= PJP , + »’ (9) 

2u a 

Subtangente GT = 2x = — (io) 

p 

Subnormale (7J = ^p (H) 

Ist DL der Krümmungshalbmesser r 
für ö, so hat man nach Bd. II. pag. 188, 
Gleichung 9 bis 11. 

Abacisse EK = 3x + i/> 

Ordinate LK = — = ** = 1»’ 
y p p’ 


( 12 ) 

(13) 


Hadius DL = I, ' fl ( 14 ) 

* 4 p 

<> In Betracht, dals die Ellipse und di* 
Hyperbel Durchmesser haben, ist es 
angemessen zu untersuchen, ob dies nicht 
auch für die Parabel der Fall sei. 

Setzt man in Formel I. das Bekannte 
.«* »•» V — ■* (P - 9 co« /») = 0, 80 ist (Fig. 
«08, pag. 40) der Anfangspunkt E der 
Abscissen ein Parahelpunkt. Es fragt 
lichnun, unter welchem Winkel ß dl» 
verlängerte I.inie EC ein Durchmesser 
wird; d. h. unter welchem Winkel ß für 
ein jedes einzelne w zwei gleiche entge- 
gengesetzte • entstehen. 

Die Gleichung 1. hat nun die allgemeine 
Form 

« S S* - 8 ZU + CM* + di + 1 u = 0 

und es ist ein einziges ± > als Wurzel der 
Gleichung nur möglich, wenn diejenigen 
Glieder, welche uz und 5 zum Factor 
haben, fortfallen. 

Diese beiden Glieder sind nun 


- 2 sin (ß + J) sin ß • zu - [2 g sin 04 + rf) sin ß + .4 cos (ß + d)] s 


Das erste Glied wird = 0 für ß = 0 und 
für (^ + il) = 0; für die zweite Annahme 
wird das zweite Glied — — A s, verschwin- 
det also nicht. Es mufs also jedenfalls 
ß — 0, d. h. die Abscisse, wenn sie Durch- 
messer werden soll, mit der Axe 4= lau- 
fen. Für diesen Werth erhält man die 


Gleichung I. 

sin * J ■ »’ — A cos J • t + Au = 0 
Die Abscisse ist hier die Axe und die 
Gleichung spricht aus, dafs sie nur für 
J - 90° , so dafs — A cot 3 * s = 0 wird, 
als Durchmesser existirt, dafs also schief- 
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■winklige Ordinalen durch die Axe nicht auf die Gleichungen überzugehen, welche 
halbirt werden. in Abständen von der Axe und 4- mit 

Um nun zu untersuchen ob für eine derselben die Abscisse innehmen, also 

mit der Axe parallele Abscisse ein Win- auf Gleichung IV. und VI. Mit liinfort- 
kel <J existirt, für welchen die Ordinaten lassung der bekannten Glieder erhalt 
durch dieselbe halbirt werden, hat man man 

Gl. IV. »in 2 <f • s’ - ( A cos J + 2 h f iw <!) t + Au = 0\ 

Gl. VI. sin *d * »* — ( A cos <! — 2 h sin d) s -f Au = Oj 


Man hat also zuf Bedingung: 

A cos i) ± 2A sin J = 0 (16) 

woraus lg i = t — (17) 

d. h. befindet sich die Abscisse unter- 
halb der Axe (Gl. IV.), so ist i stumpf, 
und befindet sie sich oberhalb der Axe 
spitz. 

Dieser Ausdruck für lg J gilt für jeden 
Punkt der Parabel, also auch für den in 
der Parabellinie liegenden Anfangspunkt 
der Abscissen. Fallt man von diesem 
ein Loth auf die Axe, und bezeichnet 
man den Abstand dessen Fufspunkts vom 
Scheitel mit x, so ist h-y und tg <! — 

— = ---. Mithin ist J — dem /_a den die 

2j 2 y 

Tangente des Parabelpunkts mit der Axe 
bildet. Wenn also rig. 872 UM t= Äff, 
so ist DM unter dem Abstand VH = * 
= DG = y von der Axe ein Durchmesser 
der Parabel und die mit der Tangente 
DT parallelen Ordinaten werden, wie OH 
in P, von DM halbirt. 

7. Bei Bildung der Gleichungen 15 ist 
zum Anfangspunkt der Abscissen der Pa- 
rabelpuukt E, Fig. 608, (Bd. III, pag. 40) 
festgestellt. Für die Bezeichnung, Fig. 
872 hat man also don Punkt D für £, 
die Abscissen *, haben die entgegenge- 
setzte Lage von w, mithin — x, tür «; 
y, für s; n für <J und es ist A = p. 

Man hat nun aus Gl. 15 und 16: 

A cos d 4: 2 k sin d = 0 
mithin ist auch die Summe der übrigen 
Glieder 

sin S J • i‘ + Au = 0 
oder sin V • y, 1 — px, = 0 
hieraus erhält man also, einen Durchmes- 
ser zur Abscissenlinie genommen, die 
schiefwinklige Coordinatenglei- 
chung 

y,' 1 = - r~f • x, (18) 

sin 7 n 

oder wenn man die Entfernung GD des 
Durchmessers von der Axe wieder mit 

sin J 

h bezeichnet, da aus Gl. 17 lg o = 


( 21 ) 


gesetzt = 4*1 + — « 

= (19) 

P 

8. Nimmt man eine Tangente zur Ab- 
scissenlinie , den Berührungspunkt zum 
Anfangspunkt, die Ordinaten 4= der Axe, 
so erhält man die Coordinatengleichung 

s = —ff — 

t/P + jr 

Denn ist (Fig. 872) DQ = u , QN = s, 
DQ = k, £DTG = a, so hat man in For- 
mel 19: z für x,; u für y, gesetzt: 

„z = l*L tfff.a (20) 

P 

woraus i = ttj— — i • «*’ 

4 ** + p’ 

zu gleichen entgegengesetzten Abscissen 
w gehören also gleiche Ordinaten s. 

9. Nimmt man die Ordinate DG als 
Abscisse (.r) , D als deren Anfangspunkt 
und die Ordinaten (y) rechtwinklig, so 
hat man für einen Punkt N 

D V = x — « sin a 
VN = y = w cos n — c 
Also nach Gl. 18: 

yxueoso-’-i—u' (22) 

x 

Ans der ersten Gleichung ist w - jr-j 

und diesen Werth in die zweite Gleichung 
gesetzt 

y = x cot « (23) 

P 

woraus die Coordinatengleichung 

x 7 — p • cot a > x + py = 0 (24) 


Setzt man aus Gleichung 17: lg n = — , 
so hat man 

x* - 2hx + py = 0 (25) 

Die Auflösung der Gleichung gibt 
x = + Ai p'A’-pjT (26) 

für jedes y also liefert die Summe der 
beiden zugehörigen * den Werth 2 DG 
= 2*. 
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Für A = 0, wenn also DM in der Axe 
liegt, erhält man 
*’ + py = 0 

also gleich der ursprünglichen tileichung 
*’ - px = 0, wenn man y statt von 0 
nach E hin von E nach G hin rechnet. 

10. Nimmt man F.B=\p, so hat der 


Punkt B die Eigenschaft, dafs eine von 
ihm nach irgend einem Parahelpunkt D 
gezogene Linie DD mit der durch D pa- 
rallel der Axe gezogenen Linie DM einen 
Winkel BDM bildet, der durch die Nor- 
male DJ halbirt wird. 


Denn cs ist BD 7 = BG* + DG 1 = (jt — |p) J + px = (* + lp) J 
also BD = x + ip (37) 

und BJ = EG + GJ — EB = ar-f — ip — jr-f lp 

folglich BD = BJ und Z BDJ = Z BJD = /_JDM 


Ist also der Punkt B ein leuchtender 
Punkt, so werden alle von ihm nach der 
Parabel geworfene Strahlen in Linie f- 
der Axe reflectirt. Der Punkt B heifst 
deshalb der Brennpunkt und die von 
ihm nach der Parabel gezogenen Linien 


Brennstrahlen (s. den Art. «Brenn- 
punkt der Parabel“). 

II. Rec t ification der Parabel. 
Dieselbe ist als Beispiel ausgeführt Bd. II, 
pag. 191. 

Es ist der Bogen ED = 


* = £ [* y \Y +4? + p> m U+JpJ?] 

durch p und x ausgedruckt, indem* man y l = px setzt 

1 = i| 2 , p+ü- + p In 2»-llP+'iiJ 
durch x und y ansgedruckt 

1 = i [*- KF+4Ü + y’ '» 


( 2 *) 

(29) 

(30) 


12. Quadratur der Parabel. Die- 
selbe ist als Beispiel ausgeführt, Bd. II, 

ag. 192. Wird der Anfangspunkt im 
cneitel E genommen, so ist die Para- 
belfläche G DOII zwischen den Abscissen 
EC = * und EJ = x ' , den dazugehörigen 
Ordinaten 

(31) 

13. A. Das Parabelstück zwischen dem 


Scheitel E, der Abscisse x und der Or- 
dinate y 

F=\xy (32) 

B. Die Fläche EDT zwischen der Pa- 
rabel und der Tangente ist 

P=ä-rjr (33) 

Denn das (±DGT ist = 1 TG X DG = xy. 

C. Die Fläche EDB zwischen der Pa- 
rabel und dem Brennstrahl ist 


F= i*. (4* + 3 p) Vpx = *- (4*« + 3y>) = * • *^11^ (34) 

x p 

D. Die Fläche ODMPO eines Abschnitts E= Jx, y, sin n 

zwischen einer auf einem Durchmesser Denn nimmt man Bd. II, pag. 192, Fig. 
DM genommenen schiefwinkligen Ordi- 540 die Ordinate EB unter einem Z«. 
nate OM und der von ihr abgeschnittenen so erhält man das Zuwachsparallelogramm 
Parabel ist = £f7/C = A x (y + Ay) sin a 


... . &x /*2w J 

mithin auch F= sin a/y dx = tin a/y ^ • dy = tin n J 8y = §xjr «in a 


Mithin die Ebene ODM PO dreht, ist für den Fall, dafs der Bogen 

= Jx, y, »*» n (35) zwischen den zu den Abscissen x und*' 

14. Die Calotte aus dem Parabelbogen, gehörenden Ordinaten sich befindet in 
wenn derselbe um die Axe sich herum- 
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Bd. II, pag. 194 als Beispiel berechnet Ist x' - 0, also für die Calotte des Bo- 
i'=l*l>[(4* + p)*-<4* 1 + p) 1 ] (36) *•"' ED Hm EG 

F^ny p [<4* +p)* - p*]-= n Sf^LlZ? 

6 P 

V*' (* y* + p*)* — y* 


15. Dreht sich der Bogen 00 um sei- für DU = x den Werth «'-f/roin 
nen Durchmesser D<1/, so hat man in der fQ r OU — y den Werth y' iin n zu setzen. 
Quadraturformel BdJ^ pag. 194: Es ist demnach 

s=.-a/. + ©'s. 

r »<- + »»» 

di« Wurzelgrofse nebst Differenzial ist umgeändert und reducirt 

= l/[9 (x -f y ros ci)]* -f (9y sin n)* = V / (öy)* + (9*0* -f 2 • Oy • co9 tf 


>-n' + .+,?-v. 




\ ' ; Öx y 4y J T . 1 2y 

Mithin f’= ^ ' S p H —fy I 4y* + 4p ro* o • y 4 p* • Oy 


Man hat nun das Integral nach Kor- Aus Formel 232, pag. 342 
mel 233, pag. 342, wenn man j-y y - P CB f " + : 8 » y y + ti „ , n /% 

e = 4; 4 = 4p cot n: a = p* setzt. „ J FF 

. . . ' r | _ v „ Endlich aus Formel 229, pag 342 

(4y> + ip cot n ■ y + p*) = F gesellt ,•* 1 6 


/»VT = tV 


oi n • y + p-; = / geseui • “ 

_ , . yi _ Fjota Y J j 7 y=i'n(peo»rt + 2y + 


_ 2«*i»«r,„ „ pcotu Ipeeare-f2y v , - ,, , ... „.11 

F= — - — [AFl F- y- •[- j ? KP+ ip , »» , n-l/»(pco»n + 2y + VF)J J 

= [ | Y + y + ^ (2 — 3 co« ’o)J|/ F— «pbin ’n-cos nln(pcot «+2y+F F) J 

Für y = 0 wird F=0. Es wird dann yY — p und man hat für die Constante 
0= - — * - ** " J|j{2 - 3c*s V) - f p’ «» *« • cot n In (p cot a + p)J + C 

den negativen Werth als den der Con- durch den Bogen 00 nm den Durchmes- 
stante in die Formel für F gesetzt gibt ser DDh 
reducirt vollständig die Umdrennngsöäche 


2,-r sin b T T yj 

; p l LT 


+ — F + 24 < 2-3 ) col’n) |'4y* + 4p co» « . y + p* 


-| 4 (2-3co,>B)-*p>.i»*.<co,B/ 1 , p( l +co . n ) -j """ 

Setzt man n = 90°, so sind die Ordinalen rechtwinklig, die Abscissenlinie ist 
die Parabelaie und man bat: 

*=?[(?+ S l'V + T’ - S = * 7 K 4 V’ + P 1 )* - P‘] (39) 


p cos a -f 2 y -f V 4y* + 4 p cos oy -f j 
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16 Dreht sich der Bogen A ID um den die Abscisse PW <= y' eoi n — x' 
Dnrchmesser DM, so hat man die Ordinate NW = y’ »*» « 


also F = 2.7 fy »in n ) [9 (y co« n - *)]’ + (öy »in n) 3 
folglich ist hier die Wurzelgröfse 


| (09)’ + Q *? - 28* • 0* ■ «w « = y £, + 1 - 2 ^ «* ■ J ■ 8 » 


und 


f = 2 ' T *** “ fy (.'4y* — 4p co» n • y + p* • 8y. 

P 


Nach den in No. 15 citirteu Integral- und 4y’-4pco »«-9 + p’- 1 ftrn * r 

. . . i_ j: - n COM f* 

T 


formein hat man nun, wenn man in die- , „ . v_ j, y 1 V + f\ Y 

sen Formeln n = p’-, 4 = -4pco«oi e = 4- ^9l^-rt'» 2 


p co» n -f 29 „ , . . . / 89 

»F = -- „T_»py+ip»»m»«y prj 

endlich = 1 'n (- p co» n -f 29 + V F) 

J 

2.7 »in n [(49* - 4p co» «• 9 + p* , P co» « — p co» n + 2y \ j, 

j— L\ - — 12 + 2 4 r 

4 . . 4 p* »in ’« • 4 in (- p co» « + 2y -f FloJ 

Lü/T— *”—«+— (2 - 3co«’n)l J4y ! -4pco» « • y + p* 
p \L 3 12 ® 24 J 

+ 4p* »in*« • CO» « /n[-p co» « + 2y + j'Jy* - 4p co« « ■ y + p’]) 

Für 9 = 0 wird auch F=0; es wird dann l y = p und man hat für die Constantia 

0 a re! (2 - 3 co» *0) + jp* «in *n • co» n In (- p cot n + p) I + C 

p L24 J 


Mithin 
«in 
V 

ln sin ( 


den negativen Werth dieses Ausdrucks durch den Bogen ND um den Durch- 
in die Formet für F eingesetzt , reducirt messer DM 
gibt vollständig die Umdrehungsfläche 


_ ?_(2 — 3co«’n)+ip’«in*«-co»ft -/n 

Setzt man « - 90° , so sind die Ordi- 
naten rechtwinklig, die Abscissenlinie ist 
die Parabelaxe und man hat: 

«■> 

17. Dor Körper, welcher durch die 
Umdrehung der r’bene DhO um die Axe 
entsteht, ist in Bd. II, pag. 195 entwickelt. 

K= J«xy’ = inpx s (42) 

Liegt die erzeugende Ebene zwischen 
den zu den Abscissen i, *’ gehörenden 
Ordinaten y, y so ist 


» *«)J | 4 y’ — 4p co« « • y + p’ 

- p co« n + 2y+ | , 4y*- 4pco» o • y -bp’\ ^ 

- p co» o + p / 

K = 47(xy*-*’y'*) = 4/Tp=(a' , -jr’’) (43) 
18. Dreht sich die Fläche ODP um 
den Durchmesser DM, so würde für 
rechtwinklige Coordinaten der Körper = 
sein K = n fy ’ 8 x. Für schiefwinklige 
bleibt der Ilalbmesser der sich drehenden 
Zuwachsfläche dasselbe Loth OU von 0 
auf DM, mithin hat man den Werth des 
verlangten Körpers 

ö J 

K= nßj), #i«o)*0x,=« »ii**«/y,** £ 8y, 
Nach Formel 18 ist 
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also 


2y, Oy, = “j- 9x, 

»in 3 n 


0x, _ 2y, »in 3 « 

Oy, 


(*♦) 


Diesen Werth in das Integral für K 
gesetzt gibt 


K = nr in *nfy,* “ Sy, = 2 7 »in *« fy, 1 Öy, 


. n • 4 * .... und es dreht sich die Fläche ODU um 

* p a ' St (46) ( i PI1 Durchmesser, so hat man den Körper 

wo die Constante fortfällt, weil füry, = 0 v _ <>.. 8x c. 

auch lf=0 wird. K = itßn, ..n«)»^8y 

19. Fällt man (Fig. 872) von O eine wo DU unter x und OU unter y ver- 
Ordinate OU auf den Durchmesser DM, standen wird, also 

v _ n . „ S (x, + y, co» «) . . 

K-nJly, „n «)> . 0 ÜT. '•» <0 

ö X 

= ^ itn öy, -f « *•» öy» • co* « 

= n sin *ctfy* - oy, + » co* o fy* • öy, 

= i »in 4 a • y, 4 + *in 3 « • cos « * y, J 


v 4 

= 1 n — »in J n (S 


(3y, »in ’n + 2p co» n) 


(46) 


wo wie ad 18 die Constante fortfällt. man findet denselben sofort nach der 

20. Der Unterschied der beiden Körper Gnldinschen Kegel (pag. 229): 

Foraei 45 und 46 ist = dom zweiten Gliede Es ist nämlich der Flächeninhalt von 
in Formel 4t. A 0PU _ . . t/ » rin „ . cw „ 

= Kn *in *rt cos « • i/ 3 . n . « .. ~ 

Dieser Unterschied ist offenbar der Kör- D,e Entfernung seines Schwerpunkts 
per, welcher entsteht, wenn das Dreieck vom Durchmesser A-y, »inn. 

POU um den Durchmesser sich dreht; Die Peripherie vom Halbmesser 1 = 2-t. 

Daherder Körper = 2n • Jy, »in«. ly, 3 »in«.co»« = Jnsin'n • cMn.y* (47) 


21. Bezeichnet man die Entfernung 
HU des Durchmessers von der Axe mit 
A, so findet man die F'ormel für den 
Körper, den die Fläche DOU bei 
ihrer Drehung um DU beschreibt, 
wenn man OU = y„ DU = x, setzt. 

Nun bat man für den Parabelpunkt 0 
in Beziehung auf die Axe EH = x und 
HO = y 

1 . HO* = p ■ EH oder y* = px. 

Ferner ist EH = EG + GH 

„ . A 3 

2. oder x = |- x, 

P 

Ebenso HO = HU+UO 

3. oder y = A + y, 

folglich ist x und y durch x, und y, aus- 
gedrückt die obige Coordinalengleichnng. 


4. (* + y,)’=p(— + x,) = A’ + px, 

5. nndp = ^±»^’=^(2A + y) 

X, X, 

Dieselbe Gleichung (4) differenzirt gibt 
2 (* + y.) Oy, = P Ox, 

„ Sx 2 (A + y,) 

Oy p 

Nnn hat man den Körper 

K = ti fy* Sx = * fy* 2 - ( ^-^Sy, 

= — (/Ay, 3 Oy, +fy, 3 Oy,) 

P 

= y (S Ay,*+ ly,*)= 1 J y,*(4A+3y,) (48) 
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und wenn man ans (5) p durch A, x, und 
y, auedrückt 


K- J !t X, y,* 


fAjHBft 
2A + y, 


(49) 


Setzt man A negativ, liegt also D’ statt 
D um die Entfernung HW = A unterhalb 
der Ale, so ist U'O = y, und der Körper 
K ist der, welcher durch die Drehung der 
Ebene D'EDOU’ um den Durchmesser 


D’U' erfolgt 

K= *”*<»* Y!r*r (50) 

für A = 0 entsteht der Körper durch die 
Drehung der ODEH um die Axe EK 
K= jar, y, J 

22. Der Körper, welcher entsteht, wenn 
die Ebene ODU tim die Ordinate OU sich 
herumdreht. 


Setzt man die Höhe des Parabelpuukts 
O von der Axe, also HO = h, die End- 
ordinate OU = y; die Ahscisse DU = x 
so ist f/fl=DC=A-y . (1) 

EG-EH-GH- h - -x (2) 


und es ist 

(A-y)*=p(y — x^ = A a — px 

Nun ist für den Fall, dafs die 
UDEH um die Ordinate OH sich 

K = 8* 

Nun ist aus Oleichung 3 

2 (A - y) (- 8y) = — p 8x 

8 (A — y) p 
woraus — ^ = — £ — 

8.r 2 (A - y) 

und 


(3) 

Ebene 
dreht : 

(4) 


K= t/j-’ 


P 

2 (a — y) 


8x = 


p.T /' X* 0X 

2 J fh^yx 


Setzt man, um das zu integrirende Dif- 
ferenzial rational zu machen 


so ist 



— pdx- 


2 s 0 s und = 7 - = 

ös 


- 2s 

P 


folglich A'= — 7 = 

2 J p*i p 

= -4yTA‘-2A>s» + s«)8s 


" J{* - 8s 


= - 4 (* 4 * - 1*’ »* + i »‘) + C 

V 

~ - (8A 4 + 4A 3 px + 3p* x*l J A a - px + C. 

Für x = 0 wird y = 0 und K = 0 mithin ist 

0 = - z—j . 8A* • A = - -?-* A 4 + C 
15p J 15p’ 

und es ist vollständig. Der Körper aus der Drehung der Ebene ODU um OH = 


K = — [8A 1 — (8A 4 + 4A S px + 3p* x*) (A* — px] 


(41) 


Für x = EH = x wird t A’-px =0 

P 

und man hat den Körper der durch die 
Umdrehung der ganzen Ebene ODEH um 
die Ordinate OH hervorgeht 

(52) 

15 p J 

23. Den Körper, welchen die Ebene 
DNW durch ihre Umdrehung um die 
Linie DW erzeugt. 

Setzt man DG = A, GE — IViV = y, 


DW = x, so ist 

(WX - WN? = p (GE — WD ) 

oder (A — y)* = p — x^ = A ’ — px 

hieraus 2 (A — y) (— 8y) = — p 8x 


mithin 


8x _ 2 (A — y) 


9 » V 

Nun ist, wenn man y als den Anfangs- 
punkt der Abscissen annimmt und die 
Fläche YWEN um HF sich drehend 
denkt 


K = n /y* 8x = * /y* • ?-!* -■ -J0 8y = j J\h? - y 3 ) 8y = ^ (4A - 3y) (53) 
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HO die Constante fortfällt, weil für y = n 
auch K - 0 wird, und es ist dieser Werth 
= dem Inhalt des Umdrehungskörpers 
wenn die Kbeno DJVIF um DIF sieh 
herumdreht. 

Setzt man y = *, so hat man den Kör- 
per, der von der Umdrehung des Bogens 
DBE um DY erzeugt wird 


K -± . k' = i.-t DG’xEG (64) 

6p 

Die Formel wird sehr weitläufig ent- 
wickelt, indem man x statt y einführt. 
Man erhält sie auch, wenn man ans 
der obigen Formel (*— y)* = *’ -px 
u = *- ( — px entwickelt und diesen 

Werth in Formel 53 einsetit 


K = — [44* - 3*px - (4A‘ px) I Ä 3 - px] (A + 3 | » s - px) 

6p 

= — (- 8 A* + 12 A 3 px - 3p 5 .<• + 8A (A> - px) 1 ! 

6p 1 


(55) 


24. Dreht sich dio Ebene EFZ um die 
Linie F.Y, so erhält man den l'mdre- 
hnngskörper durch folgende Gleichung'. 
Man setze EZ = x, FZ — y, so ist 
ff = » /»’ 9x 

Nun ist £Z* - p ■ FZ oder x 3 = py 

t * 4 

woraus y* = -j 
also 


K = 4 /x*. 8 x = - 

p tJ 5 


= 1 --ixy 1 (56) 


Parabeln höherer Ordnung, auch Pa- 
raboloiden genannt (vergl. .Apollo- 
nische Parabel“) sind Linien von der 
allgemeinen Gleichung 

y m+H =:a m x". 

1. Ist (m + n) gerade, n ungerade, so 
gibt es für jedes positive x zwei gleiche 
und entgegengesetzte y. Denn man hat 


y»lp 

es ist also 






Jii+L- 

•I - M 


_*L±i_\ 

x jP-t-7 + l) 


2. 8ind (m + n) und n ungerade, so 
gibt es nur einen möglichen Werth für 
y und zwar mit dem Voneichen von x. 
Denn mau hat 

Jp-*-I_ 0 2<P v) x (=f x) ! 7 + 1 
»(p-jr) 




woraus j = s I,l + 1 XvV* S,l+l 
die einzig mögliche Wurzel. 

3. Sind (m + n) ungerade und n gerade, 
so eiistirt nur ein positivor Werth von 
u, x mag positiv oder negativ sein. Denn 
haben in der Gleichung 
y " , + 3 I' = „’"x(t ,)*'’ 

(m + 2p) und 2p keinen gemeinschaftli- 
chen Factor, so ist 


m m +2p 

y = «’" f ’l’xl'+x ! ' 1 

4. Sind (rn + n) und n gerade, so kön- 
nen alle drei vorhin betrachteten Fälle 
Vorkommen. Denn es sei 

j 2 "/’ = a in 'P - 7> X (^- x)*** 
so entsteht durch Ausziehung der 2«ten 
Wurzel 

yP = a 1 ' X ( r x)7 

Haben nun p und y keinen gemein- 
schaftlichen Factor, so kann sein: 

Entweder p gerade und q ungrade (er- 
ster Fall); oder p und q ungerade (zwei- 
ter Fall) oder p ungerade und q gerade 
(dritter Fall). 

Dio Parabeln von der Form y m = a m ~ * 
heifsen eine quadratische, wenn m = 2 
ist; eine cubischo, wenn m = 3 ist, eine 
biquadratische oder sursolide, wenn 
m = 4 ist. 

6. Die höhero Parabel x* = py* hat die 
merkwürdige Eigenschaft, dafs sie^ der 
Parabel Evolute ist. In dem Art. „Evo- 
lute“, pag. 62 ist die Formel II. die 
Länge deren Abscisse a, die Formel III. 
die net Ordinate b beide rechtwinklig und 
entsprechen der Abscisse x und der Or- 
dinate y der Parabel, den Scheitel als 
Anfangspunkt und die Axe als Abscis- 
senlinie genommen. 

Nun ist y* = px 

. „ fFy _ p 

al öx 2y 

, 4.f 8 »V- 1 4 f*’ 

+ \0x/ + 4y‘ 4y> 

8*y _ p9y 

0x> ~ 2y> 

Diese Werthe in den Ausdruck für a 
gesetzt, gibt 


pH 4y» / 2y 3 \ P P 2 +4j 

4y* ’ \ p5y/ ’ 2y r 4y Oy 


P = , j. PH 4y« = x + P f -f 4 y 9 _ 


2p 


= iP + 


3y» 
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Dieselben Werthe in den Ausdruck für h gesetzt gibt 




p' + *n' =v >> > + 4 y , .. r — d j!i 

\ pdy) y 2/> Sy * p* * p’ 


Um nun die obere allgemeine Form der 
Gleichung zwischen a und b (als x nnd 
y) nachzuweisen hat man 
3y* 

aus a = lp + ~ 

P 


(«- *P) , = : 


P 1 


nnd 


- y 


h'= 16 


der Kegelfläche DA und der Grundfläche 
AE eingeschlossene hufförmige Körper 
ermittelt werden. 

Fig. 873. 


Hieraus ist 

Parabolisch ist was in Beziehung zur 
Parabel steht. 

Parabolische Asymptote ist au einer 
krummen Linie höherer Ordnung eine 
Asymptote in der Form einer Parabel. 

Parabolische Gurre ist eine Curre, 
welche der Gleichung angehört 

<f = a + 4x + ex’ + . . . . nix" 1 
von einer unbestimmten Anzahl Gliedern, 
wogegen eine Curre von der Gleichung 

y = «x + A + ^ + ^ + £ + .... 
eine hyperbolische Curve heifst 

Parabolischer Hnfabschnltt ist der 

durch eine Parabelebene vom Kegel ab- 
geschnittene Huf. 

Es sei CAB der Aaendurchschnitt eines 

g eraden Kegels, C dessen Spitze, AB die 
Irundlinie. Ist DE + BC, so gibt der 
Schnitt durch DE eine Parabel, und es 
soll der ron dieser Parabelebene DE, 



Bezeichnet man BC mit b AB mit 2r, 
legt zwischen A und DE eine zweite 
Flache durch die mit DK parallele EG, 
fällt das Loth AJ, so hat man 

EG = j- x 

2r 

AJ = x sin n 

Beschreibt man über AB den Halbkreis, 
so ist diese die halbe Grundfläche des 
Kegels, und errichtet man die Ordinate 
GH, bezeichnet diese mit », so ist 
s 1 = AG X BG = x (2r — x) 
die durch EG gelegte Parabelfläche ist 


K=JFGx2z=J».^ r X=*-»12rx 


Parabelebene E mal dem Differenzial der 2 b , . 

Höhe AJ = 8x • sin n l,nd 1 = 3 ~ r * ,,n a J* > 2rx ~ * öx 


Nun ist fx ( 2 rx — x* Ox = — ( (2rx — x*)^ + rf\i rx — x* Ox 
yj'2rx - x’ Ox = — j (r - x) ('2 rx — x J + j r J Are ■ com 

Hithin 

Z = g sin n [_ j (2rx - x 1 )* - |'2rx-x* + 1 r* Are com J 

= |^ *•* n [ - i(r + x) (3r - 2x) | 2 rx -T> + Jr j Are cos 
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Z = — i — sin a • (r -f x) (3 r — 2x) | 2 rx — x’ + J ör* »in n • Are cos — — 


Geht der Schnitt DF durch den Mittel- 
punkt der Grundfläche, so ist x = r und 

Z = l*r*»inn(^-- j). 

Parabolische Konchoide. Auf eine 
gerade Linie AB legt man eine Parabel 
mit ihrer Axe und schiebt diese auf der- 
selben fort. Zieht man von irgend einem 
festen Punkt C durch irgend einen und 
immer denselben Punkt D der Parabel- 
axe gerade Linien , so sind deren Durch- 
echnittspunkte mit der Parabel Punkte 
der parabolischen Konchoide CEF ... 

Fig. 87-J. 



Auf ähnliche Weise entstehen ellipti- 
sche und hyperbolische Konchoiden. Die 
parabolische Konchoide hat noch einen 
zweiten Zweig, der durch die zweiten 
Durchschnittspunkte, wie n, 6, e in den- 
selben Parabeln bestimmt werden. Der 
Anfangspunkt der unteren Konchoide ist 
der Erzeugungspunkt C und die gerade 
Linie CD’ nach derjenigen Parabel, welche 
den Punkt C schneidet, ist als Tangente 
die Grenze der Curre, die Parabelaxe AB 
ist eine Asymptote derselben. 

Die obero Konchoide fängt in unendli- 
cher Ferne links auf einem Axenpnnkt 
an, die Axe ist also diesem Zweige auf 
entgegengesetzter Seite gegen den unteren 
Asymptote, und rechts entfernt sie sich 
mit den Ordinalen unendlich weit von 
der Axe. 

Parabolisches Konoid ist der Körper, 
welcher entsteht, wenn ein Parabelbogen 
mit seiner rechtwinkligen Ordinate um 
die Absisse dreht. Also der Körper im 
Art. »Parabel“, No. 17 mit Fig. 872. 
Sein Inhalt ist (Formel 42) 

K= in xy». 

Ein abgekürztes Konoid (Formel 43) 

= K=in (xy* - *, y,*) = i np (x* - x,*). 


Parabolischer Spiegel, s. den Art. 

»Brennspiegel“. 

Parabolische Spindel ist der Körper, 
welcher entsteht, wenn eine parabolische 
Ebene um ihre Doppelordinate sich dreht, 
also der Körper in dem Art. »Parabel* 
No. 22, dessen Hälfte, nämlich der aus 
der Drehung der halben Parabelfläche 
EOH um Oll (Fig. 872) hervorgeht. 

Es ist mithin der ganze Körper K 

= »*V‘ 

Setzt man p • EH = Ol/*, d. i. pr = A 3 , 
so ist K = 1 J n r 3 A 

= A 71 r * (2A). 
Mithin beträgt dieserKör- 
per A des Cylinders, der 
denselben Halbmesser EH 
- r und die Höhe OH zur 
halben also 2 OH zur gan- 
zen Höhe hat. 

Paraboloido.s.v.w. »Pa- 
rabeln höherer Ord- 
nung (s. d.). 

Parallaktisch ist was sich 
auf die Parallaxe bezieht. 

Parallaktischer Vinkel, 

s. v. w. »Parallaxe“. 

Parallaxe. Was unter P. verstanden 
wird, ist in dem Art. » Höhenparallaxe“ 
mit Fig. 709 genau erklärt. Die P. ist 
am gröfsten , wenn der am nimmel be- 
findliche Punkt im Horizont des Beob- 
achtungsorts sich befindet (Horizontal-P.). 
Es ist nämlich, wenn r der Halbmesser 
der Erde, R den Abstand zwischen Erde 
und Himmelspunkt bezeichnet, die Ho- 
rizontal-P. 

P = Are • »in ~ oder sin P= -j- 
n R 

und bezeichnet t die Zenithdistanz des 
Himmelspunkts von dem Beobachtnngs- 
ort, jede Höhen- P. 

P 1 = arc »in »in p j oderzin P*= »in » 

R im Nenner zeigt an, dafs die P. mit 
der Entfernung des Gestirns abnimmt; 
da Fixsterne eine uncrmefsliche Weite 
haben, so haben dieselben auch keine P. 

Bei der Horizontal-P. ist s=90°; steht 
der Himmolspnnkt im Zenith so ist s = 0, 
mithin ist für jeden solchen Punkt die 
P. = 0. 
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Die Entfernung des Mondes von der 
Erde ist im Mittel 51500 Meilen, der Halb- 
messer der Erde 800 Meilen, mithin ist 

die Horizontal-P. desselben = arctin - ^ 

51500 

= arc «in 0,01690= 58 Min. 25 Sec. In 
seiner gTÖfsten Nähe zur Erde ist die 
Horizontal-P. 53° 52", in seiner gröfsten 
Ferne 61' 32" am Aequator. Die Hori- 
zontal -P. der Sonne ist bei ihrer mittle- 
ren Entfernung von der Erde 8' 5" bis 
8 ' 6 ". 

r im Zähler zeigt an, dafs mit dem 
Halbmesser der Erde die P. zunimmt. 
Nun ist am Aequator der Halbmesser 
am gTÖfsten und nimmt nach den Polen 
hin wegen der dortigen Erdabplattung 
immer mehr ab. Darier ist die P. am 


Aequator(A eq natoreal-P.) am gröfsten, 
am Pol (Polar-P.) am kleinsten, zwi- 
schen Pol und Aequator mit der googra- 

1 >hischen Breito des Orts abnehmend (Lo- 
cal -P.). Die im Aequator gemessene, 
oder für denselben berechnete P. ist im- 
mer die Aequatoreal-Horizontal-P. 

Der Unterschied zwischen der Aequa- 
toreal- und einer Lokal -P. und selbst 
der Polar-P. ist unbedeutend. Bei der 
Sonne ist sie fast = 0. 

Denn der Erdhalbmesser im Aequator 
ist 850,5 Meilen, in der Axe 856,5 Mei- 
len, die mittlere Entfernung der Sonne 
von der Erde ist circa 20,660000 Meilen. 

Nun ist log 20660000 = 7,3151303 

log 859,5 = 2,9342459 

log 856,5 = 2,9327274 


/ 050 ft . 

mithin P = Are («in = — \ = Are ( log • «in = 5,6191156 - 10) = 8,597 Secunden 

V 20660000/ v y 

F = Are ( «in = = Arc (log . «in = 5,6175971 - 10) = 8,525 Secunden 

V 20660000/ 

Gibt P — P = dem Unterschied zwischen der Aequatoreal- und der Polar-P. 

= 0,072 Secunden, eine durch kein Winkel-Instrument zu beobach- 
tende Grobe. • 


Dagegen beträgt der Unterschied zwi- 
schen neiden Parallaxcu beim Monde 
61' 32" — 61' 20" = 12 Secunden. Ueber 
die P. der Sonne vergleiche den Art. 
„Breite, geographische“, pag. 408, 
No. 5 mit Fig 243. 

Noch ist zu bemerken, dafs die Höhen- 
parallaxen (s. d.) wie die Cosinus der 
scheinbaren Höhen der Himmelspunkte 
oder wie die Sinusse deren Zenithdistan- 
zen sich verhalten. 

2. Die bisher betrachtete P. zwischen 
Mittelpunkt und Beobachtungsort der Erde 
heilst die tägliche Parallaxe; dage- 
gen betrachtet man auch die P. für die 
Fälle, wo Sonne und Erde, oder wo die 
in der Ekliptik diametral entgegengesetzt 
liegenden Punkte die Beobachtungsörter 
sind. Erstere P. heifst die jährliche Pa- 
rallaxe, wenngleich sie eigentlich nur 
die vierteljährliche ist. Jänrlicho P. 
eines Gestirns ist also der Winkel, den 
ein in dem Gestirn befindlicher Beob- 
achter zwischen Sonne und Erde durch 
Visiren mifst. Die Parallaxe ist von. der 
Erde aus dadurch zu finden, dafs man 
das Gestirn am Anfang und Ende eines 
halbjährigeu Zeitraums jedes Mal wäh- 
rend seiner Culmination visirt. In dem 
Dreieck ist nun die Grundlinie der Durch- 
messer der Ekliptik; die beiden visirten 
Höhenwinkel von 180° abgezogen geben 


den Winkel an der Spitze und dessen 
Hälfte ist die jährliche Parallaxe. 

3. Ans der jährlichen Parallaxe ist 
aber auch die Entfernung des Gestirns 
von beiden Beobachtungsorten, der Erde 
und der Sonne zu ermitteln und zwar 
von jedem einzeln in den visirten Drei- 
eckseiten. 

Nur sehr wenige Fixsterne haben eine 
mefsbare P.; sie beträgt höchstens eine 
Secunde. Nimmt man das Dreieck gleich- 
schenklig, setzt die Entfernung zwischen 
Erde und Sonne = Ä, so hat man die 
Entfernung des beobachteten Fixsterns 
von unsrem Sonnensystem L = Rcosec^)'\ 
und wenn man das breieck rechtwinklig 

nimmt L = fl ■ col (|)” = — Tr 
>9 ll) 

Es ist », « = «+$«* + --^1 «* + .... 

der Bogen a = = 0,000 002424 .... 

Man ersieht also, dafs es an dem eraten 
Giiede schon genug ist, und setzt mau 
Id (J)"= 0,000 0025, so erhält man L = 
400000 ■ «. 

Mithin ist die Entfernung des nichsteii 
Fixsterns von der Sonne mindesten» das 
400000 fache des Halbmessers der Ekliptik. 

4. Hat das Gestirn einen im Winkel 
mefsbaren Durchmesser, so kann man 
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dieses Winkelmaafs sowohl als auch die 
Ton dem Gestirn aus gemessene Parallaxe 
als Kreisbogen betrachten und beide Bö- 
en sind die den Beobachtern acheiu- 
aren Längen der wirklich gemes- 
senen Längen. Da nun beide Winkel 
einerlei Radien haben, so »erhalten sich 
die gemessenen Bogen, die scheinbaren 
Größen, wie die wirklichen Gröfsen. Ist 
also die P. der halben Erdbahn =p, die 
scheinbare Gröfse des Gestirnsdurchmes- 
sers = d, so ist da die wirkliche halbe 
Ekliptik s 20 Millionen Meilen beträgt, 
der Durchmesser D des Gestirns wirklich 

= — x 20 Millionen Ml. 

P 

5. Man hat Doppelsterne (s. d). 
Durch langjährige Beobachtung mehrerer 
Sternaatelliten ist es mit Hülm des Gra- 
»itationsgesetzes gelungen, die scheinba- 
ren Durchmesser deren Bahnen zu be- 
rechnen und mit Uülfe der dritten Kep- 
ler' sehen Regel die Umlaufszeiten dersel- 
ben zu ermitteln. Hieraus kennt mau 
also die Parallaxe der Erde in Beziehung 
auf die Satellitenbahn £, nämlich den 
scheinhareu Durchmesser derselben für 
einen auf der Erde befindlichen Beob- 
achter. 

Nach No. 2 ist nun auch die P. der 
Erdhahn (S) in Beziehung auf den Stern - 
Satelliten zu berechnen, und diese schein- 
baren Gröfsen verhalten sich bei den 
gleichgrofsen Visirlinien wie die wirkli- 
chen Gröfsen. Ist also wieder der Halb- 
messer der Ekliptik = II, so hat man den 
scheinbaren Durchmesser (S) der schein- 
baren Satellitenbahn: dem scheinbaren 
Halbmesser (/*) der Erdbahn = dem wirk- 
lichen Durchmesser der Satellitenbahn : 
dem wirklichen Halbmesser K der Erd- 
bahn also 

S:P=X:R 

woraus der wirkliche Durchmesser der 
Satellitenbahn X = • II 

Parallelen. Para 11 cl sind gerade 
Linien, die in derselben Ebene 
Hegen und so weit sie auch an bei- 
den Seiten verlängert werden doch 
an keinerSeite Zusammentreffen. 
Diese Erklärung ist die älteste, nämlich 
die 35te des Eualid und man hat dieselbe 
als nicht streng wissenschaftlich und ge* 
wifs mit Recht angegriffen. Aufser den 
vielen Gründen gegen diese Erklärung 
will ich noch einen anführen, den mau 
vielleicht als zu weit hergeholt ansehe n 
konnte, dem aber doch eine erwiesene 
Wahrheit zu Grunde liegt : 


Man hat an Curven Asymptoten, beide 
Linien kommen sich mit ihrer Verlänge- 
rung immer näher ohne sich jemals zu 
schneiden. Die Asymptote ist geradlinig, 
die Curve nähert sich mit ihrer Verlän- 
gerung immer mehr der geraden Linie 
und kann in unendlicher Entfernung als 
gerade betrachtet werden, sie schneiden 
sich niemals, kommen einander immer 
näher und sind nicht einander parallel. 

Unter den statt der Euklidischen Er- 
klärung aufgestellten Erklärungen, die 
alle mehr oder weniger Einwendungen 
zulassen, ist keine augenfälliger als aie: 
Parallelen sind gerade in einerlei Ebene 
liegende Linien, welche, man mag sie 
auf beiden Seiten noch so viel verlän- 
gern, immer einerlei Abstand von einan- 
der behalten. Aber auch gegen diese 
ist der Einwand zu erheben, dafs Abstand 
erst erklärt werden müfste, dessen Er- 
klärung aber auf Parallelen sich gründet. 
Man konnte nun erklären: .... liegende 
Linien, zwischen welchen alle unter einem 
und demselben Winkel gezogene gerade 
Linien einerlei Länge haben 

In dem Art. .Axiom* habe ich von 
parallelen Linien eine geitctische Erklä- 
rung gegeben , nachdem ich mich über 
den Uharacter der Grundsätze in» Allge- 
meinen und im Resondern und über die 
für die Geometrie vorhandenen möglichst 
ausführlich geäufsert Nach dem meiner 
Ansicht nach einzig nothwendigen Grund- 
satz: .Gerade Linien decken sich in 
allen Punkten* sollen mehrere gerade 
Linien auf einander liegen, eine derselben 
soll man von den darunter liegenden 
fortbewegen ohne ihre Richtung zu än- 
dern , wo dann beide Linien Parallele 
heifsen und die also beliebig auf beiden 
Seiten verlängert sich nirgend schneiden 
können. 

Abgesehen von allen eifrigen Bemü- 
hungen ingeniöser Mathematiker, die Lehre 
von den Parallelen streng wissenschaft- 
lich zu begründen ist es nicht Recht, dafs 
ein so an sich geometrisch einfacher Ge- 
genstand mit Hülfe schneidender Linien 
und Winkelbestimmung definirt wird. 

Die uns aufbehaltene älteste Theorie 
der Parallelen von Euklid ist die unge- 
schickteste die es nur geben kann 

Der llte Grundsatz mnfs einen Kna- 
ben,' der geometrische Kenntnisse sich 
erwerben soll, sofort ahschrecken. Ich 
frage jeden Lehrer, ob dieser Grundsatz 
für einen Knaben in Rücksicht auf den 
Standpunkt seiner noch geringer Begriffs- 
fahigkeit nicht viel zu zusammengesetzt 
ist. Nun kommt dazu, dafs Euklid auf 
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die gegebene Erklärung (10) des rechten 
Winkels sich beruft, welcher durch «len 
Begriff Neben winke 1 erklärt wird, über 
welchen in den vorherstehenden Erklä- 
rungen gar nicht die Rede ist, so dafs 
Euklid den Nebenwinkel, als wenn 
derselbe nichts georuet risches, sondern 
ein allgemein bekanntes Ding wäre an- 
sieht. Der 1 lte Grundsatz heilst: 

Zwei gerade Linien, die von einer drit- 
ten so geschnitten werden , dafs die bei- 
den inneren an einerlei Seite liegenden 
Winkel zusammen kleiner als zwei rechte 
sind, treffen genugsam verlängert an eben 
der Seite zusammen. 

Dieser Grundsatz ist offenbar der um« 
gekehrte 16 te Lehrsatz: An jedem Tri- 
angel ABC ist, wenn man eine seiner 
Seiten BC verlängert, der äufsere Win- 
kel ACl) gröfser als jeder der beiden 
inneren ihm gegenüber liegenden Winkel 
CBA, BAC . 

Euklid balbirt AC in E, zieht BF durch 
E, macht EF-BE, zieht CF und be- 
weist aus den gleichen Dreiecken FEC 
und BEA , dafs Z.FCE = Z.BAC, also 
ZACD>RAC. Die Ilalbirnng von BC 


Fig. 875. 



für Z. ACl) ABC ist nicht nöthig. wenn 
man AC verlängert; denn Z.ACU ist = 
/_BCG, also nach dem ersten Theil des 
Beweises z ACD ^ ZA BC. 

Man kann nun den Lehrsatz auch fol- 
gender Art ausdrücken: Wenn 2 sich 
schneidende Linien AC , BC von einer 
3ten Bl) geschnitten werden, so ist der 
äufsere Winkel ACl) an der schneiden- 
den Linie gröfser als der auf derselben 
Seite liegeyde ihm entgegengesetzte in- 
nere Winkel ABC. Dieser Satz umge- 
kehrt würde lauten: Wenn 2 gerade Li- 
nien AB, CD von einer 3ten EF so ge- 
schnitten werden, dafs der äufsere Winkel 
CGF gröfser ist als der auf derselben 
Seite der schneidenden Linie ihm gegen- 
überliegende innere Winkel AUF , so 
schneiden sich die beiden geraden Linien 
nach dieser Seite hin. 


Fig. 876. 



Einen streue wissenschaftlichen Beweis 
dieses umgekehrten Satzes ist noch kei- 
nem Mathematiker gelungen, der Grund 
hiervon soll durch folgende beispielsweise 
Behandlung anschaulich gemacht werden: 

Gesetzt, die Linie BA schnitte die Linie 
CD nach HA hin nicht, sondern nach 
II ß hin, so wäre nach Euklid Satz 16 

zdgf> zbiif 

Es ist aber 

ZDGF + ZCGF = SI1HF+ZAHF=*H 

Da nun zCGF> zAHF 

so ist / DGF < / BHF 

folglich schneidet AC nach B hin 
die CD nicht. 

Es wäre also nur noch möglich, «lafs 
bei«lo Linie AB, CD, beliebig nach beiden 
Seiten hin verlängert, sich nirgend schnei- 
den. Man ziehe die mit CD Parallele 
JK, so sind JK und CD 2 Linien, die 
noch so weit auf beiden Seiten verlän- 
gert sich nirgend schneiden. Dreht man 
nun AB so, dafs die gleichen Scheitel- 
winkel AHJ und BIIK immer kleiner 
werden, so bleibt «las Verhältnifs zwischen 
den beiden Paar Winkeln AUF mit CGF 
und BHF mit DGF immer dasselbe, so 
lange noch Bll außerhalb und AH in- 
nerhalb JK sich befindet. Denkt man 
sich, dafs AB über JK hinaus die ent- 
gegengesetzte Lage annimmt, so kehrt 
sich das Verhältnifs um: HA schneidet 
die CD ganz gewifs nicht und bei HB 
ist die Scnneidung zweifelhaft wie vorher 
bei HA. 

Diese Zweifel aber bleiben Zweifel und 
os liegt dies offenbar an der schlechten 
Wahl des Ilten Grundsatzes. 

Wenn der llte Euklidische Grundsatz 
lautete: Zwei in einer Ebene liegende 
gerade nicht parallele Linien entfernen 
sich nach der einen und nähern sich nach 
der anderen Seite hin und treffen, nach 
dieser Richtung hinreichend verlängert 
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in einem Punkt zusammen, so ist dieser 
Grundsatz nichts weniger als auffallend, 
im Gcgenthoil Ranz hingehörig, einfach 
zu begreifen und beseitigt alle Schwie- 
rigkeiten. 

Denn aus Satz 16 geht unmittelbar 
hervor: Wenn zwei gerade nicht paral- 
lele Linien von einer dritten geschnitten 
werden, so sind die auf der schneidenden 
(der conrergirenden) Seite die inneren 
Winkel immer kleiner als zwei rechto 
Winkel und auf der entgegengesetzten 
(der divergirenden) Seite die inneren Win- 
kel immer gröfser als zwei rechte Win- 
kel. Sind nun die Linien parallel, so 
dafs sie sich nach keiner Seite hin schnei- 
den, so mufs das Gesetz der inneren Win- 
kel auf beiden Seiten dasselbe sein. Da 
nun auf beiden Seiten zugleich die in- 
neren Winkel nicht kleiner und auch 
nicht gröfser als zwei rechte Winkel sein 
können, so müssen sie auf jeder von bei- 
den Seiten gleich zweien rechten Win- 
keln sein. 

Hiermit ist denn auch der umgekehrte 
16te Satz erwiesen, nämlich: Wenn zwei 
gerade Linien von einer dritton geschnit- 
ten werden und die inneren Winkel auf 
einer Seile der schneidenden Linie sind 
kleiner als zwei rechte Winkel, so schnei- 
den sich beide Linien nach dieser Seite 
hin. Denn wären sie einander parallel, 
so müfsten die inneren Winkel zusam- 
men gleich zweien rechten sein , und 
schnitten sie sich auf der entgegenge- 
setzten Seite, so müfsten die beiden in- 
neren Winkel gröfser als zwei rechte sein. 

Wenn zwei gerade Linien (Fig. 877) 
AB, CD von einer dritten EF geschnit- 
ten werden, so entstehen 8 Winkel, vier 
äufsere Winkel AHE, CGF, BHE, 
DGF-, vier innere Winkel AHG, CDH, 
BHG, DG II. 

Von diesen heilsen noch je zwei Win- 
kel auf einer Seite der schneidenden Linie, 
von welchen der eine äufserer, der an- 
dere innerer ihm gegenüberliegender Win- 
kel ist, Gegenwinkel. Es sind diese 
BHE und DGE, DGF und BHF, AHE 
nnd CGE, CGF und AHF. 

Ferner je zwei innerhalb der beiden 
Linien auf verschiedenen Seiten der schnei- 
denden Linie liegende Winkel: Innere 
Wechsel winke!; nämlich AHG und 
DGH, CGH und BHG. 

Endlich jo zwei außerhalb der beiden 
Linien auf verschiedenen Seiten der schnei- 
denden Linie liegende Winkel: Aeufsere 
Wechselwinkel; nämlich AHE und 
DGF, BHE und CGF. Sind die beiden 
Linien einander parallel, so sind jedes 


Paar Gegenwinkel und Wechselwinkel 
einander gleich, welches daraus folgt, dafs 
die inneren auf einer Seite der schnei- 
denden Linie gleich zweien rechten Win- 
keln sind. 

1’arallellinien sind überall gleich 
weit von einander entfernt. Denn fällt 
man Fig. 877 von beliebigen Punkten 
E, F der einen der Parallelen AB auf 
die zweite CD die Lothe EG, FH, zieht 
EH, so sind als Gegenwinkel /iGF.H = 
/_EHF, ,/_GHE= Z.FEH. Hierzu in bei- 
den Dreiecken die gemeinschaftliche Seite 
EH gibt nach Euklid 1. Huch , Satz 2t! 
A F.GH '' A II FF., mithin EG - Fll. 

Fig. 877. 



Aus der Lehre von den Parallelen fol- 

S on noch folgende wichtige Sätze über 
•reiecke, nämlich: 

1. ln jedem Dreieck ist der Aufsen- 
winkel gleich den beiden ihm gegenüber- 
liegenden inneren Winkeln. 

2. ln jedem Dreieck ist die Summe 
sämmtlicher drei Winkel gleich zweien 
Rechten. Denn zieht man Fig. 875 die 
mit der Seite BA parallele CF, so hat 
man 

/_ ACF=. Z.CAB als innere Wechselwinkel, 
/_FCD- Z_ABC als Gegenwinkel, 
woraus Z. ACD = CA II + £ ABC. 

Da nun ^ACD + ^ACB = 2K 
so ist auch 

^CAB + ^ABC + £ACB = 2R. 

Parallelen abstecken. Man soll auf 
dem Felde durch den Punkt C eine mit 
der durch Signale markirten Linie AB 
parallele Linie abstecken (Fig. 877). 

Es gibt zwei Fällo : Entweder man kam: 
von AB aus visiren oder nicht. - Im ersten 
Fall bestimmt man don Punkt D, in 
welchem CD normal auf AB ist, und 
dies geschieht mit dem Diopterkreuz, 
einem mit Dioptern versehenen rechtwink- 
lig zusammengearbeiteten Kreuz von Li- 
nealen, mit dem man in AB das eine 
Lineal nach AB richtet und es nach und 
nach auf den richtigen Punkt D bringt, 
wo das audere Lineal nach DC zeigt, 
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und dann in D ein Signal stellt. Man 
bedient sich auch hierbei des Mefstiscbes, 
mit dem man eine ähnliche Einrichtung 
verbunden hat. Hierauf begibt man sich 
mit dem Instrument nach C, richtet das 
eine Lineal von C nach D, visirt mit 
dem andern Lineal nach rechts einen 
Punkt G, setzt dort ein Signal und CE 
ist die verlangte mit AB parallel abge- 
steckte Linie. 

Kann man von O nach C nicht vi- 
siren, so nimmt man einen Punkt A in 
der Richtung AB, von dem man C sehen 
kann, stellt dort den Mefstisch auf, vi- 
sirt nach C, verzeichnet auf demselben 
die Richtungen AB\ AC, bringt den 
Mefstisch über C, stellt ihn dort auf, 
so dafs die gezeichnete Linie AC nach 
CA gerichtet wird, dann wird die ge- 
zeichnete Linie AB visirt, ein Signal II 
errichtet und HC ist die verlangte Pa- 
rallele. 

Ist nicht von AB und von keinem 
Punkt in AB nach C zu visiren, so wen- 
det man die Boussolo an. Man stellt 
diese in irgend einem Punkt der Linie 
auf und beobachtet den Winkel zwischen 
AB und der Magnetnadel. Diese wieder 
über C gebracht und unter demselben 
Neigungswinkel visirt, gibt die richtige 
Parallele GH. 

Gesetzt aber, auch das wäre nicht mög- 
lich, es wären blofs die Punkte A und B 
markirt, man könnte aber weder von A 
nach B noch von B in die Richtung nach 
A visiren und man solle eine durch C 
laufende mit der unbekannten Richtung 
AB parallele Linie abstccken, von C sei 
aber auch weder nach A noch nach B 


Messe die Längen EF, EC, FC, trage 
diese verjüngt auf den Mefstisch, visire 
mit demselben von E ans die Richtun- 
gen EA, F.C, E B, EF und von F aus 
die Richtungen FA, FC, FB, FE, ver- 
zeichne sie sofort auf dem Tisch bis zu 
den Durchschuittspunkten A und B, so 
hat man die ganze Figur im verjüngten 
Maafsstab, zeichnet die Parallele HG und 
steckt sie den verjüngten Maafsen ent- 
sprechend ab. 

Parallele Himmelskugel ist die, welche 
von einem Pole der Erde aus gesehen 
wird, weil es dort scheint , als ob särnmt- 
liche Sterne parallel dem Horizont sich 
umdrehten, und wo kein Auf- und Un- 
tergang statt findet. 

Parallelebene, s. Bd. III, pag. 5. 

Parallelepipedum ist ein Prisma, des 
sen Grundfläche ein Parallelogramm ist, 
welches also von sechs Parallelogrammen 


Fig. 878. 


eingeschlossen wird, von denen die ein- 
ander gegenüber befindlichen parallel und 
congruont sind. Die vier Parallelogramme 
zwischen den beiden Grundflächen heilsen 
Seitenflächen. Aus der Form des 
Körpers geht hervor, dafs man jede der 
Begrenzungsflächen zur Grundfläche neh- 
men kann. Die Begrenzungslinien der 
Grundflächen heifsen Grundkanten, 
die der Seitenflächen Seitenkanten. 
Stehen die Seitenkanten normal auf den 
Grundkanten, so keifst das P. normal, 
sonst ist es ein schräges, ein schie- 
fes P. 

Jedes P. wird durch eine Diagonal- 
ebene in zwei gleiche dreiseitige Prismen 
getheilt. 

2. P. von einerlei Grundebene, deren 
gegenüberliegende Seitenflächen, sowie die 
den Grundflächen parallele obere Flächen 
paarweise in denselben Ebenen liegen, 
sind einander gleich. 

Bei den beiden P. Fig 879 auf der- 
selben Grundfläche abcd liegen die obe- 
ren Flächen efgh und i klm in einer der 
Grundfläche parallelen Ebene; ferner lie- 
gen die vorderen beiden Seitenflächen in 
einerlei Ebene und die Ilinterflächen des- 
gleichen. 

Nun ist Prisma jene/» a« Prisma hfbdmk 
hiervon Prisma kfgrli = Prisma hfqrli 

bleibt Parallelep. abcdtfgh — Par. abedlikm 

3. P. von einerlei oder congruenten 
Grundebenen und gleichen Höhen sind 
einander gleich. 

Sind die Grundflächen nicht einerlei, 
und B zugleich gesehen werden kann, so stelle man die beiden P. auf eine und 

rv. 16 



zu visiren, so ermittele zwei beliebig lie- 
gende Punkte E, F, von welchen aus A 
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dieselbe Grundebene, so kann man zwei 
Seitenebenen des einen P. so weit ver- 
breitern, dals sie die verbreiterten Kbencn 


Fig. 879. 



zweier Seitenflächen des anderen P. über- 
schneiden. Betrachtet man nun das zwi- 
schen den 4 Durchschnittsobenen ent- 
standene neue P., so ist dieses nach Satz 
2 dem einen wie dem andern der gege- 
benen P. gleich, folglich siud die gege- 
benen unter sich gleich. 

4. P. von gleichen Höhen, deren Grund- 
ebenen Parallelogramme von einerlei oder 
gleichen Grundlinien und gleichen Höhen 
sind, sind gleich. 

Man denke sich ein P., dessen Grund- 
fläche mit ahpi congruent ist und mit 
dem P. abcdrfgh einerlei Höbe hat, so 
lege man dasselbe auf abpi und con- 
struire ein P. über al>p t, dessen Seiten- 
kanten mit ae parallel laufen, so sind diese 
beiden über nbp * befindlichen P. nach 
Satz 3 einander gleich. Das neu con- 
struirto P. hat mit dem P. abcdrfgh die 
Seitenkanten ae, bf gemeinschaftlich; be- 
trachtet man daher in beiden P. die Ebene 
nbtf als gemeinschaftliche Gruudebene, 
so ist nr beider nöho, folglich ist nach 
Satz 3 das P. abrdefgb gleich dem über 
abpt nen construirten und also auch gleich 
dem über abpt gegebenen P. 

5. P. von gleichen nähen auf Grund- 
ebenen von gleicher Gröfse und gleichen 
Witikeln sind gleich. 

Da die beiden gleichen Grundebenen 
cefg, abcd gleiche Winkel haben , so kann 
man sie, wie Fig. 880 zn Ergänzungs- 
parallelogrammen an einander setzen. 
Zieht man die Diagonale kk, so ist Prisma 
über cke = Prisma über cka, Prisma über 
ekg = Prisma über ckd und Prisma über 
hkf = Prisma über hkb. Die beiden Pris- 
men rechts der Diagonale von dem Prisma 
hkb und die beiden Prismen links der 
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Diagonale von dem Prisma hkf fortge- 
nnmmcn, bleibt P. über cefg = P. über 
abcd. 

6. P. von gleichen Grundebenen und 
gleichen Höhen sind gleich. 

Hat das eine P. eine Grundfläche von 
der Seite = ce, das andere von der Seite 
= cd, so verwandlo beide in Grundflächen 
von einerlei Winkel , dann sind nach 
Satz 4 die P. von denselben Seiten er 
und cd einander gleich, beide letzten P. 
aber gleich nach Satz 5, mithin der Satz 
erwiesen. 

Aus den vorgetragenen Sätzen gehen 
noch folgende hervor: 

7. P. von gleichen Grundebenen verhal- 
ten sich wie ihre Höhen und P. von glei- 
chen Höhen wie ihre Grnndehenen. 

Sind die Grnndehenen Rechtecke von 
einer gleichen Seite, so verhalten sich 
P. von gleichen Höhen wie die ungleichen 
Grundkanten. 

Sind die Grnndehenen Rechtecke von 
ungleichen Seiten, so verhalten sich die 
P. von gleichen Höhen wie die Producte 
der Grundkanten. 

Gerade P. mit rechteckigen Grnndebe- 
nen verhalten sich wie die Producte der 
drei ungleichen Kanten. 

8. P. sind ähnlich, wenn ihre homo- 
logen Winkel einander gleich sind und 
wenn zugleich ihre homologen Kanten in 
Proportion stehen. 

Die Inhalte ähnlicher P. verhalten sich 
wie die Cubi ihrer homologen Seiten- 
kanten. 

9. DenlnhalteinesP. durchseine 
Kanten nnd Winkel auszudrüeken. 


Fig. 881. 
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Es seien A, B, C die Längen der drei 
Kanten eines P. ; der Winkel zwischen 
A nnd B sei c, der zwischen A und C 
= A nnd der zwischen I! und C - a. Per 
Neigungswinkel der Kante C gegen dio 
(irnndfläche tA, B) sei = d. Es ist mit- 
hin der Inhalt der Grundfläche - A-Bsinr 
und der Inhalt des V.=A • ll-C • sin r* sind. 

Man beschreibe nun ans der Ecke N 
zwischen den Kanten A und B eine Ku- 
gelfläche, so bilden die Durchschnitts- 
unkte der Kanten mit der Kugelfläche 
pitien für ein sphärisches Dreieck, wel- 
ches entsteht, wenn man diese Punkte 
durch grüfste Kreisbogen verbindet. Dio 
Seiten des sphärischen Dreiecks sind die 
Kantenwinkel, und zwar PB = a, QB = A 
und PQ = e; der normale Bogen von dem 
Durchschnittspunkt H zwischen n nnd h 
auf die Seite c ist der Neigungswinkel 


Fig. 882. 



(der Kantenwinkel der Kante (VÄ 
gegen die Seite c) d. 

Nun ist dieser Neigungswinkel d auf 
die Seite c nach dem Art. .Körpertri- 
gonometrie, No. 18, Formel III. ge- 
geben : 



a + A + e a-|-A — c . u c — A . 6 4- c — s 

im • sin • sin 

2 2 2 2 


Es ist wie oben erwiesen der Inhalt des P. = ABC sine • sind. 

n . s+i+c . a-f-A — e a + c— A . A-t-c— a 

Mithin P. = 2 A BC V sin — - ■ sin — — • sin • sin 


10. Bei gegebenen Kanten und Win- 
keln eines P. die Figur und den Flächen- 
inhalt eines Diagonalschnitts zu bestim- 
men. 

Es sei ACFH der zu berechnende Durch- 
schnitt, gd A ein aus A beschriebenes sphä- 
risches Dreieck, A4 ein Bogen von der 
Spitze A nach dem Durchschnittspunkt 4 
des Bogens dg mit der Diagonale. Ist 
nun die Kante AB = a, dio Kanto AI) 
= A, die Kante All = r; /_BAD = n, 
Z8/4// = |t, Z OAII = y, so hat man in 
dem geradlinigen Dreieck ACD 
die Diagonale AC = | o 2 -f A* • 2aA cos n (1) 
Da nun AC : DC = sin A l)(? : sin l)AC 


Fig. 883. 



so ist sin DAC = sin dk = DC sie ADC= - - . 

y'a* -f b* -f 2 ab cos rc 

Nun ist in dem sphärischen Dreieck dgh nach No. 10 

COM ß — com « • COM y 

cos gdh = — . ; - 

sin n • Min y 

und in dem sphärischen Dreieck dhk nach No. 11 

com frk = com dh • com dk -f sin dh • sin dk • com hdk 

. II .Li* ... cos ß — com n • com y 

u. n. com hk = cos y • cos dk + sin y • sin dk • - . - 

im n • sin y 

, com ß — cos n • cos y 

sin a 

Aus Gleichung 2 hat man 

16* 


cos hk = cos y • cos dk sin ;* • sin dk • 
= cos y • com dk -f sin dk - 


( 2 ) 

(3) 


C« 


> . 
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com 1 dk = l — lin 9 dk = 1 — - 


a*-f A a ,-f 2 ab com n 

o* co# 3 « 4 A* 4 2a£ co* n (b -f a eo* rr)* 

4 ä* 4 2a£ ro* « 


woraus com dk — • 


a? -f 4*+ 2aA co« a 
b + a com a 


y'»* 4 A 3 4 2aA co« a 
Diese Werthe von sin dk und com dk in Formel 4 substituirt gibt 


com hk = com y 


b 4 a com a 


a ( com ß - com tt com y) 


oder 


V®* 4 b* -f- 2a6 com a )/a* 4- b* 4 2 ab com « 
co,kk = co.CAH=~ aco,l> + tco, r 


Hieraus erhält man nun 


J fl J + b % 4- 2 ab com a 


( 6 ) * 


( 6 ) 


sin hk = sin CAH = U a> V + »" V + 2 ah («“ « ~.gf /» ‘ r)l (7) 

\ f a* 4 A* 4* 2aA cot « 

womit also der Winkel zwischen einer Seitenkante und der Diagonale der Grund- 
fläche gefunden ist. 

Der Flächeninhalt des Diagonalschnitts ACFH - J ist also = ACx AH x sin CAH . 
Nun ist AH = c t AC= |'a* 4 A 1 4 2aA com a t mithin Ist 

J = c • V{a a ii» 2 ß 4 b 9 sin *y 4 2 ab ( com a — com ß • cos j ■)] (8) 


11. Aus den ge gebe nen'Winkel n , den Bogen auf einander normal stehen, 
welche die drei Kanten eines P. die eben genannten Winkel als Neigungs- 
miteinander bilden, die Neigungs- wiukel der Flächen. Es sind also in dem 
winkel dessen Seitenflächen zu sphärischen Dreieck die Seiten «, ß t y 
finden. gegeben und man hat nach dem Art. 

Verfährt mau wie No. 10, so hat man „Körpertrigonometrie“, No. 10, For- 
in dem sphärischen Dreieck, weil die die mel I, pag. 41 , 

Winkel gdh , dgh und dhg repräsentiren* 


den Neigungswinkel dhg zwischen den Seitenflächen AK und BH 

sin ia = l /”» * (" + ß - r) • «» f (« + r - ß) 

' tin ß • tin y 

den Neigungswinkel dgh zwischen den Seitenflächen Bl) und BH 

sin \b = + "-?)•«» i(/» + r-n) 

' sin a • rin y 

den Neigungswinkel gdh zwischen den Seitenflächen BO und AF. 

rin i c = ( y + ß-Q ) 

' tin a • sin ß 


13. Bei gegebenen Kanten und 
Winkeln eines P. die Diagonale 
des P.. und den Neigungswinkel 
des Diagonalschnitts gegen die 
Qrundflache tu bestimmen. 

Ziehe die Diagonalen AF, CH, so ist 
in den geradlinigen Dreiecken ACH und 


ACF : cos ACF ~ — cos CAH, daher 
C//>= dfl>+ AC* - 2 AH -AC-co. CAH 
AF‘ = AH’ + AC 1 + IAH ■ AC ■ cos CAH ; 
die Werthe von AC aus Gleichung 1 und 
co» CAH aus Gleichung 4 No. 10 genom- 
men (AH = c), gibt 


SH = *’ + («* + ** + 2 ab cos 0)t2c.| '«•+*■+ S. 4».„ . *g ty_ 

. . l' 1 «* 4^*42 ab cos n 

— a‘ 4 o* 4 4 2ao com a ^ 2 ac com ß j. 2bc com y 

Den Neigungswinkel dkh zwischen den aus dem sphärischen Dreieck dhh und es 
hbeueu ACHF und ABCÜ erhält man ist bei gegebenem _dh = ^_DAH = y t 
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Zkk = zHAF und Zdk = zDAC 
cot dk — cot hk- cot dk 
cot dkk — . — 

sin kk • sin dh 

Nun ist dk = }■, ros hk siehe Gleichung 
6, sin hk siehe Gleichung 7 und cot hk 
s. Gleichung 6, No. 10. 

13. Der Art. „Maximum und Mini- 
mum“ enthält in No. 8, 10, 12, 14 die 
Nachweise über die kleinsten Oberflächen 
der P. und in No. 9, 11, 13, 16, 16, 17 
über die gröfsten körperlichen Inhalte 
derselben. 

Parallelepipedum der Kräfte, s. „Kräfte 
im Gleichgewicht“, No. 27, pag. 66. 

Parallelflächig, (Kryst.), im Gegensatz 
von geneigtflächig, sind Krystalle 
der homoedrisehen Form, bei welchen die 
parallelen Flächen durch die Vergröfse- 
rnng der abwechselnden Flächengrnppen 
xum Theil geblieben, während sie bei den 
geneigtflächigen verloren gegangen sind. 

Parallelkreise sind Kreise auf einer 
Kugeloberfläche, die mit einander parallel 
laufen. Besonders nennt man solche Kreise 
P., die anf der hohlen Ilimmelskugel und 
den Weltkörpern, so auch anf der Erde, 
mit dem Aeijuator, der immer der gröfste 
der Parallelkreise ist, parallel laufen. Die 
P. an der Himmelskugel sind die astro- 
nomischen, die auf der Erde die geo- 
graphischen P. Alle unter demselben 
P. liegenden Orte haben einerlei geogra- 
phische Breite. Die P. werden um so 
kleiner, je näher sie den Polen kommen 
und verhalten sich in ihren Längen wie 
die Cosinusse der geographischen Breiten. 
Jeder P. wird in 360 Grade getheilt, die 
Grade der P. nehmen also ebenfalls in 
dem Verhältnis der Cosinusse ihrer geo- 
graphischen Breiten ab. 

Parallellineal ist ein Zeichneninstru- 
ment, mit welchem man parallele Linien 
auf demj’apior zieht. Es besteht aus zwei 
genau gearbeiteten neben einander geleg- 
ten Linealen und ist mit zwei parallelen um 
ihre Befestigungsdorne drehbaren Metall- 
bändern zusammengefügt, an welchen die 
Lineale leicht in der nöthigen Entfer- 
nung anseinander geschoben werden. 

Parallelogramm ist ein Viereck, in 
welchem die gegenüberliegenden Seiten 
parallel sind. Die P. sind dieser Erklä- 
rung zufolge Vierecke mit Seiten als Pa- 
rallelen zwischen Parallelen; demnach 
sind je 2 gegenüberliegende Seiten und 
je 2 gegenüberliegende Winkel einander 
gleich. 

Ferner sind je 2 an einer der Seiten 
liegende Winkel zusammengenommen 


leich zweien Rechten, sämmtliche 4 Win- 

el zusammen also = 4 Rechten. - 

Aus diesen Gründen können P. ihrer 
Form nach auf zweierlei Weise verschie-, 
den sein. 

1. |Es können die 4 Seiten entweder 
alle gleich oder ungleich sein, und 2. Es 
können alle Winkel entweder alle gleich 
oder ungleich, d. h. rechte oder schiefe 
Winkel sein. Man hat demnach vier- 
erlei P.: 

1. P. mit lauter gleichen Seiten und 
lauter gleichen (rechten) Winkeln. 

2. P. mit lauter gleichen Seiten und 
ungleichen (schiefen) Winkeln. 

3. P. mit ungleichen Seiten und lauter 
gleichen (rechten) Winkeln. 

4. P. mit ungleichen Seiten und un- 
gleichen (schiefen) Winkeln. 

Das erstgenannte P. eine reguläre Fi- 
gur, ist das Quadrat. 

Das zweite P. der Rhombus, die 
Raute. 

Das dritte P. das Oblongum, Rec- 
tangulum, Rechteck. 

Das vierte das Rhomboid, die läng- 
liche Rante. 

Euklid hat den allgemeinen Namen : 
Parallelogramm nicht. Nur die vier 
einzelnen genannten P. und er setzt sie 
schon zu Anfang unter die Erklärungen 
mit Angabe ihrer Eigenschaften. 

Erklärung 30 lautet: Unter den vier- 
seitigen Figuren keifst diejenige ein Qua- 
drat, welche gleichseitig und rechtwink- 
lig ist , ohne also vorher nachzuweisen, 
dafs beide Eigenschaften möglich sind. 
Dieselben Fehler finden auch bei den 
drei folgenden Erklärungen von Oblon- 
gum, Rhombns und ithnmboid statt, und 
es ist dies um so auffallender, da er erst 
die Erklärung von Parallel die 35te 
sein täfst. Die spätere Einführung des 
Ansdrucks, Parallelogramm, zuerst 
Buch I, Satz 41 , ist wohl von dem Ueber- 
setzer geschehen. 

Parallelogramme werden von jeder Dia- 
gonale in 2 congruonte Dreiecke getheilt. 

In rechteckigen P. sind beide Diago- 
nalen einander gleich, in schiefwinkligen 
ungleich. 

Nimmt man eine Seite eines P. zur 
Grundlinie, so beifst die zwischen ihr 
und der gegenüberliegenden Seite gezo- 
gene Normale die Höhe des P. 

P. von gleichen Grundlinien und Hö- 
hen sind einander gleich. 

Der Inhalt eines P ist gleich dem Pro- 
duct: Grundlinie mal Höne. 
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Die Somme der Quadrate beider Dia- 
gonalen ist gleich der Summe der Qua- 
drate der vier Seiten. 


Fig. 881. 



Also 

AC* + Bb'= AB’ + CUH AD'+BC' 

Denn es ist 

BD’=DFS+BE>=AD'-AE‘+BF? 

AC t =CF i +AF* = BC 1 -BF* + AF‘ 

Addirt gibt 

AC>+ BD* = A DH BC 1 - 2 AEH ( A B+ A E)' 

+ (.AB-AE)' = AD’ + BC’+AB* + CD* 

ln dem Art. »Constrnctionen ans 
der Elementargeometrie* sind der 
Reihenfolge nach folgende Zeichnenauf- 
gaben gelöst pag. 67 n. f. : 

1. No. 71. Dasselbe Quadrat im Halb- 
kreise in ein Rectangel im Halbkreise zu 
verwandeln. 

2. No. 72. In einen Kreis ein Rectan- 
gel za beschreiben, dessen anliegende 
Seiten wie n : m sich verhalten. 

3. No. 85. Eine gegebene gerade Linie 
nm ein Stück zn verlängern , dafs das 
Rechteck zwischen der ganzen verlänger- 
ten Linie und dem Verlängerungsstück 
einem gegebenen Quadrat gleich werde. 

4. No. 86. Eine gegebene gerade Linio 
in 2 Theile zu theilcn, so dafs das Qua- 
drat des einen Theils gleich wird dem 
Rectangel zwischen dem anderen Tbeil 
nnd einer zweiten gegebenen geraden 
Linie. 

5. No. 87. Eine gegebene gerade Linie 
so zu schneiden, dafs das unter der gan- 
zen und einem der beiden Abschnitte 
enthaltene Rectangel dem Quadrat des 
übrigen Abschnitts gleich sei (Euklid II, 11). 

6 No. 99. Ein Parallelogramm in ein 
Rechteck zu verwandeln. 

7. No. 100. Ein Parallelogramm in 
ein anderes P. mit denselben Winkeln 
und einer gegebenen Seite zu verwan- 
deln. 

8. No. 101. Ein Parallelogramm in ein 
Dreieck zu verwandeln. 


9. No. 102. Ein Rechteck in ein Qua- 
drat zu verwandeln. 

10. No. 133. Ein Parallelogramm gleich 
der Hälfte eines gegebenen Vierecks zu 
zeichnen. 

Parallelogramm der Geschwindigkei- 
ten, s. u. »Mittelgeschwindigkeit.“ 

Parallelogramm der Hyperbel ist das 

Rectangel, dessen eine Seite eine vom 
Mittelpunkt der Hyperbel ab auf einer 
Asymptote gemessene beliebige Länge 
und dessen zweite .Seite die von diesem 
genommenen zweiten Punkt der Asymp- 
tote parallel der anderen Asymptote bis 
zum nächsten Hyperbelzweig gezogene 
gerade Linie ist. 

ln dem Art. »Hyperbel*, pag. 265, 
Fig. 718 ist M der Mittelpunkt beider 
zusammengehörigen Hyperbeln, von de- 
nen die eine i)BEF gezeichnet ist. ML, 
MX sind die beiden Asymptoten. Die 
eine Seite des P. ist Ml, die zweite ist 
die mit MX parallele VD und das ge- 
zeichnete P. der Hyperbel ist MVx VD. 

In No. 18 desselben Art pag. 270 ist 
nachgewieseu, dafs jedes dieser P. einen 
constanten Werth =le’ hat, wo e die 
Exccntricität = ( a‘+ c* = yMFP+NE*. 
| e* heifst die Potenz der Hyperbel. 

Parallelogramm der Kräfte, s. u. 

»Kräfte im Gleichgewicht*, No. 11, 
pag. 60. 

ParaUelograph ist ein Instrument, um 
auf dem Papier Parallelen zu zeichnen. 

Paralleltrapez oder Trapez ist ein 
Viereck mit zwei parallelen Seiten, die 
beiden anderen gegenüberliegenden Sei- 
ten sind nicht parallel. Der Flächenin- 
halt desselben ist, wenn die Höhe zwi- 
schen beiden mit A, die parallelen Seiten 

mit a, b bezeichnet werden = • A. 

Parameter sind constante Gröfsen, die 
sich auf die Durchmesser, zunächst auf 
die Axen der Kegelschnitte beziehen. 
Die Parabel hat nur eine Axe, daher 
nur einen P. y* = Aj. x die Abscisse, 
vom Scheitel aus genommen, ist eine 
Länge, ein Tbeil der Axo, y die recht- 
winklige Ordinate und der Parameter A 
also <lio dritte Proportionale zwischen 
beiden. 

Ellipse und Hyperbeln haben zwei Axen, 
also auch zwei P. 

Die Gleichung für die Ellipse ist y‘ 
— Ax — Bx J ; die Parameter A und B be- 
stimmen die Gröfsen der Axen: die eine 


t 
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Aie ist die zweite ^(s., Ellipse“, 

No. 6, pag 42). Ist 11 > 1, so ist die 

greise, - ß die kleine Ais; ist 1, so 

ist i- die grofse , - die kleine Axo. 

B I , 

Bezeichnet man die eine Aze (wie , El- 
lipse“ pag. 43) mit 2o, die andere mit 
2c, so ist 

2 c* 


A = 


und 11 = 


Die Gleichung für die üyperbel ist 
y* = Ax + Bx 3 . Auch hier ist die eine 

Axo =-^~, die zweite = ^ (»• .Hyper- 
bel“, No. 3, Formel 16, 17, pag. 262) 
und es ist 

, _ 3e* R _S 

Partialdivision, Partialdivtdend , Par- 
tialquotient, s. n. .Buchstabenrech- 


nung“, No. 3, pag. 439 und unter .Di- 
vision“ , pag. 317. 

Parti almaltlplicatlon, P.nmltiplicaa- 
dna, P.-mnltipllcator, P.-prodoct, j. u. 

.Buchstabenrechnung“ und .Mnl- 
tiplicator“, pag. 438. 

Partielle Differenzen tob Fantionen. 

Wenn man in einer Function V die Ver- 
änderlichen x, y, s ... derselben, jode um 
eine kleine Gröfse A x, Ay. A * wachsen 
läfst, die neue Function bildet, nnd zieht 
die erster© von der zweiten ab, so erhält 
man die Differenz beider Functionen, die 
von denselben Veränderlichen abhängt, 
ltes Beispiel. 

U = ax + by 

V + A V = a (x + A x) + b (y + A ») 
woraus Atf = a A* + *Ay 
2tes Beispiel. 

U = «x* 4 iy 3 

also V+ Alf = <»(-r + A*) , + «(y + Ay)' 
Die Klammern aufgelöst und abgezo- 
gen gibt 


Al/ = ( 2 ox4 « Ax)A*4(3iy 3 4 34y Ay4* Ay'OAy 


Die aus beiden Gliedern bestehende allein veränderlich und y constant, die 
Differenz heilst die Totaldifforenz oder zweite D. diejenige D., wenn y allem 
die vollständige D., jedes der beiden veränderlich und x constant betrachtet 
Glieder ist eine partielle Differenz, wird. 

Die erste D. ist diejenige D., wenn x 


3tes Beispiel. 

17 = x* + axy + y l 

U + &u = (x + Ax)* 4 <» (* 4 A*) (y 4 Ay) 4 (y 4 Ay) 3 
nnd Al/ = ( 2 x 4 Ax 4 «y)A* 4 (ox 42 y + Ay)Ay4«Ax -Ay 

Diese partielle D. hat noch ein drittes Gliedes, wenn man darin x allein varia- 
Glied welches das Product beider' Zu- bei und y constant setzt. Es ist mithin 
wachse zmn Factor hat, und dieser Fall die Formel mit dreien Gliedern die >11- 
tritt jedesmal ein, wenn in der Function gemein gültige; denn man sieht, dafs in 
zwei und mehrere Veränderliche ein Pro- den beiden ersten Beispielen das Glied 
duct bilden. Dieses dritte Glied ist die mit A*‘Ay = 0 weiden mnfs, weil in 
partielle D. des ersten Gliedes, wenn man jeder das erste Glied kein y und das 
darin allein y variabel und x constant zweite kein x enthalt, 
setzt, oder dio partielle D. des zweiten 


4tes Beispiel. 

U = y’x 4 yx 3 4 «x 1 

17 4 A ff = (y 4 A y)’ (x 4 A x) 4 (y 4 A y) (* 4 A x) 3 4 « (x 4 A x)* 
hieraus Al/^y 3 4 2yx4 y Ax 4 3ax 3 + 3ax Ax 4 « Ax») Ax 

4 . (2yx 4 x Ay 4 x 3 ) Ay 4 (2y 4 Ay 4 2x + A*) A* • Ay 


17 = — 


btes Beispiel. 

, ... „ „ x4Ax 'x yAx-xAy 

also V + 


Nimmt man die Different anf die blofs 
Variabele x, so erhält man 
yAx _ A* 

y ! ~~ y 


Das erste Glied 
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Die Differenz auf die bloEs Variabele 
V genommen, 

da« zweite Glied ; 

y (y + Ay) 

Ond wenn man das erste Glied auf y 
oder das zweite auf x sich ändern läfst, 
das dritte Glied 

Ax _ Ax _ _ A* • Ay 
y + Ay y y(y+Ay) 

oder 

(x+Ax)Ay | *_Ay _ _ A 5 ‘_Ay 
y(y+Ay) y(y + Ay)~ y(y + Ay) 

2. Es sei Z eine Function zweier ver- 
änderlichen Gröfsen x, y, und gegeben 
ist die Differenzengleichung: 

&Z = A Ax + ÄAy 

wo AA* und «Ay die partiellen Diffe- 
renzen von AZ, ersterc auf x, letztere 
anf y allein nnd A nnd B Functionen 
von x und y sind. Ist ferner die par- 
tielle Differenz von A in Beziehung auf 
y = pAy, die von B in Beziehung auf 
x = y A*> so hat man die partiellen Dif- 
ferenzengleichungen 

A-4 = p Ay 
A« = q Ax 

nnd wenn blofs A veränderlich und « 
eonstant genommen wird: 

AZ = (A + AA) A* + ß Ay (1) 

= (A + p Ay) Ax + ß Ay 
= A A* + B Ay + p A* • Ay (*) 
Setzt man (statt 1) A eonstant nnd B 
veränderlich, also 
AZ = A A* + (B + Aß) Ay 
nnd verfahrt wie so eben, so erhält man 
AZ = i4Ax + «Ay + ?-Ax-Ay (3) 
Es geht also hervor, dafs die auf x 
und y von A nnd B genommenen Par- 
tial-Differenzen p und q einander gleich 
sind. 

Partiell« Differentialgleichungen. Der 

Begriff von Partiellem Differenzial ist in 
dem Art. »Differenzial*, No. 45, pag. 
273 angegeben. So wie partielles Diffe- 


renzial dem Totaldifferenzial, so bildet 
die partielle Differenzialgleichung den Ge- 
gensatz von Totaldifferenzialgleichnng. 

Man ersieht übrigens ans dem vorste- 
henden Art. dafs partielle Differenzen 
egen die vollkommenen Differenzen in 
emseiben Yerhältnifs stehen, wie es bei 
den Differenzialen der Fall ist. 

Ist eine Differenzialgleichung gegeben, 
in welcher mehr als zwei Veränderliche 
Vorkommen, die alle eine Beziehung, eine 
gegenseitige Abhängigkeit zu einander 
nahen, und man dinerenzirt in Beziehung 
auf irgend eine derselben, diese als die 
l'rverandorliche betrachtot, alle übrigen 
als abhängig veränderliche genommen, 
so entsteht eine Total-Differenzial- 
gleiehung. Differonzirt man aber nur 
eine einzige der übrigen Veränderlichen 
als veränderlich, die anderen Veränderli- 
chen dagegen als eonstant angesehen, so 
entsteht eine partielle Differenzial- 
gleichung. 

Es sei z. B. gegeben die Differenzial- 
gleichung 

A 9x -f B 9y = C 9» 

so sind folgende sechs Gleichungen To- 
tal-D. -Gleichungen: 

9y A _ C 9 * 

9x + B~T'Wx 

o 8 *-l 4 _± 8» 

9x C + C ' 9x. 

9x ß _ C 9s 

9y + A ~ A ’Gy 

9» «^ A_ 9x 

' 9y~ C + C '9y 

. Gx , JL Oy _ C 

9s + A '9s - A 

« Gy , _A 9x_ C 

9s + ß 'dt~ B 

Die folgenden sechs Gleichungen , in 
welchen jedesmal eine dritte der Verän- 
derlichen eonstant gesetzt ist, sind par- 
tielle D.-Gleichungen. 


8x " ß ’ 

9» ß 
*■ 9, “ C 


„ 9s_ A_ , _ B 

9x~ C ’ 9y ~ A 

. Gf__C_. F Gy c 

9s~ A ' 6 ' 9s“ B 


2. Eine Function von einer einzigen 
Veränderlichen wird allgemein bezeichnet: 
«(x); f(x): i f (x), wo x die einzige Ur- 
veränderliche ist und die also keine par- 
tiellen D.-Gleichnngen zuläfst. 

Eine Function von mehreren Verän- 


derlichen : F(x, y); f (x,y, s); (f (x, y, », «) 
n. s. w. 

Die Differenzialquotienten der 
Functionen werden bezeichnet: 
von F (x) mit F 1 (x) ; von <f (x) mit tf' (x) ; 
von f (x, y) mit f (x, y). 
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©• ©. © 

DiePartialdifforenziale der Function einer 
Function, z. B. von z werden bezeichnet 

.©*' ©*• ©•■ 

Die Partial-Drfferenziale einer Fuimtion 
von mehreren Veränderlichen werden be- 
zeichnet 


Die Totaldiffcrenziale der Fnnc- 
tionen werden bezeichnet 
von F (x) mit 8xF(z); vo’n qx mit 
»•**'(*)} von f (x, ;/) mit ?)x f (x, y) und 
8* r (*, y) , je nachdem * oder y als Ur- 
veränderliche gilt. 

Die Partialdifferenzialqnotien- 
ten einer Fuuction z. B. von s werden 
bezeichnet : 


(^>'1 

je nachdem x, «/, i als Urveränderliche ziala sind, nicht aufznheben. Die einge- 
angesehen wird. klammerten Größen sind einzige untrenn- 

Die eiugeklammerten Quotienten be- har o Größen, 
deuten Functionen von y, x, w, », die Das vollständige Differenzial 
Nenner derselben sind also mit den gleich cinor Function z. B. k wird allgemein 
bezeichneten Factoren, welches Differon- geschrieben 




Die Partial-Differenziale derselben Fnnc- 
tion können (allgemein) immer nur in 
einem einzigen Gliede des Total-Differen- 
zials bestehen 

©•" ©*••©••. 

3. Es sei Z eine gleichartige Function 
von r und y, d. h. die Stimme der Ex- 
ponenten von x und y haben in allen 
Gliedern dieselbe Dimension m. Ist nun 
gegeben 

0Z = A0x+ß0y (1) 

so läfst sich beweisen , dafs 
mZ = Ax By 

Setzt man nämlich y = ux, wo u eine 
von y abhängige veränderliche Gröfse ist, 
so hat man 

Dy = u 9x j- x 0» (2) 

und aus Gleichung 1 

8Z = A 0x + Bu Ox -f fix 0« (3) 

Es ist mithin Z allein abhängig von 
x dargestellt und man kann Z als ein 
Product rx m betrachten , in welchem p 
nnr von y oder von u abhängig ist. Aus 


Z = ex” und ans 3 entstehen die Diffe- 
renzialgleichungen 

DZ = «ex" -1 0x -f x wl 0p 
Hierzu Gleichung 3 

8Z = A 9x-t giOx-MtxQii 
woraus me x m_l 0x + x m 0p 

— A 8x -f Bu Dx + Bx du 
Da aber hier nur von Partial-Differen- 
zialen die Rede ist, so fallen die Diffe- 
renziale auf andere Veränderliche als Ur- 
variabele enthaltende Glieder, also x m dv 
und Bxdu aus, nnd man hat 

mp x 1 ”“ 1 0x = A 8x -f Bu 0x 

Für den Werth v«n ex m den Werth 
Z gesetzt und mit Ox dividirt, gibt 

mZ . „ i 

— = A -f Bu 
x 

woraus erwiesen 

mZ = Ax + Bux = Ax+ By (4) 
1. Beispiel. 

t/3 j- 

Gegeben Z = - • 

y-x 

Man erhält das Differenzial 


2)2 = Cf ~ *) (3*1* Oy -f 3 x* 0x) — (y 3 -f x 1 ) (8y — 0x) 

(y-x)> 

Dieses Differenzial in Beziehung auf x genommen, also y als constant betrach- 
tet, gibt 

t,7. - ÖL”*) ’ 3x J 8x — (y> + x*)(— 0x) - 2x s -f 3x J y -f y 3 _ 

(y-xj> 


Digitized by Google 


Partielle Differenzialgleichungen. 250 Partielle Differenzialgleichungen. 

(y-x)3y 3 9y-(y» + x>)8y_2 y»-jly>x-x> a>i * 

' <y - «)* J 


Also mit 8x und Oy dividirt 2 y* — 3 y 3 x ^_x* 

OZ . -2x’+3x*y4 y 1 Oy (S ~ *)’ , . . 

= 7— — , a Nun A mit x, ß mit y multiplicirt, 

. * r \S ) hoide Products addirt geben 

•2 (y* x‘) - 2xy (y» - x>) , fjS _ _w _ 2 (y» - x») (y - x) _ # y» + x> =r/ 

(y-xj> u ; y-x y-x 


Da nun in der gegebenen Gleichung 
der Zähler drei, der Nenner eine Di- 
mension hat, so ist m = 2 und das Re- 
sultat stimmend. 


2. Beispiel. 

Gegeben Z = — —- 77=7 (also m = — 1) 

r*’ + y’ 

x Ox + y Öy 

Man erhält das Differenzial , - 

(x’+y’) 1 


Also 

folglich 


OZ . -x , ,0Z -y 

s- = A = 7 und k- = ß = . 

njr (x» + y’) i (x’+y 1 )* 

Ax + ßy = --?~±£- = == L = ==mZ = -Z 


(x' + y 3 ) 1 v'*‘+y’ 


4. Es ist Z irgend eine Function von 
x und y und es sind folgende Differen- 
zialgleichungen gegeben : 

0Z = A0x + ßöy 
OA = r Ox + p Oy 
0 ß = q Ox + s 9y 
so ist in allen Fällen p = q 
Dann legt man Satz 3 des vorigen Art. 
zu Grunde, nämlich 
Gleichung l: 

A Z = A a* + ß Ay + p A* • Ay 
Gleichnng 2: 

A Z = A Ax + «Ay + 9 A* • Ay 

so entsteht , wenn man zu den Grcnz- 
werthen übergeht : 

OZ = A Ox + ß Oy + p Ox • Oy * 

OZ = A Ox + ß Oy + q Ox • 9y 
woraus die Richtigkeit des Satzes p — q 
hervorgeht. 

Beispiel. 

Es sei Z = x*i«y + yco*x 


so ist 

0 Z = (x co« y + co* x) Oy +(«>« y - y » • * x) Ox 

also A = «in y - y «in x 

nnd ß = x coi y + co* x 

OA 0 ß 
Oy Ox y 
Es ist r = * = co* y 


p — q — - iin x 

5. Den Erläuterungen No. 2 zu Folge 


hat man folgende symbolische Bezeich- 
nung des Satzes 4. Es werden ausge- 
drückt: 


Die partiellen Differenzialquotienten A 

Ulit Q : * ß mit (§y) ! p mit (§y) 
und q mit (g |). 

Aöx mit (jy^) Ox; ßOy;mit (o~) Ö V 
Der behauptete Satz mit : 


6. Der 8atz No. 4 ist in sofern wichtig, 
weil man bei einer vorliegenden Diffe- 
renzialgleichung mit p = q prüfen kann, 
ob dieselbe reell ist oder nicht, d. h. ob 
sie aus oiner vollkommenen Stammglei- 
chung abgeleitet ist oder nicht. Ver- 
gleiche No. 33, pag. 305 des Art. „Inte- 
gral“, wo erwähnt ist, dafs es Functio- 
nen gibt, von welchen kein Integral mög- 
lich ist; ferner vergleiche No. 4 dos Art. 
„Differenzialgleichung“, pag.> 287, 
wo dasselbe ausführlicher nachgewiesen ist. 


Beispiel. Gesetzt es sei von einer 
unbekannten Function Z das auf x ge- 
nommene Differenzial A = 2o xy gegeben ; 
es ist mithin auch ß unbekannt, so hat 
man die Gleichnng 

ÖZ = 2o xy Ox + ß ■ Oy 


woraus 

Z = /2«xy Ox +fB Oy = ayx* +/ß • Oy 
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Es könnte nun scheinen, als wäre B 
ganz willkührlich zu nehmen , allein das 
ist nicht der Fall, es hat B einen ganz 
bestimmten Werth, und dieser Umstand 
führt za folgender wichtigen Aufgabe: 


7. Es sei Z eine Function zweier Ver- 
änderlichen x , jf; das partielle Differen- 
zial nach x sei A Ox gegeben , es soll 
aus diesem das zweite partielle Differen- 
zial B By, das vollständige Differenzial 
von Z and die Fnnction Z selbst ge- 
funden werden. 


0.1 

8» 


Bl! 

Da 


daher 


0.1» Off. 

Ox==p Ox 
Oy Ox 

0 fl 


Nun ist aber Ox das partielle Dif- 


ferenzial von ff nach x bei constantem 
y, und somit ff das Integral von 


-Ox 

Oy 


- 


ö* 


d. h. Es wird das Differenzial von A auf 
die alleinige Veränderliche y genommen, 


nnd die daraus hervorgegangene Gröfse 
nach x integrirt: 

1. Hei dem Beispiel des vorigen Satzes 
ist A — 2axy , 

Hieraus 

ff = } Ox =/2«.r Ox = «x» 

Es ist demnach 
ÖZ = 2a xy Ox + ox 1 Ox 
0.1 = 2ay + 2ax 
Off = 2a.r + 0 
die Function 

Z =f2a xy Ox +/ax* Oy = ax 7 y + n.t J y 

2. Beispiel. Gegeben A=x. 

Hieraus ff = . Ox = y • Ox 

folglich OZ = x Ox + y Oy 
OA = Ox + 0] 

Off = 0 + 9y 
Z = ix J + 1 y* 

3tes Beispiel. 

Es ist gegeben A = — - — - — 
l / x> - 2xy 


• < 

«i 


V 
_ i 


Mithin ff= / |^8x= (' * 1 : Ox = /- — f? — = — — 

J Oy tx Oy | x* — 2.ry e/(x J -2xy)5 |'**-ixy 


Hieraus ÖZ J-fTüPf - - JlgjL, 
t'x 2 — 2xy | x* - 2xy 

Man erhält 0.1 = 0 x ~3 . — = — - 


xy 


nnd 


J'x« - 2xy ( X J _ 2x,) } (x* - 2xy)* 

ö« = 0 - y 

(x* — 2xy) ^ (x J — 2xy) ^ 

Z = r~ - ~ V Ox + C Oy = | x* Z~ä7ry 

JV^-iry ./ I x 3 — 2xy * 


Pascals Dreieck, Arithmetisches Drei- 
eck ; eine Reihe von Zahlen wird so ge- 
nannt, weil man sie als von Pascal er- 
funden angenommen hat, wiewohl sie 
schon früher dagewesen ist. Sie besteht 
in der Intereinanderstellung der Bino- 
mial-Coefficienten sämmtlicher Grade vom 
Oten Grade ab, weshalb man auch die 
Reihen mit der Oten anfangend bezeich- 
net. 

.Die Ote Reihe enthält eine, die erste 
2 u. s. w. , die rote (ro -f 1) Zahlen. Die 
Reihen sind also arithmetische Reihen 
der Oten, lten, 2ten .... roten Ordnung. 

Wenn man in jeder verticalen Reihe 
jede obere von der zunächst unteren ab- 
zieht, so entsteht die links neben ste- 


hende verticale Reihe, und auch die ver- 
ticalen Zahlen bilden Reihen nach stei- 
enden Ordnungen: die erste eine Reihe 
er Oten Ordnung, die 2te eine der ersten, 
die rote eine der (ro — l)ten Ordnung. 

Nach der untenstehenden Reihenbe- 
zeichnung hat die Ote Reihe die einzige 
Zahl 1 ; jede Reihe hat 1 zum ersten 
Gliede, die erste Reihe 2 Zahlen , die 2te 
3 Zahlen .... die rote (ro + 1) Zahlen. Be- 
zeichnet man die Zahl der Reihe, (den 
Grad der Potenz) allgemein mit n und 
die Zahl des Gliedes darin allgemein mit 
m> so hat man für eine nte; Reihe 
die Grölsen der Glieder der Reihenfolge 
nach 


r 
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Glieder 12 3 4 

„ .. n »(«-1) h(h — l)(n - 2) n(n — 1) (* — 2) .. . . (»— m +2) 

Grofse lj T ! n 2 - ! TT“»- i ~ 

Dies gibt folgende Zusammenstellung, wobei zugleich die Summe S angegeben 
ist, welche für jeden Grad = 2" ist. 


Potenr- 

gradc. 

Reihe der Binomial-Coefficienten. 

Summe. 

0 

1 

2° = 1 

1 

1. 1 

2' = 2 

s 


2= =4 

3 

1. 3. 3. 1 

2* = 8 

4 

1. 4. 6. 4. 1 

2 4 = 16 

6 

1. 5. 10. 10. 5. 1 

2‘ = 32 

6 

1. 6. 15. 20. 15. 6. 1 

2* = 64 

7 

1. 7. 21. 35. 35. 21. 7. 1 . . . . 

2 7 = 128 

8 

1. 8. 28. 56. 70. 56. 28. 8. 1 

2* = 256 

9 

1. 9. 36. 84. 126. 126. 84. 36. 9. 1 . 

2* = 512 

10 

1. 10. 45. 120. 210. 252. 210. 120. 45. 10. 1 

2" = 1024 


PauageDinstroment, e. V. w. „Mit- 
tagsfernrohr“, auch „Dnrchgangs- 
instrnment“ genannt. 

Pedometer, ein Instrument, welches 
auf einer Reise zu Wagen die Länge 
des zurückgelegten Weges angibt, ein 
Schrittzähler von den verschiedensten 
Constructionen. 

Pendel. In dem Art. „Fall durch 
einen Kreisbogen“, pag. 72, ist die 
Theorie des einfachen Pendels ausführlich 


es wird das Pendel von der Länge = r 
gerade die Zeit I zu einer Schwingung 
gebrauchen. 

Stellt man sich nun alle diese Mas- 
senpunkte in einer einzigen geraden un- 
biegsamen massenlosen Linie neben ein- 
ander fest vereinigt vor, so hat man ein 
physisches Pendel, und es hat dieses 
die Eigenschaft, dafs die der Drehaxe 
näheren Massenpunkte in der ihror Lage 
entsprechenden Schwingung verzögert 
und die der Drohaxe entfernteren Mas- 


vorgetragen, dessen Schwingungszeit ( 
ermittelt und mit Formel 15 ausgedrückt. 

Dieses einfache Pendel besteht nun in 
einem Massenpunkt, der an einer massen- 
losen unbiegsamen geraden Linie in der 
Entfernung r von der Drchaxe befestigt 
ist. 

Die Formel ist weitläufig. Wenn man 
aber den Schwingungsbogen klein an- 
nimmt, so ist die Zeit der Schwingung 
näherungsweise 


Die Schwingungszeit ist also nm so 
gröfser, je gröfser der Abstand des Mas- 
senpunkts von der Drehaxe ist. 

Hängt man also eine grofse Anzahl 
einfacher Pendel neben einander auf, de- 
ren Abstände des Massenpunkts von der 
Drehaxe von der kleinsten Länge bis zu 
einer Länge I allmählich gesteigert sind, 
so schwingt der kürzeste eine viel kür- 
zere, der längste eine viel längere Zeit, 
als die oben gedachte Zeit I beträgt, und 


senpunkte in der ihrer Lage entsprechen- 
den Schwingung beschleunigt worden. 
Oder dafs die der Drehaxe näheren Punkte 
die Schwingung des unter dem Abstand 
r befindlichen Punkt beschleunigen, 
die entfernteren Punkte sie verzögern. 

Die Länge r des einfachen Pendels, 
welches mit dom physischen Pendel gleiche 
Schwingungen macht, erhält man fol- 
gender Weise. 

Es sei C die Drehaxe, G der Schwer- 
punkt des Systems , S der Schwingungs- 


Fig. 885, 
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punkt, d. h. CS sei die Länge r des mit 
diesom physischen Pendel gleich schwin- 
genden einfachen Pendels, II das Volum 
(oder die Masse oder das Gewicht) des 
Systems. Es sei das Trägheitsmoment 
in Beziehung auf den Schwerpunkt G als 
Drehe xe = 5)r, das Trägheitsmoment in 
Beziehung auf die Axe C als Drehaxe 
= 5)1, der Abstand CG des Schwerpunkts 
G von der Axe C = a, der Abstand SG 
= 4 . »o ist nach dem Art. . Momente 
der Trägheit*, No. 8, pag. 1C5 mit 
Fig. 815. r * 

5)1 = 2R' + o 3 - II 

Nun hat die durch das Moment 3X 
auf den Schwerpunkt G reducirte Masse 
H in Beziehung auf die Drehaxe C den 
liehelsarm CG = a ; die durch das Mo- 
ment 5)1 in S befindlich gewesenen auf 
C reducirte Masse II den Hebelsarm r. 

Ferner bei Reduction der in S vereinig- 
ten Masse II auf G 
5)1’ = * 3 !H 

bei Reduction derselben aus G nach C 
2)1 = o 3 II 

Es ist also r o 3 ,)f = a (k 3 + o 3 ) Jf 
oder ra — A 3 + a 3 

k 7 

woraus die verlangte Länge r = + a 

a 

Pendel, ballistisches, s. .Ballisti- 
sches Pendel“. 

Pentaeder wird mitunter ein Prisma 
genannt, welches gleichseitige Dreiecke 
zu Grundflächen hat. 

Pentagon, s. v. w. .Fünfeck*. 

Pentagonalzahlen, fünfeckige Zah- 
len sind die Reihe von Zahlen, deren 
Bildung das Fünfeck zu Grunde liegt 
(vergl. .Dekagonalzahlen“). Die 
Zahlenreihe ist 

1 .6* IS- 28-86... .i»(3w- 1) 


lte Differenzenreihe 

4 • 7 ■ 10 . 13 

2te Differenzenreihe 
3-3-3 

Summe der ersten n Glieder 

S = i n« (n + 1) 

Pentedekagon, s. v. w. .Fünfzehn- 
eck“. 

Perikanstika, ist eine von Jacob Ber- 
noulli ans der Kaustika hergeleitete Linie: 
In Fig. 251, pag. 415, Bd. I. sind die 
punktirton Linien die aus dem leuchtenden 
Punkt A gesendeten Strahlen wie A,, 
. 4 ,, A , u. s. w., die ausgezogenen Li- 
nien die von diesen Strahlen zurückge- 
worfenen Strahlen. Der Strahl A, re- 
floctirt nach 1-2, der Strahl A , nach 
2-4 it. s. w. Wenn man nun den Strahl 
A, über 1 hinaus verlängert uud diese 
Verlängerung dem zugehörigen reflectir- 
ten Strahl gleich macht, so ist der Eud- 
unkt der über 1 verlängerten Linie ein 
unkt der Perikaustika. Eben so ist der 
Endpunkt des um die Linie 3, 6 verlän- 
gerten Strahls A, ein Punkt der P. 

Perigenm ist bei der um die Erde Be- 
enden Mondbahn der der Erde nächste 
unkt, er liegt im Scheitel der grofsen 
Axe (s. .Apogeum*). 

Perthelinm ist bei den Planetenbahnen 
der der Sonne zunächst liegende Punkt. 
Er liegt im Scheitel der grofsen Bahn- 
axe. 

Perimeter ist der l'mfang einer Figur. 

Periodischer Decimalbrnch , s. Bd. II, 

pag. 249; Verwandlung derselben in ge- 
meine Brüche und die 4 Species mit den- 
selben. 

Periodischer Kettenbrach ist ein sol- 
cher, dessen Nenner periodisch abwech- 
seln, wie bei den periodischen Decimal- 
brücben die Decimalstellen. 


1 



o+l 

0 + 1 


V 


<1 (in inf.) 


1 


o + l 

4 + l_ 

■ +_»_ 

4 + 1 

o+l 

h (in inf.) 


1 

q+T 

4+_l 

c + 1 

o + l 

*+J 

- c (in inf.) 


Diese periodischen Kettenbrüche haben „ . 1 

die merkwürdige Eigenschaft, dafs sie auf x ~ 

eine quadratische Gleichung gebracht wer- Was dem zweiten Gliede 1 des Nenners 
en können. zugefügt werden mufs, nämlich die un- 


n 
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endliche Anzahl von — , . ist offenbar hieraus ** + 4* - — = 0 
o + l « 


= x und man hat 

1 • x — , woraus ar 3 + ax — 1 = 0, 

o + * 


woraus x 
1 

: «+J 

6 + *; 


--y + ]/V +K 


2. x = 


und 


- 4 x l/ 4 ’ x 4 

J “ “ T + V i + T 


1 


fl -f 1 _ b r -f bc -f 1 

b -f 1 ab -J r -J abr j « 

cTr 

woraus 

(ab + l)*' i -f (aAr -ffl-fe- b)x — br — 1 =0 


also 


abr + a - b f c ,/ /abc -{- a — b -f- c\* 

•=- 2 («Tr» + FH(.»+ir) +( * c+,> 


Periodischer Monat, s. .Astronomi- 
scher Monat“, No. 3, pag. 153. 

Periöci, s. v. w. .Nebenwohner“. 

Perloptrik , 1 Perioptik ist der Theil 
der Optik, welcher mit dem auf Oberfli- 
chon von Körpern fallenden und von den- 
selben reflectirton Lichtstrahlen sich be- 
schäftigt. 

Peripherie ist dem Worte nach das- 
selbe mit Perimeter, dem Umfang je- 
der Figur, es bedeutet aber ausschliofs- 
lich einen Kroisumfang. 

Peripheriewinkel ist jeder Winkel, den 
zwei Sehnen in einem Punkt der Peri- 
herie mit einander bilden. Der I’. ist 
alb so grofs als der mit ihm auf glei- 
chem Kreisbogen stehende Centriwinkol. 


Periscii, Umschattige sind die Bewoh- 
ner der kalten Zone, weil dort zur Zeit 
des Tages, indem die Sonne einen Kreis 
um sie beschreibt, ihr Sonnenschatteu 
nach allen Richtungen fällt. 

Pariscopische Brillen sind solche, de- 
ren eines Glas für Kurzsichtige, das an- 
dere für Weitsichtige eingerichtet ist, um 
den Nachtheil von den Augen abzuwen- 
den, welche aus der Kugelgestalt der 
Gläser zu befürchten ist. 

Permotationen, Versetzung von Ele- 
menten. Die Elemente «terfe sollen in 
geordneter Reihenfolge so verschiedenar- 
tig versetzt werden, dafs die letzte edeba 
hervorgeht. 


1 Element a P. = a 

2 Elomento «, b P. = ab, ba 

3 Elemente «, b, c P = abc, acb, bac, bca, cab, cla 

4 Elemente a, b, c, d P. = abcd, abdc, aebd, aedb , adbc, adeb 

baed , bade , bcad , beda, bdac, bdca 
cabd, cadb, ebad, ebda, edab , cdba 
dabc, dacb, dbac, dbca, dcab, deba 

Dieser Darstellung zufolge ist nun die Sind unter n Elementen 2 gleiche, so 
Bestimmung der Anzahl von möglichen geben die n Elemente 1 • 2 • 3 ... n Ver- 
Versetzungen sehr leicht. Geht man Setzungen, wenn man sie sämmtlich als 
nämlich von einem Element aus, so hat ungleich ansieht, die beiden gleichen aber 
dieses nur eine Versetzung. Bei Ilin- veranlassen, dafs nur die Hälfte von deu- 
zutritt eines zweiten Elements hat jedes selben wahrnehmbar bleibt. Bei 3 glei- 
für sich diose eine, beide also 2 Vor- chen Elementen bleiben so viele unbo- 
setzungen. Tritt nun ein drittes Eie- merkbar, als drei ungleiche Elemente 
ment hinzu, so haben die Versetzungen Versetzungen geben, also 1 • 2 • 3; es ist 
von zwei Elementen jedes einzelne Eie- also nur der Gte Theil der Versetzungen 
ment zum Begleiter und es entstehen von ungleichen Elementen wahrzunehmen, 
mithin 3x2 Versetzungen, mit 4 Eie- Bezeichnet luau der Kürze wegen die An- 
raenten, also 4x3x2 = 24, folglich mit zahl, in welcher ein Element vorhanden 
n Elementen n • (n— 1) (n — 2) ....3 -2*1 ist, mit dieser Zahl als Exponent, so 
Versetzungen. schreibt man beiden Elementen a, bb, cee, 
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, 1 , 1 , 1 , 1 1 Bi t«, c', rf 4 und bat nnn bei 10 Elementen die mögliche Anzahl der wahr- 
nehmbaren Versetzungen. 


1 

1 


-ä-3-4-5 -6- 7-8- 
x 1 • 2 x 1 • 2 • 3 x 1 • 2 


9 OO 
“. 3 • 4 


= 4 • 5 • 7 • 9 • 10 Versetzungen 


Allgemein bei a 1 ' • b' 1 • c r • 
die Anzahl der Versetzungen = 


,f in Summa n Elementen 

1 .2 • 3 • 4 - 5 ■ ■ 

1 -2-3... J> xl .2-3... 9 x 


1 - 2 - 


3. 


(« — 2 ) (n — 1 ) ii 
,. rx 1-2-3 


Permntiren, Versetzen, die Permu- 
tationen geordnet darstellen. 

Perpendicnlär. lothrecht, nach dem 
Mittelpunkt der Erdo hin gerichtet; Li- 
nien, die rechte Winkel mit einander 
bilden, sollten winkelrecht oder nor- 
mal genannt werden. 

Perpeadicnlarmethode. Dies ist in der 

Eeldmefskunst die Arbeit bei Anfnahmo 
von unregelmäfsig gekrümmten Linien, 
gewöhnlich Grenzlinien mit Hülfe von 
Abscissen und rechtwinkligen Ordinaten 
darauf, die um so näher an einander ab- 
gestcckt werden, je krummer und unre- 
gelmäfsiger die aufznnehmende Linie ist. 
Die Abscisse oder mehrere unter Nei- 
gungswinkeln an einander wählt man 
möglichst nahe der aufzumessenden Linie, 
so dals sie dieselbe auch durchschneiden 
kann. 

Die Absteckung der Ordinaten, wie 
diese einfache Arbeit mit Kette und Stä- 
ben oder Maafsstäben geschieht, ist in 
dem Art. „ Baculomet rie“ mit Hülfe 
von Kig 169 und ICO beschrieben. Man 
bedient sich aber auch des Diopterkreuzes 
oder des Mefstischcs, wie dies im Art. 
„Parallelen abs'tecken“ erklärt wor- 
den ist. 

Perpendikel ist die nach dem Mittel- 
punkt der Erde gerichtete Linie. Auch 
werfen Linien sogenannt, welche rechte 
Winkel mit einander bilden, aber mit 
Unrecht; sie sollten winkclrecht oder 
normal heifseu. 

Perpendikelwaage, s. v. w. „Setz- 
waage, Bleiwaage*. 

Perpetuum mobile ist eine Idee, welche 
schon viele sonst intelligente aber in 
diesem Punkt mit gänzlichem Mangel 
an Einsicht behaftete Leute unglücklich 
gemacht hat. Dem Begriff nach ist P. in. 
eine Maschine, welche die zu ihrer me- 
chanischen Thätigkeit consumirte Kraft 
aus sich selbst heraus fortwährend wie- 
der ersetzt. 

Es hat seine Richtigkeit, dafs in Folge 
des von der Natur gegebenen Beharrnngs- 
standes ein in Ruhe betindlicher Körper 


nur durch eine änfsere Kraft in llewe 
gong und ein in Bewegung betindlicher 
Körper in Ruhe gebracht werfen kann. 
Hat ein Stofs oder ein anhaltender Druck 
ein System von Körpern in Bewegung 
gebracht, so kann sie fortgenommen wer- 
den und das System bioibt des Behar- 
rungsstandes wegen in Bewegung. 

Dies würde unausbleiblich in jedem 
einzelnen Fall statt linden, wenn nicht 
die Ursache, welche diese Regel zu einer 
Regula falsi macht, in dem bewegten 
Körper selbst eingegraben wäre. 

Wenn nämlich ein Körper in Berüh- 
rung mit einem ruhenden Körper ist, so 
hat er das Bestreben diesen in dio Be- 
wegung mit hinein zu ziehen ; da aber 
der zweite Körper in Ruhe bleiben will, 
so widersteht er dem sich bewegenden 
Körper, er übt einen Widerstand gegen 
ihn aus , der seine Bewegung offenbar 
hemmend vermindert. Jeder nur einen 
Augenblick ansgeübte Widerstand ver- 
mindert die Kraft, und soll sie nicht ver- 
mindert werfen , so bedarf sie des Er- 
satzes. Da nun der Widerstand perpe- 
tuell geschieht, so ist er ein Perpetuum 
immutabile, welches mit dem Perpetuum 
mobile in gleichem Grade sich schwächt 
und endlich erschöpft zu Null wird. 

Diese Behauptung bestätigt die Natur: 
der liebe Gott hat dio Welt nicht aus 
Nichts geschaffen; das ist nicht möglich, 
cs ist jedenfalls der Stoff dazu vorhan- 
den gewesen. Die bis heut vollendete 
Welt aber ist immer kein Perpetuum 
mobile; man ersieht dies ans den Aende- 
rungen, welche sichtbar vorkommon, und 
welche mit dem Namen Störungen ho- 
legt werfen. 

Jedenfalls sind diese sogenannten Stö- 
rungen Ortsändornngen von Kräften und 
mit diesen Abänderungen der Kräftegrö- 
isen selbst, also weise Maafsregeln sind 
diese sogenannten Störungen, dafs das 
Weitgehende in seinem Laufe und Be- 
stände nicht gestört werde. 

Perturlationeo sind die attractorischen 
Einwirkungen der Weltkörper auf ein- 
ander, durch welche sie aus den ellipti- 
schen Bahneu, denen sie, um ihren Cen- 



Perturlationen. 


250 


Perturlationen. 


tralkörper laufend, ohne solche ointreten- 
den Gegenwirkungen, dem allgemein gel- 
tenden Anziehungsgosetz gomäüs streng 
folgen würden, ahgelenkt werden. 

Es ist nicht ein einzigor Planet, 
der einem anderen Planeten diese Ab- 
lenkung verursacht, sondern es geschieht 
dieselbe von jedem einzelnen der ande- 
ren Planeten des ganzen Sonnensystems, 
weil dasselbe Attractionsgosotz jedem ein- 
zelnen Weltkörper inne wohnt, so dafs 
die verursachten Soitenbewegun^on die 
ntrthwondigen Folgen desselben Gesetzes 
und an Gröfse und Richtung denselben 
streng unterworfen sind. 

Es sei S die Sonne, E die Erde, FSIIW 
die elliptische Ekliptik, welche die Erde 
um die Sonne herum durchläuft, so kann 
die Erdo auch um die geringste Länge 
nicht aus derselben sich entfernen, wenn 
nicht andere Weltkörper ihr attractorisch 
entgegenwirken. 

Ist aber ein anderer Weltkörper, z. B. 
der Jupiter J, da wo er gezeichnet ist, 
der Erde nahe gekommen, so übt er mit 


Fig. 88G. 



seiner grofseu Masse sein attractorischcs 
Recht auf die Erde aus, und während die 
Erde nach H ihren Lauf ruhig fortsetzen 
will, zieht er die Erde zu sich aus der 
Ekliptik heraus. 

Ist zugleich ein zweiter Weltkörper, 
z. B. der Saturn (.Sn) auf die gezeichnete 
Stelle gekommen, so macht dieser os eben 
so , und die drei Pfeile geben ein Bild 
von der Verlegenheit, in welcher die Erde 
sich befindet. 

Aber mit dem Jupiter und dom Sa- 
turn ist cs nicht aligethan, es kommen 
noch viele andere kleinore Planeten hinzu; 
ferner die beiden grofsen Grenzhüter, der 
Uranus und der Neptun , welche die dem 
Verhältnis ihres Fonds entsprechenden 
Rechte fordern, geltend machen und durch- 
setzen. 

Die Monarchen Deutschlands sollten die 


Regiorungsweise des Sonnensystems, als 
eine unmittelbar von Gott eingesetzte 
Disciplinar- Verwaltung zum Muster neh- 
men: Die Grofsmacht Sonne ist nicht 

nur nicht ungehalten, dafs sie durch die 
Mittel 1 und Kleinmächte in ihren Rechten 
verkürzt wird, sic ist im Gegentheil so 
freundlich, jeder dieser Mächte ein dem 
Verhältnis ihrer materiellen Mittel genau 
entsprechendes mit sich selbst gleich gro- 
fses Recht freiwillig zu überlassen und 
vor allen Dingen beweisen die Central- 
und Specialrcgierungen die gänzliche 
Nutzlosigkeit eines Bundestages. 

Die Perturlationen, auf einen Weltkör- 
por zusammen wirkend, sind während 
eines und mehrerer Jahre unbedeutend, 
aber von zweierlei Art : Einige sind im- 
mer im Zunehmen begriffen , nach einer 
Reihe von Jahren erheblich genug und 
werden deshalb aus den Säcularande- 
rungen der Bahnetemente entnommen. 
Diese enthalten nämlich die summarischen 
Elementenänderungen von Jahrhundert 
zu Jahrhundert, deren Mittelzahlen auf 
den verlangten kürzeren Zeitraum ver- 
hältnifsmälsig redueirt werden. 

Die anderen sind periodisch, d. h. sie 
sind eine Zeit lang zunehmend und dann 
wieder abnehmend, so dafs sie sich im 
Laufe der Zeit ausgleichen. So z. B. ist 
dies bei dem Monde der Fall, dessen Cm- 
laufszeit der Säculargleichung nach im- 
mer kürzer wird, aber mit der Zeit auch 
wieder zur Verlängerung kommt. 

Der Erfolg der Störung eines Weltkör- 
pers durch mehrere andere in ihren Ele- 
menten bekannte Körper zu gleicher Zeit, 
in Betreff seiner Bewegungsvoränderung : 
also zu ermitteln, welche Bewegung er 
machen wird, ist wogen des notnwendi- 
gen Ansatzes vieler von einander abhän- 
gigen Gleichungen unmöglich. Es hat 
sich aber gefunden, dafs hei der Gering- 
fügigkeit der einzelnen Störungen die 
Storung durch jeden einzelnen Himmels- 
körper für sich, also so berechnet werden 
kann , als wonn die übrigen störenden 
Körper nicht vorhanden wären. Hat man 
nun diese Einzelnstörungen sämmtlich 
ermittelt, so gibt die Summe derselben 
die (iesammtstörung simmtlicher gleich- 
zeitig störender Körper Diese Aufgabe, 
die Ermittelung der Gcsnmmtstürung von 
mehreren Himmelskörpern auf einen ein- 
zigen anderen ist datier unter dem Na- 
men: Problem von drei Körpern be- 
kannt. 

Lagrange setzt dieses Verfahren unge- 
fähr folgender Art auseinander: Für die 
Darstellung der Bewegung eines von der 
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Sonne angezogenen Planeten werden drei 
Differenzialgleichungen de» zweiten Gra- 
de» angesetzt, bei deren Integrirung also 
sechs G>nstanten, nämlich sechs Ton den 
constanten Bahnelementen allein abhän- 
gige Groben Vorkommen. 

Wenn man nun die Gleichungen für 
die Anziehung eines dritten Himmelskör- 
pers mit einführen wollte, so würden sich 
^ene Differenzialgleichungen nicht mehr 
integriren lassen. Die Glieder aber, welche 
hinzutreten würden, enthalten die im 
Vergleich mit der Sonne nur kleine Mas 
sen des dritten Körpers, sind also selbst 
sehr kleine Zahlen , deren Werth man 
n äh erungs weise ermitteln kann. Diese 
Näherungswerthe eingeführt und integrirt, 
als wenn diese Glieder nicht hinzugekom- 
men wären, gibt eine der wahren Stö- 
rung möglichst nahe kommende. 

Diese Veränderungen sind nun theils 
periodisch, theils sind sie es nicht. Die 
ersteren hangen ab von der gegenseitigen 
Stellung des störenden una des gestör- 
ten Körpers, sie erhalten also bei der wieder 
eintretenden selbigen Stellung denselbi- 
gen Werth; die anderen hangen von die- 
sen Stellungen nicht allein ab und kön- 
nen mit der Zeit wachsen und abneh- 
men. So z. B. ergab sich , da Cs die Be- 
wegung des Jupiter beschleunigend und 
die des Saturn verzögernd war und dafs 
diese Aenderungen nicht auf Säcularglei- 
chungen beruhten. Genaue Beobachtun- 
gen haben dann ergeben, dafe die Wech- 
selwirkungen zweier Planeten in Bezie- 
hung auf Bewegungsänderungen, deren 
Periode sehr lang ist, die Summe der 
Quotienten : Masse dividirt durch die Länge 
der grofsen Axe constant bleiben. 

Phasen sind Lichterscheinungen, Licht- 
gestalten, das Aeufcere eines Körpers bei 
dessen verschiedenartiger Beleuchtung. 
Besonders gebraucht man diese Bezeich- 
nung für Planeten und Monde, je nach 
deren Gestalt, in welcher sie nns hei 
verschiedenen Beleuchtungen durch die 
Sonne, je nachdem die Erde ihre Lage 
zu dem beleuchtenden und dem beleuch- 
teten Weltkörper hat. Die Phasen des 
Mondes sind in dem Art. „Mondpha- 
se n“ mit 12 Figuren ausführlich be- 
schrieben. 

Phorometrte, s. V. w. „ Phoronomie“. 

Phoronomie ist die Lehre von den Ge- 
setzen der Bewegung, wenn bei dersel- 
ben von einer Kraft, welche dieselbe her- 
vorgebracht hat und erhält, ganz abge- 
sehen wird. Die Erklärung von Bewegung, 
von beschleunigter und verzögerter, von 

IV. 


gleichförmig und ungleichförmig beschleu- 
nigter und verzögerter Bewegung sind in 
verschiedenen Artikeln dieses Wörter- 
buchs schon gegeben und die Gesetze 
selbst ausführlich abgehandelt. 

Es soll hief nur, der möglichen Voll- 
ständigkeit wegen, noch folgendes hin- 
zugefügt werden: 

1. Vergleicht man die ungleichförmige 
Bewegung in Hinsicht des zurückgeleg- 
ten Weges von irgend einem Augenblick 
oder von irgend einem Punkt des Weges 
an mit derjenigen gleichförmigen Bewe- 
gung, die als das Maafs aller übrigen 
zum Grunde gelegt wird, so heifst das 
Verhältnifs der Wege beider Bewegun- 
gen in einerlei Zeit die Mittlere Ge- 
schwindigkeit der ungleichförmi- 
gen Bewegung in dieser Zeit. 

Ist nämlich a der Weg bei der un- 
gleichförmigen Bewegung in der Zeit r, 
so ist in derselben Zeit der Weg der 
gleichförmigen Bewegung = o, also die 
mittlere Geschwindigkeit der ungleich- 
förmigen = y. Nun ist andererseits — 

die Geschwindigkeit derjenigen gleichför- 
migen Bewegung, vermöge welcher in 
der Zeit i der Weg a znruckgelegt wird, 
folglich kann man auch die mittlere Ge- 
schwindigkeit bei der ungleichförmigen 
Bewegung als diejenige Geschwindigkeit 
bezeichnen, welche derjenigen gleichför- 
migen Bewegung zukommen würde, ver- 
möge welcher in derselben Zeit derselbe 
Weg wie hei der ungleichförmigen durch- 
laufen würde. Ist nun das Gesetz der 
ungleichförmigen Bewegung so beschaf- 
fen, dafs die mittlere Geschwindigkeit 

— sich einem bestimmten Werth als 

T 

Werthgrenze immerfort nähert, wenn i 
immerfort kleiner und kleiner genommen 
wird, oder sich so vermindert, dafs diese 
Zeit unendlich klein wird, so nennt man 
diese Werthgrenze die Geschwindig- 
keit der ungleichförmigen Bewe- 
gung im ersten Augenblick der 
Zeit r oder in dem Punkte des W T e- 

i es, wo das Bewegliche in diesem 
ugenblick sich befindet. 

Ist z B. der in der Zeit t znrückge- 
legte Weg i = a - f bt 7 , so ist der Weg in 
der Zeit m’ = t 1 ■= a - f ä (i -f »)* t daher 
der in der Zeit i zurückgelegte Weg 
*' - t = bi (21 + i); daraus die mittlere 
Geschwindigkeit während der Zeit t = 

y = 2bt *f br ; folglich y — 2bl = bt. Da 

nun der Subtrahend von i unabhängig 
ist und bt offenbar mit r zugleich un- 

17 
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endlich klein wird, so ist 261 die Werth* 
grenze von — , mithin die Geschwindig- 
keit der ungleichförmigen Bewegung am 
Ende der Zeit l oder im Aufange der 
Zeit r = 26/. 

Das Gesetz, wonach sich die eben er- 
klärte Geschwindigkeit während der gan- 
zen ungleichförmigen Bewegung ändert, 
bestimmt die verschiedenen Arten dieser 
Bewegung. 

2. Es ist der Weg eines materiellen 
Punkts als Function der Zeit gegeben. 
Die Geschwindigkeit am Ende dieses We- 
ges oder am Ende dieser Zeit zu be- 
stimmen. 

Es sei s der in der Zeit / zurückge- 
legte Weg und s — ft die gegebene Func- 
tion, so ist der Zuwachs des Weges in 
der Zeit A* = A* = f (t + AO — ft 
, , .. . . . A» f(« + A0-fl 

folglich ist — = A( 


Beschleunigung des materiellen Punkts 
für diesen Augenblick zu bestimmen. 

Da e als Function von < gegeben ist, 
so ist die Geschwindigkeit am Ende der 
Zeit I + Af = *+A®» folglich ist A® di© 
Aenderung der Geschwindigkeit in der 

Zeit Al und daher ^ die mittlere Be- 
et t 

schleunigung während der Zeit Ab Di© 
Beschleunigung am Anfänge der Zeit A I 
oder am Ende der Zeit t ist aber die 
Werthgrenze der mittleren Beschleuni- 
gung für die unendliche Abnahme von 
A I- Bezeichnet man also diese Beschleu- 
nigung mit «i, und da andrerseits die 
Werthgrenze des Zuwachsquotienten das 
Differenzial der Geschwindigkeit, also ent- 
weder 9 r oder x- ist, so hat man 
* dt 

IV. u = 9 e oder !? C 

' dt 

Nun ist noch e = ö # s 


die mittlere Geschwindigkeit während der 
Zeit A !• 

Bezeichnet man daher die Geschwindig- 
keit am Ende der Zeit l mit r, so ist 
diese die Werthgrenze der. mittleren Ge- 
schwindigkeit unter der Voraussetzung, 
dafs A l unendlich klein werde. 

Andererseits ist aber die Werthgrenze 

von ^ * das Differenzial der Function s 

A* 

auf l; also = 8 # s, wenn l die Unverän- 
derliche ist, dagegen der Quotient ^ 

der Differenziale von * und t in Bezie- 
hung auf irgend eine aber ihnen gemein- 
schaftliche Urverinderliche. Man hat also 

I. r> entweder = ö,s oder = 


folglich d t t = 8 # *s 

6. Betrachtet man dagegen s, r, und t 
als Functionen irgend einer anderen ge- 
meinschaftlichen Ürveränderlichen, so hat 

und Ör = öjj* folglich bat 


man v = 


Öl 

man auch 
V. « = &,»< 
c 9* 


und 


öl öl • ö J s — 8i • 9*# 


Dl “ öl* 

7. Ist bei einer Bewegung die Beschleu- 
nigung und der Weg als Function einer 
und derselben Ürveränderlichen gegeben, 
die Geschwindigkeit am Ende dieses We- 
ges zu bestimmen. 

Nach dem Vorigen ist 


Ist umgekehrt die Geschwindigkeit 
e als Function der Zeit gegeben, so hat 
man gegenseitig 

Ös = v öl und daher 
II. » =fv . öl. 


ös 8r 

* = 8( nnd • = 8l 

Man bat also dt = t> dt 

nnd daher mnltiplicirt 
VI. u • 0» = » • Sr 


4. Soll nun dieser Weir mit der Zeit beiderseits mit 2 mnltiplicirt und dann 
zugleich anfangend gezählt werden, so integrirt gibt 

uiuls t für t = 0 selbst — 0 werden ; folg- 2 J'u öx = /2r 9e = e s + C 

i„„ .i„ ..... d,..., v.„, a.i“ "s."' «.“.rf., t 

III. »=/'»• dt 2/*u9» = c s +C 

0 O 

5. Es bewegt sich ein materieller Punkt folglich 

durch den Weg s in der Zeit t und hat yil. 2 — «»*— r* 
am Ende dieser Zeit die Geschwindigkeit • 

v als Function der Zeit ausgedrückt. Die Woraus gegenseitig 
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VIII. r = l / c»+2/*«9« 

O 

8. Beispiel. Die Bewegung eines 
Körpers in bestimmen, dessen Beschleu- 
nigung von dem Quadrat der in jedem 
Augenblick stattfindenden Geschwindig- 
keit bedingt ist und sich ansdrückt durch 
die algebraische Summe zweier Glieder, 
Ton welchen das eine constant, das an- 
dere aber das Qnadrat der Geschwindig- 
keit zu einem Factor hat. 

Nach Erfahrung bewegt sich ein phy- 
sischer Körper an der Oberfläche der Erde 
im luftleeren Raum in jeder Verticalen 
mit einer gleichförmig beschleunigten 
oder verzögerten Bewegung, je nachdem 
er sieb der Erdoberfläche nähert oder 
entfernt, und zwar mit einer Beschleuni- 
gung 2g = 31,26 Fufs. Bewegt sich da- 
gegen derselbe Körper in derselben Art 
in der umgebenden Luft, so nimmt jene 
Beschleunigung ab um ein Product aus 
dem Quadrat der Geschwindigkeit mit 
einem constanten Factor, weicher durch 
die Gestalt des Körpers nnd die Menge 
seiner materiellen Ineile bestimmt wird. 


Wird nun dieses Gesetz allgemein ge- 
dacht, so bestimmt es die Beschleuni- 
gung des vorliegenden Falles. Es be- 
wege sich nämlich zuerst der Körper so, 
dais die constante Beschleunigung addi- 
tiv, die mit r veränderliche aber subtrac- 
tiv ist, welches dem Falle in der wider- 
stehenden Luft entspricht, so hat man 
w = g — Ae 3 , wo A der gedachte Wider- 
standscoefficieut ist. 

Beginnt nun die Bewegung von der 
Ruhe aus nnd ist e die Geschwindigkeit 


am Ende des Weges 
nach VI. 


bat 


also 9i 


«* 9s = e De 
e * 9e _ tdv 
w g - Äe* 


Mithin 


-fr 


9e 

Ar 3 


Setzt man nnn g - 
— 2 Ar 9e = 9z 

Mithin e • 9 = — ~ 

2A 


Ae 3 = s, so ist 


daher . =ß -> = - ff" ~ = ~f (In < = - ^ - Ar 3 )]" 


folglich 


oder 


2A 1 
In - 


[fn (y — Ae 3 ) — Ing] = — ^ In (g - Ar 5 )" - -jÄi — 1 ^ = 2A. 


: 2A« 


g — Ae 3 ' 

Oder — - = « M ‘ oder -?r = y - Ae 3 
o - Ae 3 .2*» * 


-Ar 3 

,_JL 

y ai« 


r—Z-C' 


also 




(Ij Ferner ist nach IV. « = 
9r 


9r 


Mithin bleibt . stets kleiner als ]/• daher W""“« »'= « 

* -th' r- f' Ör - f' 

kann aber diesem Grenzwerthe mit dem mltnm 1 “ / u ~ f g — I 
Wachsthum von < beliebig nahe kom- 0 * 

men. Man setze -J- = n 3 , so ist g = An 3 


9r 

Ar» 


, . r 9r 1 r 9r 1 f 9e 1 A A , J 

er J g — Ar 3 kJ n 3 — r* kJ (n - r) (n + r) A,/ V«-r a+ v) ” 


so dafs 

n (A + ß) + (A- B ) r 

(n-»)(« + r) («-r)(B + r) 

Setzt man (A - ß) = 0 , so erhält man 


A — B und n-(A + ß) = l. 

Aus beiden Gleichungen folgt 2aA = l, 

und A = ß = ■' 


2n 
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Han hat also 


/•_?£_ =4 /ViL+Ji.' U 

J («- r)Jp+r) A*/ \tr-r «-«/ 

= -‘ /’(_??- _r®*) = -L[M(o + »)-/»(«-»)] 

VakJ \«+* «-*/ 2nA 

«A \ o-r / 0 


2«* 

«4»\« 


Hieraus 


Also « = =-j ( I» -) (1) ! i( 

Nun beginnt die Bewegung aus der woraus — 

Ruhe .folglich ist für » = 0 auch r = 0, 

folglich ist C = jjjj/n -j|- = f«l = 0 Nun war n = |/-|- 


n + e= (a - e)e' 

[•*"* 
lail 


Im tl 


“+1 


2nA 
a + e 


X . n+r 1 . . 

■ i— r In = - — , In - 

2 itA a— e 2aa n — » 


( 2 ) 


Mithin 


Hieraus gegenseitig 
folglich 


(II) 


ln1±±=2«kt 

fl“® 

rt + ® Soll 


,_i /f ^-i 
K * ,«rr* + , 

Setat man nun die beiden Werthe »on 
e (t nnd 9) einander gleich, so erhält 
man 


(3) 


4 *<V/g*_ i / i ■/ . U *-l _ V^*-l 

r «“* r e M * «** 

Um nun 1 aus « au bestimmen hat man aus dieser letaten Gleichung 
**• (.*' V '**_ 1} _ + 1} ^-1 

woraus e 7 r7=S; — 

Nimmt man nun beiderseits die Logarithmen irgend eines Systems, so erhält 


J°9 


(•'* + 


am 


2 l/j* ■ loj e 

Soll dagegen s aus t gefunden werden, so hat man, die Gleichung 3 quadrirt : 
— l) 1 _ , 1 

!)* 




1 - IV 4e !, ‘ ** 

Hieraus = 1 - [jnT t — ) = ( ,..r>* + - 


gung subtractiv, so hat man w = — g _ 
und wenn nun die Bewegung mit der 
Geschwindigkeit c beginnt, so hat man 
für die Geschwindigkeit t> am Knde des 
Weges s 

Beiderseits die Logarithmen genommen od „ differeiuirt 
_ fogc« 8 1 '^ + 1) ~ log 2c n g ‘ , 1 V N r 8e = « Os = (- 9 - Ar») Q, 

A lost — e Br 

, , . a- J. also ö* = r~i 

9. Ist zweitens auch das beständige f + 



sx, (. 5n + l) 1 

woraus 

“ “ fe*'** 

oder 

1 

2 «“'S* 


Glied in dem Ausdruck der Bescbleuni- folglich 
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/ • r8e 1 /'»3 äe-8e 1 

7+*?" tkj g+k »'~~ + 

C f 

= (j + *«*) - i»s (J + *•*)] 


1 , g + kc* 
also « = ~ - /n 

2* p + *B* 


Geschwindigkeit tu bestimmen, so erhält 


man aas l. 


e as« _ 9 + *c* 


(UI) 


Da die Bewegung wegen der negativen 

Beschleunigung eine verzögerte ist, so # + *•’ 

wird die Geschwindigkeit v am Ende eines i/l /e + äc* \ 

Weges » 0 =0 werden, und folglich hat woraus * = y y ( — üi p) 

man aus I. * \ * / 

_ l , g + k <+ 1 . ( k ... Ferner tur Bestimmung der Zeit hat 

•~!k g ~S* V + j c ) C J 

1/— ö» 

r o 


Entwickelt man e*, um für jeden za 
rnekgelegten Weg die noch stattfindende 


8l = 


8» 


8o 

- g - *»’ 


daher I = 


<= /'» + *«’" Vkg,f x + ^/* »£» (** " ’ V 7) 


■r +c 


für e = c ist Bewegungsanfang, also ( = 0 , . 

und man hat vollständig: nnd Are 


lg e j/ — = ip 

l = Jj- t [Ar*lgc\/j-Aretiv\/j] B0 hat man <<r <p = e j/ A 

Setzt man den Bogen Are lg cl/— = <p und ig i p = v [/— 

* (I • a 


. ]/— — e ]/— 

daher lg (»-*) = J2XT - * . = = V* * 

(c - c) ykg 


_ lg tf>-tg ip 
~ 1 + Ig <p • tg 

Mithin gegenseitig <f — tp = Are lg 


kev 


daher also t = -A (7) - i/>) = -n- Are lg 

Vkg 


g+kcv 

(«-») 1*p 

1% p + kev 


(IV) 


oder I pAp = Are tg 


(c- r) ykg 


oder Ig I y'gk 


,(<•-») \kg 


g + kee ’ ry g + kcv 

c|/~ - Ip (I | * g) 


c y kg - g lg (I ykg) 


yk, + kc lg (» ykg) yk_ + c yi lg (< y4f) J 


(V) 


10. Nimmt man an, dafs wenn die Ge- 
schwindigkeit der verzögerten Bewegung 
auf Null gebracht ist, dann eine Bewe- 
gung nach gerade entgegengesetzter Rich- 
tung nach dem Gesetze des vorigen Satzes 
erfolge, so kann man fragen, mit welcher 
Geschwindigkeit dann der Körper in dem 


Punkt wieder anlange, von welchem er 
seine verzögerte Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit c anfing. Und so entspricht 
denn dieser Aufgabe die physische Krage: 
Mit welcher Geschwindigkeit wird ein in 
der widerstehenden Luft vertikal aufwärts 
geworfener Körper wiederum in demPunkt 
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ankommen . ans welchem derselbe mit 
einer gegebenen Geschwindigkeit gewor- 
fen wurde. 

Jene Geschwindigkeit bei der Rückkehr 
sei c,. Ist nun «„ der Weg, den der ver- 
zögerte Körper zurürkgolcgt hat, bis seine 
Geschwindigkeit auf Nult gebracht ist, 
so hat man nach No. 9, 1, wo nun * = 0 
ist, 




I f + *c> 


“aW' + y **) 


woraus In (l + - c’^ = 2kt„ 


Also 


1 + — «» = «“*• 
t 


(I) 


Nach dem vorigen Satze findet man 
dagegen für die (Geschwindigkeit e n mit 
welcher der Körper durch Beschleunigte 
Bewegung am Ende des Weges * 0 wie- 
der ankommt (No. 8, I.), wenn man * 0 
statt j und c, statt © setzt: 

also *,*={-( l--±j 


1 

Äs. 


= l _\ e , = LZ k Ju 

9 ' 9 


Diese Gleichung mit Gleichung 1 mul- 
tiplicirt 


oder redneirt 

k 


(,_i c ,.)( 1+ I c .) = 1 

— C* (t + — c*) =: 0 
9 ' 9 ' 


woraus c‘ — . — 

1 + * c» 

9 

11. Bewegt sich ein materieller Punkt 
nach irgend einem Gesetze iu einer ge- 
raden oder krummen Linie, und denkt 
man sich von einem Punkt ans drei ver- 
schiedene gerade Linien gezogen , dann 
in jeder dieser Linien einen beweglichen 
Punkt sich so bewegend, dafs er sich in 
jedem Augenblick mit dem materiellen 
Punkt in einer and derselben Ebene be- 
findet, die stets mit der Ebene der bei- 
den anderen Linien parallel ist, so nennt 
man die Bewegungen, welche diese drei 
beweglichen Punkto in ihren Geraden be- 
sitzen, die relative Bewegung des 
materiellen Punkts nach diesen 
drei Geraden, die man Richtungs- 
azen der relativen Bewegung nennt. 

Zur Vereinfachung pflegt man die drei 


geraden Axen rechtwinklig anf einander 
zu nehmen, und sie dienen dann zugleich 
als Axen der Coordinaten, welche die 
Stelle des materiellen Punkts in jedem 
Augenblick bestimmen. Hiernach ist nun 
auch leicht zu verstehen, was man unter 
den relativen Geschwind igkeiten 
eines materiellen Punkts nach drei Rich- 
tungsaxen begreift. Eben so, was man 
die relative Beschleunigung des ma- 
teriellen Punkts nennt. 

Bewegt sich der materielle Punkt im- 
mer in derselben Ebene, so nimmt man 
nur zwei Richtungsaxen in derselben 
Ebene. 

12. Bewegt sich ein materieller Punkt 
in einer geraden Linie gleichförmig, so 
ist auch seine relative Bewegung nach 
drei Richtungsaxen gleichförmig, und sind 
ilie Richtungsaxen unter einander win- 
kelrccht, so ist die relative Geschwindig- 
keit nach jeder Richtungsaxe = dem Pro- 
duct aus der absoluten Geschwindigkeit 
mit dem Cosinus des Winkels, den ihre 
Richtung mit jener Richtungsaxe macht. 

Dasselbe, was hier von den relativen 
Geschwindigkeiten gesagt ist, gilt auch 
von den relativen Beschleunigungen. 

13. Erklärung. Bewegt sich ein ma- 
terieller Punkt in einer geraden Linie, 
so heifst diese Gerade in der Aufeinan- 
derfolge ihrer Punkte, wie sie nach ein- 
ander die Orte des bewegten Punkts wer- 
den, betrachtet, die Richtung der Be- 
wegung. Bewegt sich dagegen der 
Punkt iu einer Curve, so heifst die Ver- 
bindungsgerade zweier Punkte seines We- 
ges die mittlere Richtung seiner 
Bewegung von dem einen Punkt 
zum anderen. Dagegen heifst diejenige 
Gerade durch den einen Punkt in einer 
solchen Lage, dafs der Winkel zwischen 
ihr und der mittleren Richtung anend- 
lich klein wird, die Richtung der Be- 
wegung in jenem Punkt. Bekannt- 
lich ist aber diese letzte Gerade die Tan- 
gente. 

14. Ein materieller Punkt bewegt sich 
in einer ebenen Curve nach irgend einem 
Gesetze, seine relativen Bewegungen nach 
zwei unter sich normalen Richtnngeaxen, 
die in derselben Ebene liegen, zu be- 
stimmen und gegenseitig. 

Es habe sich in der Zeit i der mate- 
rielle Punkt von A bis II durch den Weg 
> bewegt, seine Geschwindigkeit in B sei 
9 » 


so ist e — 


9t 


0. V, O Y seien die bei- 


den Coordinatenaxen , so hat während der 
Zeit t der materielle Punkt relativ nach 
der Abscisse OX den Weg x — jc' xu- 
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rückgelegt. Dagegen ist sein relativer 
Weg nach der Axe OP in derselben Zeit 
= y — y'. Bezeichnet man also die rela- 
tive Geschwindigkeit am Ende der Zeit < 


Fi". X87. 



nach der Abscissenaxe mit r x , die nach 
der Ordinatenaxe mit r^, so hat man 

» r = ^ \ und 6a *' constant ist, 

öx 

so hat man r x = ^ . 


Eben so erhält man 

„ _ 8 Cy- »’)_»» 
i di ~di 
Sun entsteht die Frage, nach welcher 
Geraden, durch den Punkt B gehend, 
müfste der materielle Punkt sich von U 
aus bewegen, und zwar nach demselben 
Gesetz in Absicht auf l und die Greise 
des Weges, damit dieselben relativen Ge- 
schwindigkeiten nach den beiden Axen 
stattländen. Diese Gerade mache mit 
der Abscissenaxe den Winkel if , so bat 
man die relative Geschwindigkeit nach 
der Axe der .Y, weil die Geschwindig- 
keit jener geraden in B = r sein soll, 

= r cos ip = g ( cor <p. 


Eben so hat man die relative Geschwin- 
digkeit nach der Axe der F = e sin ip 

= «in if. Nun sollen diese Geschwin- 
digkeiten den vorhin gefundenen relati- 
ven einzeln gleich sein. 

Man hat also r «in ip = r^= 

9r 

und ® co» if = i> x = • 

Dividirt man beide Gleichungen durch 
einander, so bat man 

Oy 

"* = 8V 


Nuu ist diu trigonometrische Tan- 
gente des Winkels, den die geometrische 
Tangente der Curve in B mit der Ab- 
scisse macht, und folglich ist die gesuchte 
gerade Linie die Tangente in B, und 
daher sagt man, dafs die Richtung der 
Geschwindigkeit, die ein materieller Punkt 
in irgend einem Punkt seiner Bahn hat, 
nach der Tangente der Curve in diesem 
Punkt statt finde. 

Bewegte sich der materielle Punkt in 
einer Geraden statt in einer Curvo und 
zwar nach demselben Gesetz, so dafs in 
der Zeit AI auch der Weg A» durch- 
laufen würde, so sind die gleichzeitigen 
relativen Wege nach den unter sich nor- 
malen Richtungsaxen A* • ro« ■< und 
A« *>■>•«, folglich sind auch die mitt- 
leren Geschwindigkeiten nach den Kich- 

tungsaxen ^ ro« n und «in a, und 
hieraus dio relativen Geschwindigkeiten 
im Anfänge der Zeit AI = jr? ro» n und 


5T 

g- ( • «in o. Also = v cot a und * «in «, 

wenn o die wirkliche Geschwindigkeit in 
demselben Augenblick ist. 


0» 

Ol 


Aendert sich nun die wirkliche Ge- 
schwindigkeit in der Zeit A< von e auf 
c + Ae, so ändern sich die relativen Ge- 
schwindigkeiten von e ro« n und e «in « 
in (e + Ae)ro«n und (®+A®)*'"«. 
Also sind die relativen Üeschwindigkeits- 
äuderungen in der Zeit A * = A® ro« n 
und A® «'" o. 


Die relativen mittleren Beschleunigun- 
gen sind also co« n nnd ^ »in r, mit- 
hin sind die relativen Beschleunigungen 
am Ende der Zeit I = ^ ro» u und 

«in n. Nun war aber die absolute 

Beschleunigung in der geraden Linie, 
folglich ergeben sich die relativen Be- 
schleunigungen aus der absoluten wie die 
relativen Geschwindigkeiten aus den ab- 
soluten Geschwindigkeiten. 

Anders verhält es sich aber, wenn die 
Bewegung in einer Curvo statt findet, 
d. h. dio relativen Beschleunigungen las- 
sen sich nicht nach dem eben angege- 
benen Gesetze bestimmen , wenn man 
annehmeu wollte, die Bewegung erfolgo 
nach der Geraden, die der Curve in ir- 
gend einem Punkte möglichst nahe kommt, 
also nach der Tangente. 
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Denn es mache die Gerade, in welcher 
sich der Punkt bewegen mül'ste, um die- 
selben relativen Beschleunigungen nach 
den beiden Axon zu geben, mit der'Axo 
der X den Winkel </, die Beschleunigung 
in dieser Graden am Ende der Zeit i sei 
= «, so sind die relativen Beschleuni- 
gungen nach der Axe der X = u coi <p 
und nach der Axe der V = u (in q>. 

Sollten nun diese Beschleunigungen 
dieselben sein, welche sich aus der Be- 
wegung des Punkts in der Curve erge- 
ben, und weil die Beschleunigung das 
Differenzial der Geschwindigkeit ist, so 
müiste hiernach sein 

R 9f 

8 &< 

««** = - sr = - gr = 8 l >x 
wenn man I als UQTeräoderlich annimmt, 
fit* 

, . 8e y ° 9< * , 

und « *»» <P = 9 f = ~ÖT = S < y 

Werden beide Gleichungen quadrirt und 
addirt, so hat man 

•' = (8,’*)* + (9,*y)» (1) 


woraus u = ^(Ö, 1 *)» + (8,* y)* 
0,** 8,» x 


cot tf = 


sin if = 


" V<a& + (8,*jr? 

9,’y 9,‘y 


“ 1/(9,**)« + (»,»,)» 

Dagegen würde die Beschleunigung in 
der Tangente, wenn darin die Bewegung 
nach demselben Gesetz, wie in der Curve 
statt finde, weil die Geschwindigkeit darin 
am Ende der Zeit I nach dem Obigen 
= c ist = sein 

9« ö 0i 

8» — er -8 »* 

Nun ist aber 

flV)« = @,x)« + (9,y)* (2) 

Also differenzirt 

2 0,« • 9 ( *» = 2 8,x • 8,»x 2 0 ( y • 9 ( *y 

9 x x 8,*x + S,y X 8,»y 
woraus 9 # *a = ^ 

und quadrirt 


AW- (&*)* • + CÖy) a (ÖV + 2 &r . 9y . 9 ** . 9«y 

1 ' ; (8*)» 

_ [(8*)» + (8yJ5 [(9»x)* + (8»y)»J (8x)» (8»y)* + Oy)» (8>x)» 

(9s)» (5ij» 

29x • 9y • 9*x • 9*y 

+ CS)* 


8ctzt man nun für den ersten Factor Diese Gleichung noch einmal integrirt 
des ersten Gliedes aus Formel 2 den Werth gibt 
(9|*)* oder (9*)* , so hebt sich dieser mit y = cx -f c' 

dem Nenner; der zweite Factor ist nach eine Gleichung, welche nur der geraden 
hormel 1 = «*, die beiden letzten Glieder Linie angehört, folglich ist die wirkliche 
sind ein Quadrat. Man bat also Beschleunigung u des in einer Curve be- 

/ft i M \* - u t _ (® x • ~ 9y • 9 a x\ a wegten Punkts stets gröfser als die Be- 

1 ' \ / schleunigung nach der Tangente; letztere 

Der Subtrahend ist aber niemals = 0, ki,nn al f° nur eine r, ' lati ' ,c 9«f*>leuni- 

aufser wenn die Curve in eine gerade gun? scln ' 

Linie sich verwandelt. Denn in diesem 15. l’ra ohne Rücksicht auf einwirkende 
Fall ist Kräfte, also rein phoronomisch die wirk- 


9*-8»y-8y 0«* ,&« _ 

(fl*)» 9i _ 0 

weil gj = 0 ist. 

folglich auch der Zähler = 0 und 
9x - 8»# - 8y - 8«x 
g- ebenfalls = 0. 

Da =0, so ist ' jj eine Constante 
und 8y = c • Ox. 


Fig. 888. 
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liebe Bahn eines Massenpunkts aus de- 
ren relatiTen Bewegungen gans allgemein 
in bestimmen, seien CX und CY die 
rechtwinkligen Coordinatenaxea, x und 
y die Coordiuaten für einen augenblick- 
lichen Ort des Massenpunkts M , in wel- 
chen dieser nach Verlauf der Zeit I ge- 
kommen ist, und < der Ton der Masse M 
bis dahin zurückgelegte Weg. 

Nach phoronomischem Grundgesetz ist 


nun die Geschwindigkeit von V in die- 
sem Augenblick = deren relative Ge- 
schwindigkeiten nach CX und CY sind 
und 9 *; beide Geschwindigkeiten ge- 
ben, zu einem Rechteck zusammengesetzt, 
in der Diagonale die Mittelgeschwindig- 
keit 




Nun ist aber nach der Rectitikationa- 
formel 

8» 

8x" ; 

8» 8x _ 8»,/ “ /8yj* 

8x 


daher 


oder 


s-v^sr 

8» 8r #j./ I 

8^' 87 ~ 87 K 1+ V fiW 


Nach phoronomischem Grundgesetz ist 
die Beschleunigung eines Massenpunkts 
8 *. 


nach Verlauf der Zeit 4 = $ 


8 »*’ 


also nach der Axe der X = $ 


(1) und nach der Axe der Y = } 


d. h. die Geschwindigkeit des Mas- 
senpunkts M in der Bahn ist - der 
Mittelgeschwindigkeit aus den 
beiden relativen Geschwindigkei- 
ten. 

Setzt man die beiden relativen Ge- 
schwindigkeiten mit deren Mittelgeschwin- 
digkeit zu einem rechtwinkligen Dreieck 
MAB, Fig. 875 zusammen, so kann MA 
als die Tangente des Cnrvenelements in 
dem von M berührten Punkt betraehtet 
werden, folglich ist die Richtung 
der Mittelgeschwindigkeit beider 
relativen Geschwindigkeiten zu- 
gleich die Richtung der Bahntan- 
gente in demselben Punkt. 

Aus diesem Grunde nennt man anch 
die Tangente an irgend einem Punkt 
einer Bahn die Richtung der Ge- 
schwindigkeit des Massenpunkts 
in seiner Bahn, oder die Richtung 
der wirklichen Bewegung in dem 
Ort der Bahn. 


8>x 

87* 

8*y 
8 t* 


Projicirt man nun diese relativen Be- 
schleunigungen auf die Tangente der 
Bahn in M, so erhält man die 8umme 
beider 

i 8’* x 8*y 
= *075-«*“ + *^«*/» . 

Nach der Cnrvenlehre ist aber der Co- 
sinus des Winkels, den die geometrische 
Tangente mit einer der Coordinatenaxen 
bildet = dem Differenzial der Coordinate 
als Function des urvariablen Bogens. 
Mithin, wie auch die Figur angibt: 

öx , 8y 

cot a = und cot ß = * 

8s 8« 

und die Summe beider relativen Beschleu- 

nigungen auf die Bahn reducirt: 

8*y 


. rO*x 8x 

’ ~ * l 0<> ' 8s 


Ol* 


., . 8x Ox Ol , . 

Nun ist • s- und — . - - 

8« 8i 8« ös 8l 9s 


Oy] 

OsJ 

,8y_8y 8f 


=4'[.»£)'o»©'J4M£)MS)’] 


also nach Otaichnng 1 

±***ftoY 

S = * 0# 9 lö7/ =*07 


Ol 8s 8» 


ö# 


di 


®* = *- 8 si=‘ 


8*s 

8l* 


m 


Wie aber oben die Seitenbeschlennigungen nach den Axen der X und der Y, 
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so ist J — die Beschleunigung des Mas- 
senpunkts in seiner Bahn. Folglich ist 
für jeden Punkt der Bahn: 


Die Summe der auf die Bahn* 
tangente reducirten relativen Be- 
schleunigungen gleich der Be- 
schleunigung des in seiner Bahn 
sich bewegenden M assen p u n kts, 
weshalb dieselbe auch die Tangential- 
beschleunigung genannt wird. 

Projicirt man beide relativen Beschleu- 
nigungen auf die Normale .WC, so gibt 
die + mit y gerichtete Beschleunigung 

die Prnjection mi» = J - ( .J co» n, die Be- 


wegung nach CM hin gerichtet; die 4= 
mit x gerichtete Beschleunigung die Pro- 

jection Mn c J cot fl, die Bewegung 


Fig 889. 



nach MC hin gerichtet. 

Also die .Summe beider Projectionen 


, I 0»x 8»y ] , | 0»x 0y 8»y 0x\ 

= H8? c °^ Oi» Cü * "J ” 4 'dt* 'S» Dt« '9s/ 


8: 


Dt (8y 
1 ö. 


>t* / 


(3) 


8»x_8x 9 : 

\9i ‘ Di«' 0t ’ 0t’ 

Nun ist der Krümmungshalbmesser der 
Bahn in M 


daher 


(sr 


Ox 

81 


0*y 

OP 


9» 

01 


8V 

■0t« 



Um diesen Ausdruck auf t als Urver- 
änderliche zu gestalten hat man für den 
Zähler 

8« _ 8« 0t 
0x dt 9x 

also 

/0»\« /8.\» /8t\» /9»\> 1 

\8x/ '01/ \8x/ \8</ /8x\* 

\8i/ 

für den Nenner 


9*y 

Ox» 


■ffi) 


8t 



0x Ol 




folglich 


Ojy 

8x* 


Ox 9«y _ 0y 0«x 
0t ‘Ot« Ot'Ot» 



8x 0*y 0y 0»x 

Ol ' 01» " Si * Öl» 



und die Summe der Beschleunigungspro- 
joctionen nach Formel 3 


S = i 


|0a\» |0a\« 

8t\8t/ _ VOt* 

8* p 2g 


Nun ist yr- die Geschwindigkeit** des 

Massenpunkts M in dem Punkt (x, y) 
der Bahn, mithin 


8 = 


e* 

2p 


Diese Beschleunigung wird die Centri- 
pe ta I bes chleu ni gu n g genannt; sie 
ist, wie die Formel zeigt;, umgekehrt pro- 
portional dem Krümmungshalbmesser, mit 
welchem die Richtung jeder Curvennor- 
male zusammenfällt. 


Da die Tangentialbeschleunigung und 
die Centripetalboschleunigung mit den 
relativen Beschleunigungen gleichgeltend 
sind, so kann die Bahn nach jenen wie 
nach diesen bestimmt werden. 


Photometer ist eine Vorrichtung zur 
Messung von Lichtintensitäten. Die Licht- 
stärke Gat keinen Maafsstab, keine allge- 
mein geltende Einheit, es mufs also eine 
solche gewählt werden, als z. B. die Hel- 
ligkeit eines Lichtes, einer Lampe bei 
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einer bestimmten Entfernung von dem 
zu beleuchtenden üegenstanae. 

Eine Methode, das Verhiltnifs der Wir- 
kung zweier erleuchtender Flammen zu 
finden ist die, dafs man von beiden Lich- 
tern Schatten auf eine hellfarbige Fläche 
werfen lifet. In einem dunklen Zimmer 
wird eine weif»© Ebene, z B. eine Fa- 

r iierfläche aufgestellt, vor dieser ein schiua- 
er Körper; das zu prüfende und das prü- 
fende Licht neben einander gestellt, wer- 
fen nun Schatten von diesem Körper ge- 
en die weifse Fläche und man verschiebt 
as zu prüfende Licht so lange, bis beide 
Schatten dem Auge gleich dunkel er- 
scheinen. Die Entfernungen beider Lich- 
ter von der Ebene geben im Quadrat das 
Verhält nifs deren Lichtintensitäten. Steht 
das prüfende Licht 2 Fnfs von dem dunk- 
len Körper, dieser 1 Fufs von der weifseu 
Ebene, und werden beide Schatten gleich 
dunkel, wenn das zu prüfende Licht ;t 
Fufs von dem Körper, also 4 Fnfs von 
der weifsen Ebene entfernt ist, dann ver- 
halten sich die Lichtintensitäten beider 
wie 3 1 : 4* = 9 : 16. D. h. das zn prü- 
fende Licht ist mal stärker als das 
prüfende Licht. 

Die anderen Methoden sollen hier un- 
erörtert bleiben. 

Photometrie ist die Lehre von den im 
vorigen Art. gedachten Abmessungen des 
Lichts, die Kenntuifs aller Messungsme- 
thoden und die Beurtheilung deren An- 
wendbarkeit und Zuverlässigkeit. 

Physik, Naturlehre, die Lehre von 
den aufseren Erscheinungen in Folge der 
Wirkung von Naturkräften. Sie ateht 
der Chemie gegenüber, welche die innere 
Beschaffenheit der Natnrkörper zu ken- 
nen, und diese Kenntnifs auf Zusammen- 
setzung neuer Körper anzuwenden sucht. 
Die Physik ist eine reine und eine an- 
gewandte. Erstere sticht ans gegebe- 
nen Erscheinungen durch Beobachtungen 
und Versuche die allgemeinen Naturge- 
setze anfznfinden, welche diesen Erschei- 
nungen zn Grunde liegen. Die letztere 
erklärt die Erscheinungen aus den von 
der reinen Physik überlieferten Versuche 
nnd Beobachtungen und wendet diese 
zugleich auf die Erklärung neuer Phäno- 
mene an. ' 

Die Physik hat eine mathematische 
Seite: die.Bercchnung der durch die Phy- 
sik in ihren Eigenschaften dargestellten 
Naturkräfte in ihren Wirkungen, als die 
der Schwerkraft, der Attraction, des Mag- 
netismus. Es ist die angewandte Mathe- 
matik, welche die Lehren der reinen Ma- 


thematik auf die Physik rechnend und 
untersuchend überträgt. 

Plan ist eine Orundrifszeicbnnng, be- 
sonders eine im verjüngten Maafsslab auf- 
getragene Vermessung. . 

Plaoconcaves Glas ist ein zu optischen 
Zwecken durchsichtiges flaches Glas, des- 
sen eine Fläche eben und dessen andere 
die Form einer hohlen Calotte hat. 

Planconvexes 6!as ist ein Giss zum 
Zweck wie das vorstehende, dessen eine 
Fläche eben und dessen andere die Form 
einer erhabenen Calotte hat. 

Planetarium ist ein aus kleinen Ku- 
geln verfertigtes künstliches Bonnensy- 
stem, mit welchem durch Mechanismus 
die Bewegung der Planeten um die Sonne 
in kleinem Maafsslab vor Augen gestellt 
wird 

Planeten sind die Weltkörper, welche 
sich um die Sonne bewegen. Es ge- 
schieht dies zwar auch von den Kome- 
ten, weiche man früher als zufällige Er- 
scheinungen betrachtete, lind die sich 
übrigens im Aeufseren von den Planeten 
ranz auffallend unterscheiden. Der Name 
Planet stammt aus dem Aiterthum, son- 
derbarerweise von dem griechischen Worte 
atnmuini, herumirren; heifst also Irr- 
stern, indem man sich vorstellte, dafs 
diese Weltkörper im Weltenraum herum- 
irrten; aber ungeachtet man jetzt weifs, 
dafs sie einen regelmäßigen, immer wie- 
derkehrendeu constanten I. auf haben, hat 
man aus Pietät gegen die alten Astro- 
nomen den Namen Planet beibehalten. 

Der Name Komet kommt von dem 
Worte irofj ij, das Haar, wegen ihres haar- 
artigen langen Schwanzes, woher diese 
Gestirne deutsch auch Haarsterne, 
Schwanzsterne genannt werden. 

in Beziehung auf unsere Erde, die mit 
zu den Planeten gehört, hat man obere 
und untere Planeten. Die oberen P. 
sind diejenigen, deren Bahnen die Bahn 
der Erde einschliefsen, die unteren P. 
die, deren Bahnen von der Erdbahn ein- 
geschlossen werden, deren es nur zwei 
gibt, den Merkur und die Venus. 

In Beziehung auf deren Entfernung 
von der Sonne und von der Erde hat 
man helisclie Planeten (ijD f die 
Sonne), den Merkur, die Venus, die Erde 
uud den Mars, weil diese der Souno die 
näheren sind. Uranische Planeten 
den Jupiter, den Saturn und den 
Uranus, (oöoneot, der Himmel) weil 
diese der Sonne am entferntesten sind 
und zu welchen jetzt noch der Neptun 
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gekommen ist. Teleskopische Pla- 
neten nennt man diejenigen, «eiche 
man mit Molken Augen nicht sehen kann; 
als die Vesta, die Asträa, die Juno, 
die Ceres, den Uranus, den Jupiter. 
Endlich nennt man Asteroiden die 
kleinen Planeten, die Vesta, Juno, 
Ceres, Pallas und alle die vielen neu 
entdeckten noch viel kleineren zwischen 
dem Mars und dem Jupiter befindlichen 
Planeten. 

In dem Art. .Centralbewegung'“, 
Bd. II, pag. 15 sind von den sieben grö- 
fseren Planeten die Entfernungen L der- 
selben von der Sonne, deren Massen m 
im Verhältnifs zur Sonnenmasse = 1 und 

deren Momente — angegeben. Ferner 

m 

die Schwerpunkte des Sonnensystems im 
Maximo der Entfernung vom Sonnen- 
mittel = 1,886 Sonncnhalbmesser, also 
noch 0,886 Sonnenhalbmesscr außerhalb 
der Sonne nnd im Minimo = 0,2446 Son- 
nenhalbmesser nachgewiesen. 

Uober die Gesetzo der Bewegung die- 
ser Planeten ist Folgendes zu beachten. 

1. Eins der wichtigsten Gesetze, welche 
ermittelt worden sind, ist, dafs jeder Pla- 
net in gleichen Zeiten gleiche Sectoren 
durchläuft. 

2. Es sei, Fig. 890, C der Ort der Sonne 
S, AZ ein Bogen der Bahn eines Plane- 
ten P. Ist dieser in A befindlich nnd 
hat im Abstande AC von C die Geschwin- 
digkeit c, in einer anderen Entfernung 
Cr die Geschwindigkeit e, so ist « so 
grofe wie in VF, wenn der Körper von 
CW = CK nach AC hin geradlinig be- 
wegt wäre. 


Fig. 890. 



Denn ist V sehr nahe an A , so dafs 
die Kraft während der Bewegung als 
gleichförmig wirkend angesehen werden 
kann, ist die Schwerkraft = 1, die bewe- 
gende Kraft in C = p, dann ist die Zu- 
nahme an Geschwindigkeit nach dem 
Fall durch A W in der Zeit < = 2g pL 


Die nach AV wirkende Seitenkraft 
= p rot CAV, also die Zunahme in V 
in der Zeit I = 2g pl • cot CA V 

daher die Zeit (' für den Weg A V= — jrn> 

COt l/il r 


nnd die Zunahme in V 

cot CAV n 


3. Die Kraft, wenn der Körper in ge- 
krümmter Bahn läuft, hat als auziehende 
Kraft eine doppelte Wirkung: 

A. Vermehrt sie die Geschwindigkeit, 
wenn sich der Körper C nähert und ver- 
mindert sie bei dessen Entfernung. 

B. Erhält sie ihn in der Bahn, hindert, 
dafs er nicht dem Beharrungsvermögen 
zufolge nach der Tangente fort geht; er 
macht also nähern ngsweise eine Kreis- 
bewegung und es ist die bewegende Kraft 
für diesen Augenblick 



4. Ist c die unveränderliche Geschwin- 
digkeit, so ist die Umlaufszeit 



e 


2 itr 

woraus c = y 

Nun'ist nach No. 3 
e» = 2g rp 

also c = y 2g rp * 

hierzu die vorige Gleichung 

2.i r 


ergibt \ 2g rp = y 

, 0 4n*r* 

oder 2» rp = - 

2rr*r 

oder gp = yj- 

Da nun g und n constant sind, so hat 
man für ein p\ T', r' 

, r r' 

P : P ~ fi 5 pi 

d. i. die Schwungkraft ist gerade pro- 
portional dem Halbmesser una umgekehrt 
proportional dem Quadrat der Umlaufs- 
zeit. • 

5. Soll, wie cs geschieht, die Sonne 
verschiedene Planeten in ihren Kreisen 
erhalten, so ist p in verschiedenen All- 
ständen ungleich. Nach dem dritten Kep- 
ler'schen Gesetz sind die Quadrate der 
Umlaufszeiten wie die Cubi der Abstande. 
Also T> : T” = r» : P» 
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Nach No. 4 aber ist 

r r' 

fi 1 fr. 

Die x weite Proportion durch die erste 
dividirt gibt 

P_ P 1 _ . »•* 

r*r* T'r 1 ' r ’ 1 r’* 

oder p:p=-:- T - 

Allgemeine Untersuchung über 
die Centralbewegung. 

6. Wenn die Bahn kein Kreis ist, so 
ist die Schwungkraft wie vorhin , sobald 
man in jedem Punkt der Cnrve statt r 
den Krümmungshalbmesser nimmt. 

Ist (Fig. 891 und 892) C der Central- 
punkt, A Bahnpunkt, AB Tangente an 
der Bahn, die beschleunigende Kraft AF 
in die Längen AE und AD zerlegt, so 


die Umlaufszeit in Seennden mit T be- 
zeichnet : 

Fig. 893. 





IC 

* 

" E 

G 

A 


Fig. 891. 



Der in einer Secunde beschriebene Sec- 
ab 

tor = n -ji . 

A. Ist der Körper in A dem Perihel, 
so ist dessen Entfernung 

AC = a ; — y’a 1 — t" 

AB, den in einer Secunde durchlaufenen 
Bogen setze man = c, 

so ist Sector ,4CÄ = Je (n— | a , -4’) = n ~ 

, 2.7 ab 

also e = — — r.-— 

(a - | a> - 4>) r’ 

&» 

der Krümmungshalbmesser in A n — = r 


vermehrt AE die Geschwindigkeit, wenn 
^ CAB spitz, und vermindert die Ge- 
schwindigkeit, wenn /iCAB stumpf' ist; 
AD hält aber der Schwungkraft das Gleich- 
gewicht. 

Fig. 892. 



also Schwungkraft 

_ c 1 _ 4a 1 o 1 4* 2a a 3 


B. Ist der Körper in G, im Aphel, 
Bogen GJ — c’, Sector CGJ = Je’ - CG, 

Sector • CG = ,v ^ 


also 

so ist die Schwungkraft 


, «4 

c = 2/r • - - 

ccx r 


Jgr 


:2,T- 


, 4 » q. CG » • T * 

2g • — 


7. Beispiel. Da nach Ke|der die 
Sonne im Brennpunkt steht und die durch- 
laufenden Sectoren der Zeit proportional 
sind, so ist zu schliefsen, dafs in der 
Sonne der Sitz der Kraft sei. 

Es sei, Fig. 893 
AE die halbe grofse Axe = a 
DE die halbe kleine Axe = 4 
so ist der Inhalt dar Ellipse = nab 


die Schwungkräfte in A und G verhalten 
sich also wie 

1 1 
AC » '' CG* 

Also eben so die Anziehungskräfte der 
Sonne in C, weil diese den Körper hin- 
dert, dem Beharrungsstande zu folgen 
uud ihn nöthigt in der Bahn zu ver- 
bleiben. 

C. Der Körper sei in D, die Richtung 


fcf 
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= 2,7*- 


der Bewogung also normal auf DE, DC c„ * _ c„* t 
= • i Bogen DH = r„. i*“ 4 " “ «* «T* 

» * 2g • — 2$ • — T * 

Mithin Sector DCH = lc,,h = a tt —. . . A ,. * _. . 

r und der von dieser nach der Richtung 
n ' DE normal der Tangente DH sich ter- 

Denn Jr„ ist = rt -= oder \DH = halbe . 4 

T 1 legende Theil ist f„ rot CDE = p„ 

Ellipse dDG nnd weil “ sich in OH , „4 4 

T Daher »’ — =la> — 

verhält wie l : dOC “ »»’ 


der Krümmungshalbmesser in D = 
also die Schwungkraft 


und 


P" = 2,t* 




A die drei anziehenden Normalkräfte sind 
demnach 


2.7 


* “ • — • ln' — • ~ ■ «7* ° 

S T' AC’ ' ln gT' CG’ ' ” ^ V 


und verhalten sich wie Ist nämlich g die Beschleunigung in 

1 1 1 der Entfernung r, so ist 

JC» : CG' : CD * 11 

8 Es sollen nun die Geschwindigkeiten ’ R* ' r* 

r ; c • r, betrachtet werden. r « 

ab woraus G = g . 

c in d ist 2 ji • -r.,-z,; dC = «- J a*-4* ff 

AI *l T _____ fällt der Körper um die Länge fi, so ist 

c, in G ist 2n • —j-, CG = « + |'.*-4* 


c„ in D ist ln • dO = a 

AD-T 


c* = 4 GR = 4r> 
1 


R 


also C» = 4gr» - ; C, • = 4 gr* 
Vorausgesetzt ist, wenn C, C' die Ge- ” 11 

sebwindigkeiten des Körpers in den Knt- p, _p , _ , , / 1 l\ 

fernungen H, Ä’ sind, das Gesetz: ' * flfi, ® r ’ 

pt _ p • - Aar ' . das allgemeine Gesetz nach dem Obigen 

' ~ * RR, ist aber 


o»4* 

/ 1 1 \ 

T' 

^dC* CG') 

a'b' 

CG' - AC' 

T' 

' AC'-CG' ~ 

a' 4* 

2a CG-AC 

r» 

’4» ’ AC • GC 


T* 


AC' . GC' 


= 8 „. 

r* CG dc 


= 4n» 

Ebenso 

C , 1C , <"1 «**’/ 1 1\ (4 + dQ (4-dQ 

C *C„ -4n* . ys' ^Xc* 4») ~ " b'ACi 

2 (4* - a' + aJ/iT» 


(*) a ' 4» - AC' 

S 4,7 * • — ■ • 

T» AC' 


■ = »n' 


AC' 

«_■ _ , 

T* " 

„ , C£ „ , a* a-dC 

“ 8 ” 'T'’a-AC~ an * T* * a • dC 


a * l a* — 6* 

^ « - | «’ — 4* 


Beides der allgemeinen Formel gemafs. mungen über die Planeten ohne Analy- 
Die vorstehende Darstellung soll als sis zu übersehen. 

Mittel dienen, die theoretischen Bestim- 9. Genauere Bestimmungen. 
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Es sei, Fig 894 
C der Mittelpunkt der Kräfte 
AB die noch unbekannte Bahn des 
Körpers. 

BD die Tangente in B'. 
p die in B wirkende beschleunigende 
Kraft. 

Der Radiusveetor BC für den Ort B 
des Planeten = i. 

Die Fliehkraft desselben hierbei = p,. 
Fig. 894. 



Dann ist p : p, = BC : BD= s : BD, 
woraus der beabsichtigte Weg des Pia* 
neten 

«0 » 

P 

Nun ist die Kraft, wenn CD = i c nor- 

l^j* — m* 

mal BD ist, von p nach BD = p • * — 

io 

die normal auf BD = p — . 

* 

Ist die Geschwindigkeit in B = c, 
so ist 0t» = 2 gp — * — -- r - • 01 

v 0p = 2 gp - 0» 

und ^r—.wenn r der Krümmungs- 
j 2 gr 

balhmesser in B ist. 


__ n 04 DB 

cn ™ D =-iT. = BC = 


daher r0e = — 2 gp 04 
© * c * 

und — =t /p Os, 

4j 4j 


wenn e an einem bestimmten Ort die An- 
fangsgeschwindigkeit ist. 

Planetenbahn. Die Weltkörper schwe 
ben frei im Kaum, daher sind die Be- 
schreibungen von Bahnen , entweder um 
Centralkürper oder um gemeinschaftliche 
Schwerpunkte das einzig mögliche Mittel 
zu deren Erhaltung, und es kann kein 
einziger Weltkörner in Ruhe gedacht wer- 
den. Das von Newton entdeckte Attrac- 
tionsgesetz hat sich nicht nur bei allen 
Planeten, Kometen und Monden, sondern 
auch bei Gestirnen außerhalb unseres 
Sonnensystems, namentlich den Doppel- 
sternen als streng richtig bewährt, so 
dafs man es als zur Erhaltung des gan- 
zen Weltalls zu Grunde liegend anseheu 
mufs; der Art also, dafs die Sonne mit 
ihrem ganzen Planetensystem mit meh- 
reren anderen Sonnensystemen gemein- 
schaftlich wieder eine Centralsonne um- 
kreist, die ein Sonnensystem zweiten 
Grades bildet n. s. f. (Vergleiche den 
Art. „ A ttraction “ über die mnthmaafs- 
liche Entstehung der Weltkörper und de- 
ren Systeme.) 

Kepler hat zuerst bewiesen, dafs jeder 
der umkreise, welche ein Weltkörper um 
seinen Centralkörper macht, als die Pla- 
neten und Kometen um die Sonne, die 
Monde nm die Planeten, eine Ellipse ist, 
dafs der Centralkörper in deren einem 
Brennpunkt sich befindet, durch Attrac- 
tion (Centripe talkra ft) ihn zu sich 
zieht, während eine auf den umlaufenden 
Körper nach der Tangente in jedem Punkt 
seiner Bahn wirkende Centrifugalkraft 
den geradlinigen Sturz des umlaufenden 
Körpers nach dem Centralkörper hin ver- 
hindert. 

Beide Kräfte sind für jeden einzelnen 
Bahnpunkt so genau untereinander aus- 
geglichen, dafs die Bahn auf ewige Zei- 
ten unverändert dieselbe bleibt. 

Wie eine solche Zusanimenwirknng 
möglich ist, zeigt der Art. „Central- 
krafte* mit Fig. 282 bis 285 mit aus- 
führlicher Erklärung; ferner der Art. 
„ Centralbewegung“ mit dem Bei- 
spiel der Bewegung des Mondes nm die 
Erde, endlich der Art.. Bahn* mit Fig. 
163 bis 167 die Zusamiuenwirkung der 
beiden Kräfte mit bildlicher Darstellung 
des Umlaufs eines Planeten und dessen 
verschiedene Geschwindigkeiten. 

In Folge der elliptischen Form hat die 
Bahn eine grofse und eine kleine Axe; 
in der grofsen Axe hat der Planet seine 
Sonnennähe in dem Punkt des Pe- 
riheliums und seine Sonnenferne 
in dem Punkt des Apheliums. Der Ab- 
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stand mischen dem Uittelpnnkt der El- 
lipse und dem Brennpunkt, dem Stand- 
punkt der Sonne heilst die Exccntri- 
cität der Ellipse. Eine ausführliche 
Theorie über die Wirkung der Kräfte bei 
Bewegung der Weltkörper, s. die Art. 
.Bahn, Bahn der Wcltkürper, Bahn 
der Wel tk 6rpcr,-di e Ellipse“. Siehe 
auch den Art. „Elemente der Bahn 
eines Planeten*. 

Planetepjahr ist die Zeit, in der ein 
Planet einen Umlauf um die Sonne macht. 

Planetensystem ist die Zusammen- 
wirkung sämmtlicher der Sonne zuge- 
hörigen Planeten einzeln und summarisch 
aufgefafst. 

Planetoiden, s. t. w. „Asteroiden*. 

Flanetolabinm, s. v. w. „Planeta- 
rium*. 

Planimetrie ist der Theil der Geome- 
trie, welcher eich mit den Ebenen be- 
schäftigt. Vergleiche den Art. „Longi- 
metrie*. 

Platonische Körper sind die fünf re- 
gelmäßigen Polyeder. 

Platonisches Jahr (grofses) der Zeit- 
raom Ton 25873 Jahren, innerhalb wel- 
ches die Weltaxe um die Axe der Eklip- 
tik ihren Umgang vollbracht bat und die 
Nachtgleichenpunkte wieder an der Tor 
dieser Zeit behaupteten Stelle sich be- 
finden. (Vergl. den Art. „Nachtglei- 
chen*.) 

Pitts (+) ist das Zeichen für eine po- 
sitire Grüfte und das der Addition. 

Pneumatik, Aerodynamik ist die Me- 
chanik der luflformigen Körper (s. die 
Art „Aerodynamik, Aerodynami- 
sche Gesetze*). Oie ganze Lehre der 
Pneumatik findet sich ausführlich in dem 
Art. „Ausflufs der Luft*. 

Pol (jio Xi tu, ich drehe um) ist immer 
ein Endpnnkt einer geraden Linie in Be- 
aiehung auf etwas gleichförmiges, sym- 
metrisches, was sich in gleichen Abstän- 
den Ton dem Pol um die gerade Linie 
herum sich befindet. 

Pol heifst der feste Punkt, ron dem 
aus die Ordinaten (Polarordinaten) nach 
einer Curre gezogen werden, wenn die- 
selbe durch eine Polargleichung bestimmt 
werden soll. 

Pol ist jeder Endpunkt des Durch- 
messers einer Kugel in Beziehung auf 
den größten auf dem Durchmesser (der 
Axe) normalen Kreis und allen mit die- 
sem parallelen Kreisen. 


Pole des Horizonts eines Orts der 
Erdoberfläche sind die unendlich weit 
entfeinten Endpunkte der senkrecht auf 
dem Horizont befindlichen Linie, welche 
durch den Erdmittelpunkt nach der un- 
tern Himmelskugel geht: das Zenith 
oder der Scheite Ipu nkt über dem Ho- 
rizont, das Nadir oder derFufspunkt 
nnter dem Horizont. 

Pole des Himmels sind die End- 
punkte der Weltaxe, welche mit unserer 
Erdaxe parallel läuft oder auch dieselbe 
ist, weshalb es auch einen Nordpol und 
einen Südpol am Himmel gibt, welche 
mit dem Nordpol und dem Südpol der 
Erde in einerlei geraden Linie Hegern 

Pole der Ekliptik desgleichen die 
Endpunkte deren Axe, welche mit der 
Erdaxe einen Winkel ron 23$° bildet. 

Pole eines natürlichen Magnets 
sind die einander gegenüberliegenden 
Punkte, welche gegen Eisen die meiste 
Anziehungskraft äußern Man erkennt 
dieselben, wenn man den Magnet in Eisen- 
feile legt, wo dann diese Pole am mei- 
sten davon angehäuft sind. 

Diese Pole eines natürlichen Magnets, 
so wie die einer künstlichen Magnetna- 
del üben auf die Pole eines zweiten na- 
türlichen Magnets oder einer Nadel die 
eigenthümlicbe Wirkung , dato sie sich 
je zwei und zwei einander anziehen 
und abstofsen. Sie heifsen daher 
freundliche und feindliche Pole, 
und in Beziehung auf Nord und Süd der 
hier folgenden magnetischen Pole der 
Erde, Nord- und Südpole; der Nord- 
pol des einen stöfst den Nordpol des an- 
deren ab und zieht den Südpol des an- 
deren an , so dafs also die gleichnamigen 
Pole feindlich, die ungleichnamigen freund- 
lich sind 

Die Erde hat ebenfalls magnetische 
Pole, einen Nordpol und einen Süd- 

6 0 1; deren Richtung findet man an jeder 
agnetnadel, denn sie zeigt nach innen 
hin und - bildet mit ihrer Richtung die 
Richtung des magnetischen Meridians 
der Erde. Die Magnetnadel hat aufser 
dieser Declination (Unterschied 'ihrer 
Richtung mit dem wirklichen Erdmeri- 
dian) noch eine Inclination, eine Ab- 
weichung von der Horizontalen, lind es 
gibt Punkte auf der Erde in der Nähe 
der Pole, an welchen die Nadel ganz 
senkrecht steht, und wo die Nordspitze 
in der Nähe des Nordpols und die Süd- 
spitze in der Nähe des Südpols senkrecht 
abwärts steht. Diese Orte der Erde sind 
deren magnetische Pole. Kapitain Rofs 
hat den magnetischen Nordpol erreicht, 
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um) zwar unter 263° 14' östlich von Green- 
wich und 70° 5' nördlicher Breite; er fand 
nämlich daselbst die Inclination 90°. 

Polabstand eines Sterns ist gleich 90° 
weniger seiner Abweichung. P. eines 
Orts der Erde ist gleich dessen Aeqna- 
torhöhe. 

Polarcoordinaten. Deren Erklärung, 
s. den Artikel: „Coo rdinat eil “. Deren 
Bildung nnd Anwendung, s. den Art. 
„Cnrve nlehre, pag. 186 mit Fig. 537, 
pag. 193 mit Fig. 541. 

Polardistanz, s. v. w. „Polarab- 
sta nd*. 

Polardreieck bei Kugeldreiecken, s. v. 
w. . S u pp le m e n tardreieck“. 

Polargleictmng ist eine ßestiinmungs- 
gleicbung für Curven mit Polarcoordina- 
ten. 

Polarkarte ist die Karte derjenigen 
Erdhalbkugel, für welche der Pol als 
Standpunkt der Aufnahme gedacht ist, 
in welcher also der Pol Mittelpunkt und 
der Umfang des Aequators die Grenze ist. 

Polarkreise werden bei Umdrehung 
der Erde um die Axe von den Endpunk- 
ten der Axe der Ekliptik beschrieben; sie 
sind von den Polen 23J° entfernt. Der 
an dem Nordpol befindliche ist der nörd- 
liche, der am Südpol der südliche 
Polarkreis. 

Polarprojection ist die Proiection der 
auf der Erdoberfläche befindlichen Punkte 
und Linien zur Verzeichnung einer Po- 
larkarte, indem also die wahre Lage jedes 
einzelnen Punkts in der von diesem auf 
die Aequatorebene gefällten Normale an- 
gegeben wird. 

Polarstern, ein sehr heller Stern in 
der Nähe des Nordpols, der letzte Stern 
im Schwanz des kleinen Bären , der mit 
(len beiden Sternen des grofsen Bären, 
die dessen Schwanz am entferntesten 
sind, in einer geraden Linie liegt. Die 
Lage des Polarsterns ist veränderlich , er 
nähert sich immer mehr dem Pol, hat 
gegenwärtig einen Abstand von demsel- 
ben = 1° 35' nnd wird ihm noch 300 
Jahre lang immer näher rücken. 

Polanirkel, s. v. w. .Polarkreis*. 

Polarzonen sind die von den Polar- 
kreisen begrenzten Calotten, sowohl die 
auf der Erde als die an der Himmels- 
kugel. 

Polarisation des Lichts ist die Abän- 
derung, welche ein Lichtstrahl erfährt, 

IV. 


wenn er mittelst eines Spiegels reflectirt. 
Die Aenderung seiner Natur besteht da- 
rin, dars er nur zum zweiten Mal mit 
derselben Kraft und unter demselben 
Winkel mittelst eines zweiten Spiegels 
reflectirt, wenn dieser zweite Spiegel mit 
dem ersten parallel ist. Je mehr man 
den zweiten Spiegel von der Parallelität 
mit dem ersten abweichen läfst, desto 
schwächer wird die Reflexion, ohne dafs 
dabei der Reflexionswinkel geändert wird, 
und wenn beide Spiegel unter einem 
Winkel von 90° sich befinden, so hört 
die zweite Reflexion auf, sie wird Null. 

Polemoskop ist ein Fernrohr, mit wel- 
chem man nach einer anderen Richtung 
hin sieht als dahin wo der zu beobach- 
tende Gegenstand sich befindet , indem 
ein schräger Planspiegel diesen aulfängt 
und dessen Bild auf das Objectivglas 
wirft. Die Erfindung ist von llevel, der 
es zum Gebrauch im Kriege empfahl, 
daher der Name (.volruo der Krieg). 

PolhShe, s. den Art. , Höhe des Pols* 
III, pag. 247, die Art.: .Astronomi- 
scher Horizont*, pag. 148 und: . Auf- 
gang u nd Uu t erg an g de r G es tirne *, 
pag. 174. 

Für Landesvermessungen ist die Pol- 
höhe eines bestimmten Orts der Erde von 
Wichtigkeit; direct kann man sio nicht 
messen, weil in dem Pol kein Fixstern 
steht. Man wählt daher einen der dem 
Pol zunächst stehenden Sterne, daher 
am zweckmäfsigsten den dem Pol nahen 
und hellen Polarstern, beobachtet und 
mifst in den Augenblicken seiner beiden 
Cnlminationen seine gröfste und seine 
geringste llöho, so hat man in der hal 
ben Summe seiner beiden Höhen die Pol- 
böhe. Oder man beobachtet und mifst 
die Höhe der Sonne in dem Augenblick 
des wahren Mittags, deren Abweichung 
man für jeden Tag des Jahres genau 
kennt. Ist die Abweichung nördlich, so 
subtrahirt man dieselbe von der Sonnen- 
höhe, ist sie südlich, so addirt man sie 
zur Sonnenhöhe und erhält in jedem der 
beiden Fälle die Aequatorhöhe, des Orts, 
welche von 90 a abgezogen , dessen geo- 
graphische Breite oder l’olhöhe gibt. 

Polyeder ist ein Körper, der von lauter 
ebenen geradlinigen Figuren begrenzt ist. 
Diese Figuren heifson die Seitenflä- 
chen odertirenzflächen, deren Summe 
die Oberfläche des Körpers. Die Sei- 
ten der Figuren, welche zweien zusam- 
menliegenden Seitenflächen gemeinschaft- 
lich sind oder die Durchschnittslinien 
zweier Seitenflächen heifsen Kauten; 
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die Endnunkte der tusaramentreflenden 
Kanten neifsen Ecken. Ein Neigungs- 
winkel zweier zusammentreflenden Sei- 
tenflächen heilst deren Flächen wi nkel 
und der von den in einer Ecke zusam- 
men. stofsenden Seitenflächen daseihst ge- 
bildete Winkel ein kör ne r lieh er Win- 
kel oder KörperwinKel. 

2. In jede’m P. ist die Anzahl der 
ebenen Oberflächenwinkel das 
Doppelte der Anzahl der Kanten. 

Denn jede Figur hat so viele Winkel 
als Seiten, da nun jede Kante zu zweien 
Seitenflächen gehört, also zwei Seiten 
ausmacht, so kann die Anzahl der Kan- 
ten nur die Hälfte der ebenen Winkel 
betragen. Hieraus folgt zugleich, dafs in 
einem P. die Anzahl der ebenen 
Winkel immer eine gerade Zahl 
sein mufs. 

Ferner folgt daraus, dafs wenn das 
P. von Figuren mit einer ungera- 
den Anzalil von Seiten begrenzt 
wird, die Anzahl der Seitenflä- 
chen immer gerade sein mufs. 

Wird ein P. von m Seitenflächen 
mit einer geraden Anzahl und von 
« Seitenflächen mit einer unge- 
raden Anzahl von Seiten begrenzt, 
so dafs die Anzahl der Begrenzungsflä- 
chen = »i -f n ist, so mufs »gerade 
sein, m mag gerade oder ungerade 


zahl der Ecken und als die drei- 
fache Anzahl der Greuzflächen. 
Denn jede Ecke und jede Grenzfläche 
wird aus mindestens 3 ebenen Winkeln 
gebildet. 

Hezeichnet man noch die Anzahl der 
Ecken mit E , so ist die Anzahl der ebe- 
nen Winkel IV nach Satz 3 = 2K. Es 
ist demnach immer entweder 2 K = 3 E 
oder 2 K> 3 E und 2 K = 3 F oder > 3 F. 
Demnach kann in einem P. weder die 
Anzahl der Grenzflächen noch die der 
Ecken gröfser sein als § der Anzahl der 
Kanten. 

5. ln j e d e nt P. ist die Summe der 
Anzahl der Ecken und der Grenz- 
flächen um 2 gröfser als die An- 
zahl der Kauten. (E + F=K - f 2). 

Denkt man sich innerhalb des P. einen 
beliebigen Punkt, beschreibt um densel- 
ben eine Kugelfläche, zieht von dem Punkt 
aus nach den Ecken des P. gerade Linien, 
beschreibt auf der Kugeloberfläche durch 
je zwei auf derselben entstandene Durch- 
schiiittspuiikte, welche den Ecken einer 
Kante des P. entsprechen, einen gröfsten 
Kreisbogen, so erhält man eine Stimme 
von sphärischen Vielecken, die zusammen 
gleich der Kugeloberfläche sind. 

Es kommt nun darauf an, die Inhalte 
dieser sphärischen Vielecke zu bestim- 
men. 


sein. 

3. Die A n z a h 1 der ebenen Ober- 
flächenwinkel eines P. ist minde- 
stens dreimal so grofs als die An- 
zahl der Grenzflächen. 

Denn sind die Grenzflächen Dreiecke, 
so sind der ebenen Winkel gerade drei- 
mal so viel als die Anzahl der Grenz- 
flächen beträgt; bei Flächen von mehr 
als drei Seiten wird die Anzahl der Win- 
kel gröfser. 

Ist demnach F die Anzahl der Grenz- 
flächen, K die Anzahl der Kanten, so ist 
2K die Anzahl der Winkel; also entwe- 
der 2 K - 3 F oder 2 K > 3 F. Es gibt also 
kein P., in welchem die Anzahl der Kan- 
ten geringer wäre als mal der An- 
zahl der Grenzflächen, oder die Anzahl 


In dem Art. „Kugel“, No. 19 ist aber 
die Proportion als richtig erwiesen 
J :F=(f -(»-2)2Ä: 2/t 

woraus 

y- (it - 2)2« y-(w-2)180° 

2ft * 180° 

liier bedeutet J den Flächeninhalt eines 
sphärischen Vielecks, tf die Summe säramt- 
licber Umfangswinkel, n die Anzahl seiner 
Seiten und F den Inhalt des 4ten Theils 
der Kugeloberfläche. Bezeichnet man 
die ganze Kugelobcrfläche mit S, so hat 
man 


*-<«- 3 ) 1 * 0 ° 

J - — T 2 0 o -ns 


( 1 ) 


Bezeichnet man ferner die Sommen 


der Grenzflächen gröfser als } der An- 
zahl der Kanten. 

4. Die Anzahl aller auf der Ober- 
fläche eines P. vorhandenen ebe- 
nen Winkel ist entweder gleich 
oder gröfser als die dreifache An- 


der Winkel der einzelnen Vielecke mit 
u , (f\ (f".,. und die Anzahl der Seiten 
uerselbe» mit «, n\ n"... die Anzahl der 
Vielecke wieder mit F, so erhält man 
die der ganzen Kugeloberfläche S gleiche 
Inhaltssumme J f sämmtlicher Vielecke. 


<r -f +_■ ••-(* + » 9 + 180 ° 

720 ° 

woraus (f + (f * + (fi v -f ... — (n -f »' + i* 2 + . . . — 2 F) 1 80° = 720° (2) 
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Sämmtlicbe Winkel, deren Summe = 
ist m + a' + q" + . . . liegen aber am 
so viele Punkte als das P. Ecken hat und 
die Anzahl der nm eine Ecke liegenden 
Winkel machen zusammen 360° aus ; mit- 
hin ist <p + <f' + <f" + ... = E • 360°. 
Mach No. 2 ist nun die Anzahl » + «' 
+ «"+... = 2A. Wenn man demnach 
diese Werthe in die letzte Gleichung sub- 
stituirt, so hat man 

E . 360“ - (2* - 2F) 180° = 720° 
oder E F = K + 2 (3) 

6. DieSumme aller ebenenW'in- 


kel auf der Oberfläche einesP. ist 
gleich so vielen Rechten als die 
4fache Anzahl der Ecken beträgt 
wenige r 8. 

Also IP=(4E-8)Ä^ = (E-2)4R^. 

Denn sind «, n', die Seitenan- 

zahl der einzelnen Vielecke, so betragen 
deren Winkelsuminen (2» — 4)R, (2»'-4)R, 
(2n" — 4 )/{... Nun ist n + n' + n" + ... 
= der Anzahl aller auf der Oberfläche des 
P. befindlichen ebenen Winkel = W = 2 A, 
mithin hat man die Summe sämmtlicher 
Winkel 


(» + i.’+»"+...)2R-4FR = 2»FP-4FA = 4*R-4FR = (A-F)4R 


Oder 1F = ( A — F) 4 R (4) 

Nun ist aus Formel 3: K- F = E- 2, 
also die Summe W = (4E-8)R^ ( 5 ) 

7. In jedem P. ist die Anzahl der 
Kanten + 6 kleiner oder eben so 
grofs als die dreifache Anzahl der 
Ecken oder der Seitenflächen. 

Also zr + 6^ ßj 

Denn nach No. 4 ist 3* = 3* und 
2*5 3F. 

Hierin aus Formel 3: E und F sub- 
stituirt 

gibt 2 * ~ 3 A' -r 3 F-f 6 

und 2A-3A-3A+C 

woraus A'+ G — 3 F 

und Ä+6g3A (6) 

8. Nach No. 3 ist F ~ JA. Diesen Werth 
in Gleichung 6 substituirt, gibt A > G. 
Es geht hieraus hervor, dafs in einem 
P. die Anzahl der Kanten nicht 
kleiner als 6 sein kann. Substituirt 
man dieses Minimum von A in Formel 
6, so erhält man 

*"*"*<|3F’ woraus je j 5 4 

Es kann also in einem P. die An- 
zahl der Ecken und die derGrenz- 
flächennicht geringer als 4 sein. 
(Diese Sätze gehen übrigens schon aus 
No. 4 hervor.) 

9. ln jedem P. ist die Anzahl F 
der Grenzflächen + 4 entweder 
kleiner oder gleich derdoppelten 
Anzahl E der Ecken nnd die An- 
zahl derEcken +4 entweder klei- 
ner oder gleich der doppelten An- 
zahl der Grenzflächen. 

Denn da nach No. 4 : K = j so kann 


man Zahlen a, & finden, 
so dafs A = j F + a und A' = j A -f 4 
da nun (Formel 3) A'= E + F - 2 
so hat man } F + « = K + F - 2 
und \ E b - E-{ F— 2 

woraus F +• 2« + 4 - 2F 

und E + 26 + 4 = 2F 

daher F 4 < 2 E und E + 4 < 2 F 

10. Da aus den No. 9 entwickelten For- 
meln 

A= JF+a+ 2 
und F = 2F — 24 — 4 
so Kann in einem P. die Anzahl E der 
Ecken weder kleiner als JF+2 noch grü- 
fser als 2F-4 werden. Diese beiden 
G röfaen j F + 2 und 2F - 4 sind also 
die Grenzen zwischen welche in 
jedem P. die Anzahl F. der Ecken 
fällt. 

Da ferner F = 2E — 4 — 2« 
und zugleich F=JF + 2 + 4 
so kann F nicht grüfser werden als 2E-4 
noch kleiner als 4F + 2 und diese bei- 
den Grüfsen 2F - 4 und JE + 2 sind 
also die Grenzen, zwischen welche 
in jedem P. die Anzahl F der Sei- 
tenflächen fällt. 

11. Kein P. kann vonlautersechs- 
und mehrseitigen Figuren einge- 
schlossen werden, auch gibt es 
kein P., dessen Ecken aus sechs 
oder mehr ebenen Winkeln zu- 
sammengesetzt sind. 

Denn es würde die Anzahl tP der ebe- 
nen Winkel auf der Oberfläche j 6 F, 
folglich Ä^3F sein. Nun ist aber (For- 
mel 6) A — 3 F - 6, also K immer < 3F, 
welches der Annahme widerspricht. 

Wären die Ecken sechs- oder mehr- 
winklig, so wäre die Anzahl )F der ebe- 

18 * 
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nen Winkel ; CK, also K T, 3K. Es ist 
aber (Formel 6) K ^ 3K — G, also K < 3K, 
weiches der Annahme widerspricht. 

12. Die Summe aller ebenen Win- 
kel auf der Oberfläche eines P. 
kann nie kleiner sein als 2Krechte 
Winkel und nie gröfserals 8(K-3) 
rechte Winkel. 

Denn da nach No. 4 -. 2 K 3 F 
so ist 4K-4K=2K 

Nun ist nach Formel 4: 

(4K-4F)Ä = VF 
mithin H'j2 F rechte Winkel. 

D. h. die Summe VF der ebenen Win- 
kel kann nie kleiner werden als 2 K rechte 
Winkel, d. h. nie kleiner als so viele 
rechte Winkel, wie die doppelte Anzahl 
der Vielecksflächen ausdrückt. 

Nach No. 7 ist K + G < 3K 
oder (A — F) + 6 ^ 2K 

Also (K-F)4A = (2F-6)4K 
also nach Formel 4 

VF J 8K - 24 rechte Winkel. 

D. h. die Summe VF der ebenen Win- 
kel kann nie grober werden als 8F— 24 
und die Summe aller ebenen Winkel 
eines P. kann nie aufser den Grenzen 
2 F rechte Winkel und 8K— 24 rechte 
Winkel fallen. 

13. Polyeder, die von lauter Drei- 
ecken eingeschlossen sind und 
derenEckentheilsvonfünf, thoils 
von sechs ebenen Winkeln gebil- 
det werden, können nicht mehr 
und nicht weniger als zwölf fünf- 
flächige Ecken haben (sobald näm- 
lich jede Ecke aus gleich vielen 
Flächen besteht). 

Da die Flächen sämmtlich Dreiecke 
sind, so hat jede Fläche 3 Seiten und 3 
Winkel; bei F Flächen ist also die An- 
zahl der Seiten =3 F und folglich die 


Anzahl der Kanten K = |K 
woraus 2 K = 3 F (1) 

Hierzu Formel 3; 

K + F=K + 2 (2) 

Aus 1 den Werth von K in 2 gesetzt 
gibt 

K = *F+2 (3) 

Hat nnn das P. p fünfflächige und 9 
sechsflächige Ecken, 

so iat E = p + 9 (4) 

Die Anzahl der ebenen Winkel 

VF ist = 5p + 69 (5) 


Eben so viele Seiten, also halb so viele 


Kanten hat das P., folglich ist 

K = K5p + 6y) (G) 

Aus 4 den Werth von q in 6 gesetzt 
gibt 

K = Häp + 6K - 6p) = J(GE - F) 
woraus p = CK — 2A'. 

Setzt man nun aus 1 den Werth von 
K und aus 3 den Werth von K in die 
letzte Gleichung, so erhält man p= 12. 

Setzt man in die Gleichungen p = 12, 
so erhält man 

q = JK - 10; K = 3? + 30 
= JE - 10; F=2j + 20 
= K- 12; K = y + 12 
Kann in dem Polyeder jede Ecke von 
der anderen verschieden viele Begren- 
zungsflächen haben, so kann eine der- 
selben von 1000 Flächen begrenzt seiu. 

14. Zusammenstellung der für sämmt- 
liche Polyeder allgemein geltenden Ge- 
setze: 


VF = 2K 

VF = (4K - 8) «Z 
IF = (K — K) 4 «Z 
VF >3 F 
VF 5 3K 

VF = 2K Rechte Winkel 
VF = 8K- 24 Rechte W. 

~F=K- E+ 2 


Greuzwerthe 


^ J Grenzwerthe 
* J Grenzwerthe 


K=*VF 

K= K+ K— 2 

Greni,,erthe 

J^Jk-c) Greniwerthe 

In jedem P. sind mindestens 4 Ecken, 
4 Grenzflächen, C Kanten. 

Vou den Grenzwerthen hat man fol- 
gende Zusammenstellung. 
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Gegeben der Gröfte 

kleinster Werth 

gröfster Werth 

E 1 K 

JE 

3E — 6 

E 

JE + 2 

2E — 4 

W 

2 F rechte W. 

(8E— 24) rechte W. 

K F. 

iE + 2 

1« 

1 E 

JE + 2 

JE 

E K 

JE 

3E- 6 

I ' 

JE + 2 

2E - 4 


Aas der zweiten Rubrik: K gegeben 
läfst sich folgendes schließen : 

1. Für K = 6 ist E = E = 4. Das P. 
ist eine dreiseitige Pyramide. 

2. Kein P. kann 7 Kanten haben, denn 
zwischen J + 2 = 4J und *A ezistirt keine 
ganze Zahl. 

3. Für K = 8 kann E = F nur 5 sein. 
Das P. ist eine vierseitige Pyramide. 

4. Für K = 9 ist E = F = 5 bis 6. Das 
P. ist ein dreiseitiges Prisma, also von 5 
Flächen and 6 Ecken. 

5. Für K - 10 ist E = F nur = 6. Das 
P. ist eine fünfteilige Pyramide. 

6. Für E=ll ist E=E = 6 bis 7. 
Das P. ist eine Summe von einer drei- 
nnd einer vierseitigen Pyramide von ge- 
meinschaftlicber Spitze, deren beide Grund- 
flächen zwei Ebenen bilden, die mit einer 
Mittellinie Zusammenhängen. Das P hat 
also 6 Seitenflächen -f 2 Grundflächen, 
und es ist F= 7; es hat eine Spitze und 
6 Grundecken, also E = 6. 

U. s. w. 

15. Die Anzahl der Bestimm nngs- 
stücke eines P. zn finden. 

Ist eine der Grenzflächen ein neck, so 
ist die Anzahl dessen Bestimmungsstücke 
= 2n - 3. 

Es sind nun aufser diesen n noch E— n 
Ecken vorhanden, zur Bestimmung der 
Lage eines Punkts im Raum gehören 
aber 3 Bestimmungsstücke, mithin zu 
(E — n) Punkte noch 3 (E— n) Bestim- 
mnngsstücke, im Ganzen also 2n — 3 
+ 3 (E — n) = 3E — n — 3 Bestimmungs- 
stücke. 

Diese Anzahl ist aber zu grofs. 

Denn haben die übrigen (E — 1) Um- 
fangsflächen >*', n", . . . Seiten, so lie- 

gen immer n", tt"' ... in einer Ebene; 
die Lage einer Ebene ist aber durch drei 
Punkte bestimmt. 

Ist nun die Lage des n'ecks durch 3 
Punkte bestimmt, so bleiben noch n' — 3 


Punkte zn bestimmen übrig, und da nun 
jeder derselben schon ein Bestimmungs- 
stück hat, so bedarf jeder nur noch zweier 
Bestimmungsstücke. Das n'eck hat also 
noch 2 (n 1 — 3) Bestimmungsstücke nö- 
thig und es sind für dasselbe i«'— 3 zu 
viel gerechnet. Dies gilt für alle übri- 
gen Grenzflächen von den Seiten n”. 

Es sind demnach von den oben aufge- 
führten 3E - n — 3 Bestimmungsstücken 
abzuziehen 

(w'-3)+(w"-3) + <«’"-3)+... 
=(» , +»"+»"'+...)-3(E-l) 

= (»+«'+n"+...)-[»+3(E-l)] 
und da so viele Winkel als Seiten an 
den Grenzflächen sind, abzuziehen 
IF — » — 3 (E- 1) 

nnd da nur halb so viele Kanten als Sei- 
ten oder Winkel an den Grenzflächen 
sind: abzuzieben 

2A' - n - 3 (E - 1) 

Die erforderliche Anzahl Bestimmungs- 
stücke Kr das P. ist demnach 

3E — » — 3 — 2E + » + 3 (E — 1) 

= 3 (E + E) - 2K — 6 = K 
d. b. die Anzahl der erforderlichen 
Bostimmungsstücke für ein P. ist 
= der Anzahl seiner Kanten. 

Es ist hierbei zu bemerken, dafs die 
Kanten allein ein P. nicht bestim- 
men, es gehören diese und noch andere 
Stücke, besonders Winkel dazu. 

16. Polyeder sind gleich, wenn sie 
einen gleichen körperlichen Inhalt haben. 

P. sind congruent, wenn sie, in ein- 
ander gelegt gedacht, nur einen einzigen 
P. ausmachen. 

_ P. sind ähnlich (nach Euklid XI, 
Erkl. 10), wenn sie von gleich vielen 
ähnlichen Ebenen begrenzt werden. Bes- 
ser ist wohl die Erklärung: Wenn die 
P. Unter gleiche Ecken in derselben An- 
ordnung haben, oder wenn alle homo- 
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löge Linien derselben einerlei Verhält- 
nis haben und alle homologen Winkel 
einander gleich sind, auch noch die ho- 
mologen Stücke in einerlei Anordnung 
neben einander liegen. 

Sind in zwei P. zwei Seitenflächen 
einander ähnlich und liegen alle übrigen 
Eckpunkte derselben in Spitzen je zwei 
und zwei ähnlicher Pyramiden, so sind 
beide P. einander ähnlich. 

Aehnliche P. verhalten sich wie die 
Cnbi ihrer Längenabmessungen. 

P. sind symmetrisch, wenn sie con- 
gruente Flächen haben, die aber, wenn 
sio anf homologe Grenzflächen neben ein- 
ander gestellt werden, mit den congru- 
enten Flächen nach gerade entgegenge- 
setzten Richtungen augeorduet sind. 

Symmetrische P. haben gleichen kör- 
perlichen Inhalt. 

Wenn man Ton den Eckpunkten eines 
P. anf eine außerhalb des P. liegende 
Ebene Lothe fällt und jedes Lotn anf 
der anderen Seite der Ebene um ein 
gleiches Stück verlängert, so sind die 
Endpnnkto der Lothe die Eckpunkte eines 
P. , welches dem ersten symmetrisch ist. 

Regelmäßige Polyeder. 

17. Ein regelmäßiges Polyeder 
ist ein P., welches lauter regel- 
mäfsige congruente Grenzflächen 
hat und dessen Ecken von gleich 
viel ebenen Winkeln eingeschlos- 
sen werden, 

Die Anzahl der rcgelmäfsigen P. ist 
begrenzt: Sic hängt ab von den regel- 
mäßigen Vielecken, welche dessen Grenz- 
flächen sein können und von deren An- 
zahl zu Bildung deren Ecken. 

Weniger als drei Vielecke können keine 
Ecke bilden und wie viel mehr dazu mög- 
licher Weise genommen werden dürfen, 
hängt von der Gröfse deren Umfangs- 
winkel ab, weil die Summe dieser Win- 
kel kleiner als 4 rechte Winkel sein 
raufs. 

Jeder Winkel eines regolmäfsigen Drei- 
ecks hat 60°, es können also sechs Drei- 
ecke, weil diese zusammen gerade 4 R-Z. 
betragen, zu einer Ecke nicht genom- 
men werden. Es kann also nur regel- 
mäßige P. geben, deren Ecken 3, 4 und 
ä Dreiecke zu Grenzebenen haben. 

Für Quadrate als Grenzflächen existirt 
aus demselben Grunde nur ein einziges 
regelmäfsiges P. 

Aus demselben Grunde gibt es nur ein 
einziges regelmäfsiges P. . dessen Grenz- 
flächen Fünfecke sind. Jeder Umfangs- 


winkel eines re gel m äfs ige n Fünf- 
ecks hat 108°, drei Umfangswinkel zu- 
sammen also 324°. Mit dem Fünfeck 
hört die Grenzfläche auf; denn ein Sechs- 
eck hat Umfangswinkel von 120°; es be- 
tragen also drei derselben gerade 360°. 

Ist die Anzahl der Seiten einer Grenz- 
fläche = », die Länge der Seite = t, so 
ist der Umfang einer Grenzfläche = ««. 
Um jedo Grenzfläche läßt sich ein Kreis 
besenreiben; ßt dessen Halbmesser = r, , 
so ist die Normale auf die Seite = 
J r, J - ja 1 , also der Flächeninhalt einer 
Grenzfläche = jw» | r,’ - ji’. 

Um jedes regeimäfsige P. läßt sich eine 
Kugel beschreflien ; ist deren Halbmesser 
— r , eine von dem Mittelpunkt auf die 
Grenzfläche gefällte Normale ist = 
setzt mau nun den Inhalt der Grenz- 
fläche = F, die Anzahl derselben = N, 
so ist der Inhalt des P. 

= J = J1YF j/r* -V}. 

18. Das regelmäßige P. , welches drei 
Dreiecke für jede Ecke hat, heißt Tetra- 
eder (icrpn; vier) weil es vier Grenz- 
flächen hat 

Das regelmäßige P., welches vier Drei- 
ecke für jede Ecke hat, heißt Oktaeder 
(Oxin; acht) weit es acht Grenzflächen 
hat. 

Das regeimäfsige P., welches fünf Drei- 
ecke für jede Ecke hat, heißt Ikosaeder 
(Ei*o aama Zeit von 20 Jahren), weil es 
zwanzig Flächen hat. 

Das regelmäßige P., welches drei Qua- 
drate für jede Ecke hat, heißt Hexaeder 
(Kintua Zeit von 6 Jahren) weil es sechs 
Flächen hat. 

Das regelmäßige P., welches drei Fünf- 
ecke für jede Ecke bat, heißt Dodeka- 
eder (,7ftiJ«xn zwölf) weil es zwölf Flä- 
chen hat. 

19. Den Neigungswinkel zweier 
aneinander liegenden Grenzflä- 
chen eines regelmäfsi gen P. zu 
finden. 

Der Neigungswinkel zweier Eirenen 
wird mit Hülfe eines Körperdreiecks ge- 
funden, wie dies in dem Art. „I’aral- 
lelepipe du m “ No. 11, pag. 244 mit 
Fig. 883 geschehen ist. 

Es sei, Fig. 895, R eine Ecke eines 
regelmäßigen P , die Anzahl der die Ecke 
bildenden ebenen Winkel sei = n, aus £ 
beschreibe man mit beliebigem Halbmes- 
ser eine Kugel, EA, EB ... seien die 
von der Kugel abgeschnittenen Kanten- 
stücke, ABC DF sei das auf den Grenz- 
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flächen entstandene Polygon, dessen Sei- 
ten und Winkel alle gleich sind. Jede 
Seite, wie AB ... sei = er, jeder Winkel, 
wie FAEB = y, die Dreiocke EAB, EBC... 
sind alle gleichschenklig nnd es ist 

Z AEB - z BEC = — . 

n 

Wird nun AB durch einen Bogen EG 
in G halbirt, so ist EG auf AB normal, 

Z-dEG = Z.BEG = — , folglich ist für 

fl 


den halben Neigungswinkel (jy) 


sift GAE = 


cos A EG 
cos A G 


n 

cos — - 

it 


fl 

CM — 


Ist nun die Anzahl der Seiten (AB,...) 
jeder Seitenfläche = m , so ist der Cosi- 
nus der halben Seite AG = All = dem 
Cosinus von (90° — Z GEA) 


mithin 


sin jy = - 



(0 

180° 


n 

180° 

(2) 


Für das Tetraeder, das Octaoder, das 
Icosaeder, das Hexaeder, das Dodekaeder 
ist 

m = 3, 3, 3, 4, 5 nnd n = 3, 4, 5, 3, 3 
Demnach hat man ti»(Jy) für 


das Tetraeder 
das Octaeder 
das Ikosaeder 
das Hexaeder 
das Dodekaeder 


cos 60° 
st» 60° 
cos 45° 
sin 60° 
c os 36° 
st» 60° 


= iF3; 

= J1'6; 

= il'(2+ ilä; 


y = 70° 31' 44" 
y = 109° 28’ 16" 
y= 138° 11' 23” 


cot 60° 
li» 45° 
cos 60° 
siit36° 


112; r= 90 ° 

5 ^ 5 110 -215; y = 116° 32' 54" 


20. Um Ä und r zu bestimmen be- 
zeichne, wie No. 19 

t» die Anzahl der Seiten jeder Grenz- 
fläche, 

» die Zahl der zu jeder Ecke gehören- 
den Grenzebenen, 
so hat man schon No. 19: 

y den Neigungswinkel zweier Ebenen 
durch die Formel 

180° 
cos 

"" iy = 7150 ° (l) 

im 

m 

Es sei Fig. 896: ABh'ED die Grenz- 
fläche eines P. , C deren Mittelpunkt. 
Denkt man sich von C aus in und um 
dieses regelmäßige Vieleck Kreise be- 
schrieben, so ist Cll der Halbmesser (O 
des inneren, CE der Halbmesser (ft') des 
äufseren Kreises, und es ist 


Fig. 890. 



CH = r’ = EH ■ lg CEH 
180° 

also r’ = 4 * • cot (2) 

ffl 
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nnd 

180° 

CE= ß'= EH- sec CEH= U • coiec — (3) 

Bedeutet der Punkt J den Mittelpunkt 
des P. , und denkt man sich von J aus 
in und um das P. Kugeloberflächen bo- 
schrieben, so ist JC = r der Halbmesser 
der inneren und JE = R der Halbmesser 
der änfseren Kngeloberfläche , und man 
hat, da Z«tV = ft ist 


JC=r = CH • lg CHJ = r ' lg ' (4) 

und JE» = ß» = CE» + CJ 1 = ß'»+r» (5) 

Es ist mithin, wenn man für r' aus 
Formel 2 in Formel 4 seinen Werth setzt 

r = i kcrt^.'sl (6) 


und wenn man aus Formel 8 und 6 die 
Werthe von ft' und r in Formel 5 setxt 


ß» = **» • co.ee» — + * *» • cot« — . L 
* m m 2 

■woraus ß = {k j/(l + cot» • *cc» ^ ) 

Nun ist Formel 1, No. 20 

180° 
cos 

y _ 

. 180° 

SM 


SM x = 


1 80 ° 1 80 ° 

ünd wenn man der Abkürzung wegen = <p und — — = ifi setzt, 

R = i* Vf 1 + cot = ** l/l + -V 

1 * L * stn *(f — coi * »// J * ' stn * qp — cos * i// 

1/ 1 — cos *»// _ . | /sin*i/> __ cot * ifr 


' s»n *qp — cos r 


180° 

also R = \ h tg • tg • tg 


cos* i// sin *<jd — cos *•/> 


‘4 


( 7 ) 


( 8 ) 


21. Derlnhalt einer Grenzfläche 
ist 

180 ° 

J» = Im»» cot — — (1) 

w» 

Denn ist, Fig 897, ARG l)E eine Grenz- 
fläche eines regelmäfsigon P. , und man 
zieht vom Mittelpunkt C derselben nach 
allen Spitzen A, B ... gerade I.inien, so 
hat dieselbo m congruente Dreiecke .4Cß, 
BCG ... Es ist also 

J* = m x A ACB 

Fällt man von C auf eine der Kanten, 
z. B. auf DG eine Normale CF, so ist 


Fig. 897. 



J‘=m-iDG-CF=imk-CF (2) 
Es ist aber 


CF= GF • lg CGF= * klg 


( 2m - 4) ß 
2m 


daher 


= i * ( 1 — ~ ßj = i* cot 

nnd Formel 6: 


2 ß 


>. i z. , 2ß . i. . 180° 

J * = imk* cot — = 1 m Ä 1 cot 


180° 


co,| 


( 3 ) 


k = 2r ly 

wie zu erweison war. Diese Werthe in Gleichung 1 gesetzt, 

Dm J 1 auch durch ß und r aus- P^t 
drücken zu können, hat man aus No. j>_ ra n 
20, Formel 8 t 


• cot* 


180° 


. 180° 


* = 2ß cot 


180° 


i cot ■ 


J» =mr» • ly ~~ * cot* y 


«!»-£- (4) 

( 5 ) 
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22. Der Inhalt des P. ist gleich 
dem so vieler Pyramiden als der- 
selbe ßrensflächen hat, die als 
Grundflächen die gleichen Ab- 
stände des Mittelpunkts von den- 
selben au Höhen haben. 

In Fig. 896 ist also die Ebene ABb'ED 
die Grundfläche und CJ - t die Höhe 
jeder solchen Pyramide P. 

Nun ist nach Satz 5, Formel 3: 


F=K- K+2 
No. 21, Formel 1 ist: 

/>=*«*. cÄ 

m 

Pyramide /‘ = j ( CJ) ■ J' = J rV’. 
Nach No. 20, Formel 6 ist 
180° r 

r = l* <•»«—- • lg 

m i 

Daher eine Pyramide 


P = 1 • | * • cot 


180° 


lg X 1 mk' cot 


180° 


0 ) 


oder P=’J f mk , cot* 


180° v Aus No. 20, Formel 8 ist 


w 


Also J* = m Fk* cot 1 * lg „ (3) rv; , . _ , „ 

14 m 2 ' Diesen Werth in Formel 3 gesetzt gibt 


J’ = j^mFx 8Ä* cot * 
= J*FÄ' • «I* — 


180° 


cot^ 


cot* 


180° 




.cfl^.cot* 


( 4 ) 


Endlich ist, nm J 3 auch dnrch r 
au szu d rü ck o n , aus No. 20, Formel 6 

r 


„ , 180° 
= 2r lg 


cot 


2 


Diesen Werth in Formel 2 gesetzt, gibt 
J* = J m Fr* tg • cot* — (6) 

23. Den voranstehenden Untersuchun- 
gen und Ermittelungen entsprechend hat 
man die Zusammenstellung folgender für 
regelmäfsige P. allgemein geltende For- 
meln: 

180° 

cot 

• 7 " 

“* 2 = . 180° 


„ 180° . 180° 
= R cot • cot 

l> nt 

* = 2fi • cot — . cot Z 


J* = J mk 1 cot 


180° 


a zs, 180 °, 7 
R = iktg---i gj 


= r • lg 


180° 


■lg 


180° 


r =i*cotIL%£ 


,,180° 180° , y 

= mR* cot* cot cot * — 

n m 2 

t s 180° , y 

= wir* tg cot 1 — 

m 2 

= Fk 3 cot* • lg 
J* = }«Wcol» — .cot*— .cot>i 


180° 


■ cot 1 Z 
2 


= JmfV* ly 

24. y und sin (j y) s. No. 18. 

Nach den Formeln No. 23 ist nun 


R fürs Tetraeder 
fürs Octaeder 
fürs Ikosaeder 
fürs Hexaeder 


— 3 X r 
= il'6x* 

= 1 p'2 x * 

= p3 X r 

= *^10 + 2p5x* 
= p3 (6 — 2 k'5) X r 
= *V3 X * 

= V3 x r 


= 3,000 0000 X r 
= 0,612 3724 X k 
= 0,707 1068 x * 
= 1,732 0508 X r 
= 0,951 0565 X k 
= 1,258 4087 X r 
= 0,866 0254 X * 
= 1,732 0508 X r 
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fürs Dodekaeder = J | 3 (6 + 2i 5) x k = 1,401 2585 x k 
= y3 (5 - 2y5) X r = 1,258 4086 xr 

r fürs Tetraeder = 4 x fl = 0,333 3333 x fl • 

= ,1] 1'6 X k =0,204 1241 X* 

fürs Octaeder = J [ 6 X * = 0,408 2483 x * 

= J ( 3 X fl = 0,577 3503 x fl 

fürs Ikosaeder = ^(3 + +6) | 3 x k = 0,755 7613 x * 

= ]/*+?£* X R = 0,794 6435 X fl 

' 15 

fürj Hexaeder = j x * = 0,500 0000 x k 

= 4 (3 X fl = 0,577 3503 x fl 

fürs Dodekaeder = 4 1'4 <50j+ 22 1/5) x * = 1,114 6381 x k 
= 4 V'l (5 + 2 v 5) X Ä = 0,794 6544 X Ä 
k fürs Tetraeder = |) 6 x Ä = 1,632 9932 x fl 

= 2 y6 X r = 4,898 9795 X r 

fürs Octaeder = y2 x fl = 1,414 2136 x A 

= l'6xr . = 2,449 4897 X r 

fürs Ikosaeder = V2 (1 — 4 1 6) x Ä = 1,051 4620 x Ä 
= (3 - +5) +3 X r = 1,323 1691 xr 
fürs Hexaeder = |+3 X Ä = 1,154 7005 x A 

= 2 X r = 2,000 0000 x r 

fürs Dodekaeder = 4 1'6 (3 — V'5) x A = 0,713 6441 x A 

= V'50 - 22 y'5 X r = 0,778 7840 X r 

J‘ fürs Tetraeder = 4V'3 x A 3 = 1,632 9932 x A 3 

= } 1- 3 X Ä> = 1,154 7005 X Ä* 

= 2j/3xr> = 3,464 1016 X r* 

fürs Octaeder = 4 y'3 + *’ = 1,632 9932 x A 3 

= 41/3 xA a = 0,866 0254 X Ä» 

= J y3 X r 3 = 2,598 0762 X r 3 

fürs Ikosaeder = 4y 3 X A 3 = 0,433 0127 x A 3 

= ,> 0 (5 - 15) +3 X Ä* = 0,478 7270 X fl 3 
= i(7 - 3^5) y3 X r> = 0,758 1084 X r* 
fürs Hexaeder = A 3 = 1,000 0000 x A 3 

= 4 x fl> = 1,333 3333 X fl« 

= 4 X r* = 4,000 0000 x r* 

fürs Dodekaeder = Jl'5 (5 + 2| 5) X * J = 1,720 4773 x A 3 
= 4110(5- y5)x Ä* = 0,876 218 x Ä 3 
= 41 2(65 -2915 xr 3 = 1,245 1340 x r 3 

J 1 fürs Tetraeder = y 2x A 3 = 0,117 8511 x k 1 

= +3 X fl 3 = 0,513 200 x fl 1 

= { 1 3 X r 3 = 1,539 6007 X r 3 

fürs Octaeder = }) 2 X 4 3 = 0,471 4045 x 4* 

= 4 x fl 3 = 1,333 3333 x fl 3 

= 4l3Xr 3 = 6,928 2032 X r 3 

fürs Ikosaeder = i 3 * (3 + k'5) 4 3 = 2,181 6950 x A 3 

= jy'IÖ+SyftXÄ 3 = 2,536 1509 x fl 3 
= 10(7- 3| 6)y3x r* = 0,505 4056 x r* 
fürs Hexaeder = A 3 = 1,000 0000 X * 3 

= | y3 X A 3 = 1,539 6007 X Ä 3 

= 8 X r 3 = 8,000 0000 X r» 
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fürs Dodekaeder = 1 (IS + 7| 5) X A J = 7,663 1189 x A» 
= ) ( 30(3 + ) 5) x = 2,785 164 X Ä» 
= I0( 2(65-29|'5)Xr a = 4,980 5360 X r* 
J * für» Tetraeder = ('3 x 1’ = 1,732 0508 x A* 

= } (3 x fl* = 4,618 8022 x ft 3 

= 8 ( 3 x r* = 13,856 4065 X r 3 

fürs Octaeder = 2 ( 3 X A 3 = 3,464 1016 X A 3 

= 4 ( 3 x 10 = 6,928 2032 X ft 3 

= 12 | 3 X r 3 = 20,784 6097 X r 3 

fürs Ikosaeder = 5 | 3 x A 3 = 8,660 2540 x A 3 

= 2 (5 - l 5) (3 x fl 1 = 9,574 5412 x K 3 

= 30(7-3(5) (3xr 3 = 1,516 2168 X r 3 

fürs Hexaeder =6xA 3 = 6,000 0000 x A 3 

= 8 X ß 3 = 8,000 0000 X Ä‘ 


= 24 X r 3 = 24,000 0000 X r 3 

fürs Dodekaeder = 3 1 5 (5 + 2 1 5)x A 3 = 20,645 7273 X A 3 
= 2 1 10(5 — ( 5)x Ä* = 10,514 616 X ft* 
-30(2(65 -29| 5)xr*= 14,941 6080 X r» 


25. Stereometriscbe Construc- 
tionen. 

Von diesen haben diejenigen, welche 
durch Euklid zu uns gekommen sind, das 
gröfste, besonders ein geschichtliches In- 
teresse. 

1. Aufgabe (Buch XII, 17 Satz). Es 
sind zwei concentrische Kugeln 
gegeben, man soll in die grüfsere 
ein Polyeder beschreiben, welches 
mit seiner Oberfläche die kleinere 
Kugel nicht berührt. 

Es sei DEBP die grüfsere llalhkugel- 
oberfläche; durch beide Kugeln sei durch 
deren gemeinschaftlichen Mittelpunkt C 
eine Ebene gelogt, so bildet diese zwei 
röfste Kreise, den äufseren BEDE und 
en ihm concentrisehen inneren GJKII. 


Zeichne deren normal auf einander befind- 
liche Durchmesser BD, EF, beschreibe 
in dem ersten Quadrant des gröfseren 
Kreises BEDF die Seiten eines gleich- 
seitigen Polygons yon gerader Seitenan- 
zahl, welches den kleineren Kreis nicht 
berührt. 

Ziehe nun aus der an B nächsten 
Spitze L des Polygons den Halbmesser 
LC, verlängere denselben, bis er den Kreis 
nochmals in O schneidet, errichte auf 
der Kreisebene BEDF in dem Mittel- 
punkt C oine Normale CP bis in den 
Umfang der gröfseren Kugel; durch die 
gerade Linie CP nnd jeden der beiden 
Durchmesser BD, LO lege zwei Ebenen, 
welche also auf der Kugeloberfläche 
gröfste Kreise bilden, deren Hälften DPB 
und OPL sichtbar sind. 


Fig 898. 



Die Linien DB, LO, EF als 
Durchmesser, und eben so die Qua- 
dranten BP, LP, BE derselben Ku- 
gel sind einander gleich und es las- 
sen sich also auch in BP und LP 
dieselben Polygonseiten eintragen. 
Zieho hierauf die geftden Verbin- 
dungslinien L'l, M'm, K'h, so sind 
jedes der Vierecke, so wie das oberste 
Dreieck 1 Y'nP ebene Figuren. 

Dadurch nun, dafs man von den 
Punkten N’, n, m, L', I nach dem 
Mittel C gerade Linien zieht, ent- 
steht zwischen den beiden Quadran- 
ten BP und LP ein aus Pyramiden 
zusammengesetztes Polyeder von der 
gemeinschaftlichen Spitze C und de- 
ren Grundflächen die schon gedachten 
Vierecke und ein Dreieck ausmachen. 
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Construirt man nun ebenso Polygon- 
seiten auf den drei übrigen Quadranten 
BF, FD, DF., desgleichen in der zweiten 
Halbkugel, so erhält man das verlangte 
aus lauter Pyramiden zusammengesetzte 
Polyeder, welches mit seiner Oberfläche 
die kleinere Kugel nicht berührt. 

Euklid macht den Beweis etwas weit- 
läufig: In dem ersten Theil beweist er, 
dafs die vier- und dreiseitigen 
Umfangs -Figuren Ebenen sind: 

Er fällt deshalb für das Viereck RLIL’ 
die Normalen la, L'b auf die Grundcbcuo 
BFDE, welche + sind und auch die 
Durchschnittslinien III), 1.0 treffen und 
zieht ab. Da Bogen BL* — LI, so ist 
/_CBL= /_CLl, bei a uud b sind rcchto 
Winkel, auch ist L'B = IL, folglich ist 
L'b = la und Bb = La\ 
also auch Cb = Ca 
folglich Bb : bB — La : aC 
folglich ab h LB 
Nun war L'B 4= und = la 
folglich ab = und 4= IL* 
folglich ist auch IL’ + LB 

Eben so wird bowiesen dafs mf -Mi’, 
aff’ 4= m.M'. 

Da IL' + BL, so ist das Viereck IL'BL 
in einer Ebene und so ist auch jede der 
anderen Vierecke in einer Ebene. 

Um zu beweisen, dafs die Ebone 
LlL'B die innere Kugel fläche nicht 
berührt, hat man nur zu zeigen, dafs 
die kleinste Entfernung, der Abstand der- 
selben von C kleiner ist als der Halb- 
messer CG der inneren Kugel. Dieser 
Abstand ist aber offenbar die Normale 
Cc von C auf LlL’B. 

Nun ist □«C-DcC + Dcfl 
ebenso □AC = OcC + Qct 
Da nun BC = LC 
so ist □ CB = OCL und CB = cL 

Es gilt dies von den beiden anderen 
Punkten des Vierecks ebenfalls und folg- 
lich hat man. cB = cL' = cl-cL 

Es lälst sich also aus c um das Vier- 
eck ein Kreis beschreiben. 

Nun ist BL > ba, ba=lL' also BL >IL'. 
Da nun BL - LI = BL’, so ist der zur 
Sehne IL' gehörige Bogon der kleinste, 
jCLcB ist stumpf und □ £ß>20ßr. 

Fälle (Fig. 899) die Normale Ld. Da 
nun BD < IDd, 

und BD : Dd = BD X Bd : Dd X Bd 
so ist BDx Bd <2Ddy.Bd 
Zieht man nun die LD, so ist 


Fig. 899. 



BD X ßrf = Qlß 
ebenso ist Dd x BD = □ dL 
Also □Lß<9D«/t 

und da nach Obigem 

□ CB >2QBe 
so ist □ dL > □ Bc 

Da nun □ßC = Qßc + DeC 
und QLC = OLd + QCd 

aber BC = LC 

also □BC = DtC 

so ist Qßc + QcC = QLd + OCd 
Nun war QLd >QBc 
folglich ist QCoQCd 
Also Cc > Cd 

folglich noch viel mehr Cc> CG 
woraus hervor goht, dafs die Oberfläche 
des P. die Obcraäche der inneren Kugel 
nicht berührt. 

2. Aufgabe. Ei n Tetraeder , wel- 
ches sich von einor gegebenen 
Kugel umfassen läfst, zu constru- 
iren. 

Es sei AB der Durchmesser der gege- 
benen Kugel , thcile denselben in drei 
gleiche Theile, in einem der Theilpunkte 
C errichte eine Normalo auf AB bis in 
den Umfang des Kreises. 


Fig. 900. 



Beschreibe nun um einen beliebigen 
Punkt H mit CD als Halbmesser einen 
Kreis, construire darin das gleichseitige 
Dreieck EFQ, ziehe EH, FH, GH, er- 
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Fig. 901. 



richte auf der Kreisebcnc in // die Xor- 
male // K = AC, ziehe KE, KF, KG, so 
ist der Körper Ton der Grundfläche KFG 
und der Spitze K das verlangte Tetra- 
eder. 

Beweis. 1. dafs der Körper ein 
Tetraeder ist. 

KH bildet mit HE, HF, HG rechte 
Winkel. Da nun HE = HF = IIG, so ist 
auch KE = KF = KG. 

Nun ist AB :BC = [JAD:ODC 

Da nun IIK=AC-, HE=HF= HG= DC 
so ist KE - KF= KO= AD 

Aber AC = 2BC, also AH-3BC 
also OAD = 3QDC 
und da DC = F.H 

nAD=UEF=SOEH 
folglich AD = EF= EG = FG 
und zugleich AD = KE= KG = KF 
folglich sind sänuntliche den Körper cin- 
schliefsende Dreiecke gleichseitig und con- 
gruent. 

2. Dafs der Körper von der ge- 
gebenen Kugel umfafst wird. 

Verlängere die KH um die Länge HL 
= BC, so ist AB = KL. 

Da nun AC : CD = CD : CB 

Aber AC = KH, CD = HE, CB = HL 
so ist auch KH : HE = HE ■ HL 
folglich EH normal KL, Z F.HK =Z EIIL 
= R und ein über KL beschriebener Halb- 
kreis geht durch den Punkt F.. 

Dreht man nun diesen Halbkreis mit 
seinem Durchmesser KL um seinen Mit- 
telpunkt, so trifft er eben so durch die 
Spitzen 0 und F. Es liegen also die 4 
Eckpunkte des Tetraeders in der Kugel- 
oberfläcbo, deren Durchmesser AB ist. 

3. Aufgabe. Ein Octaeder, wel- 
ches sich von einer gegebenen Ku- 
gel umfassen läfst, zu construiren. 

Ist, Fig. 900, AB der gegebene Durch- 


messer der Kugel, so errichte in dessen 
Mittelpunkt M den winkelrechten Halb- 
messer MN, ziehe NA. 

Construire nun, Fig. 902, ein Quadrat 
F.FGII, von der Seite = AN, ziehe FH, 
EG, die sich in K schneiden. Errichte 
auf b.FGH in K die Winkelrechte KL mit 
Verlängerung rückwärts nach II, mache 
KL - KM = einer der Linien KE, KF, 
KG, KH. Ziehe von L und M gerade 
Linien nach E, F, G, II, so ist der ent- 
standene Körper das verlangte Octaedef. 


Fig. 902. 



Beweis. 1. Dafs der Körper ein 
Octaeder ist. 1 

KE = KH, Z F.KH = R 
folglich OHE = 2 OKE 
Nun ist auch LA"= EK und ZLKE=R 
also □t'L = 20£A" 

folglich OHF. = OLE und HE = LE 
Aus gleichen Gründen LH = Eli, 
folglich ALE// gleichseitig. 

Auf ähnliche Art wird bewiesen, dafs 
die Dreiecke LEF, L FG, LG II auch gleich- 
seitig und dem ALE// = sind, so wie 
auch die vier Dreiecke unterhalb der 
Ebene EFGH mit der gemeinschaftlichen 
Spitze M , folglich ist der von den Drei- 
ecken begrenzte Körper ein Octaeder. 

2. Dafs sich das Octaeder von der 
gegebenen Kugel umfassen läfst. 

Es ist LK = KM = KF.\ mithin liegt 
der Punkt E in einem über LM als Durch- 
messer beschriebenen Halbkreis. Drehet 
man diesen Halbkreis um seineu festen 
Durchmesser LM herum, so geht er aus 
demselben Grunde auch durch die Punkte 
E, G, H, folglich liegen die Ecken L, M, 
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E F. G, H in dem Umfang einer Ku- 
gel, deren Durchmesser AB, Fig. 902 ist. 

4. Aufgabe. Einen Würfel (He- 
xaeder), welcher sich ron einer 
gegebenen Kugel umfassen lalst, 
zu construiren. 

Ist, Fig. 902, AB der Durchmesser der 
Kugel, theile wieder denselben, dal» >1 fl 
= 3BC , so ist der Würfel von der Seite 
BO der verlangte. 

Denn in dem Würfel ist jeder Um- 
fangswinkel ein Rechter alle Seiten s 
sind einander gleich, mithin ist das □ der 
Diagonale d einer Grenzfläche = 2 x dem 
□ einer Seite », d. i. Qd-2_ *. Die 
Diagonale d bildet aber mit einer der ihr 
anliegenden Seiten • ebenfalls einen rech- 


ten Winkel und folglich mit dieser, mit 

jeder der beiden Diagonalen »des Wur 

fels wiederum ein rechtwinklige A 
es ist □/> = □<* + °* = 3 C*- 

Nun ist QAB:OBD = AB:BC-*.\ 
und da auch □D:D« = 3: ' 
seist □0:0 = D^«0» 

und da «ö = » also auch □»»- U» 
so ist □D=DAE 
also 0 = AB. 

5. Aufgabe. Ein Ikosaeder, wel- 
ches sich von eine' g e K« bene " 
Kugel umfassen Ufst, an con 

* ‘ Es 'sei "i. der Durchmesser AB in 
gebenen Kugel so getheilt, dafs AB-tBC. 


Fig. 903. 
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Errichte auf AB in C das I.oth CD bis 
in den Umfang des Halbkreises und ziehe 
BD. 

Beschreibe II. um einen Punkt IV mit 
dem Halbmesser BD einen Kreis, be- 
schreibe in diesen das gleichseitige Fünf- 
eck EFGHK, halbire die 5 Bogen in L, 
V, N . O, P, und zeichne das Fünfeck 
LMNOP. 

In den Punkten E, F, G, H, K errichte 
auf der Kreisebene die Normalen EQ, FR, 
GS, IIJ, KT, mache jede derselben = BD 
und verbinde deren Endpunkte zu einem 
gleichseitigen Fünfeck QRSJV-, ziehe fer- 
ner die Linien QL, RL; RM, SM-, SN, 
TA -, JO, VO; I P, QP. 

Ziehe III. auf der Kreisebene im Mit- 
telpunkt IV die Normale WZ + IV Y, 
mache WA = der Seite der sechsseitigen, 
AZ und IVF = der Seite der zehnseiti- 
en Figur, verbinde durch gerade Linien 
en Punkt Z mit den Winkelpnnkten 
der Figur QRSTV und den Punkt F mit 
den Winkelpunkten der Figur LMNOP, 
so ist das verlangte Ikosaeder constrnirt. 

B e * c is de r Co n st ruetion. I.Dafs 
der Körper ein Ikosaeder ist. 

In II. sind EQ, FR... auf der Kreis- 
ebene normal, = und %, folglich sind 
auch QR und EF - mul +, folglich ist 
QR die Seite eines in den Kreis EFGHK 
beschriebenen gleichseitigen Fünfecks. 
Dasselbe gilt von den übrigen Seiten und 
folglich ist QRSTV ein gleichseitiges 
Fünfeck. 

Es ist EQ — BD = des Kreises EFGHK 
Halbmesser, folglich = der Seite des gleich- 
seitigen Sechsecks, F.L die Seite des 
gleichseitigen Zehnerk», LEQ = R, also 
LQ die Seite des gleichseitigen Fünfecks, 
aus gleichem Grunde auch LR, aber auch 
QR, folglich AVAL gleichseitig und aus 
denselben Gründen die Dreiecke RSM, 
STA, TVO, VQP gleichseitig. 

ln III. sieht mau die Polygone RS'/’VQ 
und LMNOP, von den gedachten Drei- 
ecken aber die, deren Grundlinien ST, 
TV, VQ und deren Spitzen N, O, P sind ; 
desgleichen die, deren Grundlinien NO, 
OP und deren Spitzen T, V sind, näm- 
lich die Dreiecke STN, TVO, VQP, NOT, 
OPV. 

Nun sind AW, QE beide normal auf 
der Kreisebene, also ^ und auch gleich; 
folglich ist XQ mit IVE — dem Halb- 
messer = der Seite des Sechsecks. AZ 
ist die Seite des Zehnecks und Z.QXZ 
- R, daher wieder Q Z die Seite des Fünf- 
ecks, aus gleichen Gründen 17, und nach 
Obigem auch QV ; folglich &VQ7. gleich- 


seitig. Dasselbe gilt von den Dreiecken, 
deren Grundlinien PO, ON, NM, ML, 
L P sind und deren Spitze I ist. Dem- 
nach ist der construirte Körper ein Iko- 
saeder. 

2. Dafs sich das Ikosaeder von 
der Kugel umfassen läfst. 

In III. ist WA die Seite des Sechs- 
ecks, XZ die des Zehnecks, folglich ist 
WZ - »V.V= WA: AZ 
also WZ.WP=WPiWY 

Nun ist ^PWZ= Z.PWY - R, also 
wenn man PI. zieht, A PW 7, oj A PW V, 
folglich £YPZ = R, folglich geht der 
über FZ beschriebene Halbkreis durch P. 

Ans obiger Proportion 

WZ : W F = WX -. A'Z 
wo WZ = XV und WA = XQ folgt 
-YF : XQ = XQ A Z 

folglich ist, wenn man VF zieht, auch 
/C.YQZ - R, folglich geht der über FZ 
beschriebene Halbkreis auch durch Q. 

Wird dieser Halbkreis um seinen festen 
Durchmesser FZ herumgedreht, so geht 
er aus gleichen Gründen auch durch die 
übrigen Eckpunkte des Ikosaeders; sie 
befinden sich also in der Oberfläche einer 
Kugel von dem Durchmesser YZ=AB. 

Denn da WZ nach stetiger Proportion 
in A geschnitten ist, so ist, wenn man 
WA' in a halbirt: □Za = 50«A'. Nun 
ist FZ = 2 Zu und WA = 2aA, folglich 
□ FZ = 5aWA' = öa«ß Da nun AR 
= !>BC und AR -. BC=aAB:OBD, also 
ClAB=bCBD Folglich □ FZ = CM fl 
und Y7.-AB. 

6. Aufgabe. Ein Dodekaeder, 
welches sich von ei ner gegebene n 
Kugel umfassen läfst, zuconstru- 
i ren. 

Construire das Quadrat für den Wür- 
fel No. 4, setze zwei derselben ARCD, 
CBEF rechtwinklig an einander, halbire 
ihre Seiten und verbinde die Theilpunkte 
durch die geraden Linien GK, HL, MH, 
NO. Schneide die NP, PO, HQ in den 
Punkten fl, S, T nach stetiger Propor- 
tion, so dafs PR, PS, QT die grüfseren 
Abschnitte sind, errichte in R. S, T auf 
den Würfelflärhen die Normalen fl V, 
SW, TX mache diese den grüfseren Ab- 
schnitten PR, PS, QT gleich nnd ziehe 
die Linien V«, B X, XC, CW, WV, welche 
in einer Ebene liegen, gleiche Winkel 
einschliefsen und ein über der Seite BC 
des Würfels beschriebenes gleichseitiges 
Fünfeck bilden. Wird nun auf jeder der 
zwölf Würfelseiten ein solches Fünfeck 
beschrieben , so hilden diese das verlangte 
1 lodekaeder. 
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Beweis. 1. Dafs FßACiF eine 
gleichseitige Figur ist. 

Ziehe ßß, BS, BW. Der Theilung zu- 
folge ist 

□ PJV + □ 1VÄ = 3Q PR 
aber PN = BN 

und • PB = B V 

folglich QBN + OAÄ = 3QRF 
Nun ist GßA + CA'Ä=QßÄ 
folglich ist □ BR = 3QÄF 

folglich 4GÄF=QßÄ +QÄF=QßF 
folglich 2 ft V - BV 

Nun ist ÄS = 2R/>=2ÄF 

also ÄS = VW = 2ÄF 

folglich ist BV = VW 

Auf dieselbe Weise wird die Gleichheit 
der übrigen Seiten des Fünfecks BVWCX 
bewiesen. 

2. Dafs die Figur in einer Ebene 
ist. 

Ziehe durch P die PY +- den Linien 
ÄF, StF, verbinde Y, ff und ff, X, so 
ist Y HX eine gerade Linie. 

Denn da HQ in T nach stetigor_ Pro- 
portion geschnitten, und QT der greisere 
Abschnitt ist, so ist 

HQ.QT= QT-.TH 

Aber HQ=IIP und QT=TX = PY; 
folglich diese 'Werthe eingesetzt: 
folglich IIP: PY=TX .TH 
Nun ist fff** TX und LH mit TH * PY. 
Erstere, weil sie auf der Ebene BO, 
letztere, weil sie auf der Ebene BF win- 
kelrecht sind, folglich sind HY, HX in 

S erader Linie, folglich ist die Figur 
[FlFCJf, in welcher die ganze -V 1 ist, 
in einer Ebene. 
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3. Dafs die Figur gleichwinklig 
ist. 

Da NP nach stetiger Proportion in Ä 
geschnitten und PR der gröbere Ab- 
schnitt, so ist 

PN + PR : PN = PN : PR 
Nun ist PR = PS 
also NP + PR = NS 

also NS:NP=NP:PS 

folglich ist 1VS nach stetiger Proportion 
in P geschnitten und NP der gröbere 
Abschnitt, folglich 

Q)VS + aSf , = 3a/ , i'V 
aber PN = BN und SP = S VF 
folglich QA'S + G« »F = 3Q NB 
folglich auch 

GA'ß -t-O A'S + QSIF = 4QAß 
Nun ist QA’Ä + Q NS = □ BS 
folglich ist 

4QAß = QßS + OSIF = G®1F 
folglich BW = 2NB = BC 
Nun war nach Beweis 1. 
auch BV - BX und VW = CX 
Folglich ist Z BVW = Z BXC 
Auf eben die Art wird die Gleichheit 
der Winkel VWC, BXC bewiesen, folg- 
lich ist 'BVWCX gleichwinklig. 

4. Dafs sich dieses Dodekaeder 
von der gegebenen Kugel umfas- 
sen läfst. 

Verlängere YP bis in das Innere des 
Würfels nach Z, so trifft YZ die Diago- 
nale des Würfels, so dafs beide in Z ein- 
ander halbiren. Folglich ist Z der Mit- 
telpunkt der Kugel, die den Würfel um- 
fafst und PZ gleich der halben Seite PN 
des Würfels. Ziehe FZ. 

Da NS nach stetiger Proportion ge- 
schnitten und NP der gröfsere Abschnitt 
ist , so ist 

QNS + OSP=3üNP 
Nun ist NP=PZ und PS = PY 
also NS = YZ 

Auch ist SP= RP 
also SP=VY 

folglich GFZ + Gl , F = aFZ = 3GA r P 
Nun ist das Quadrat des Durchmessers 
der Kugel gleich dem dreifachen Quadrat 
der Seite des Würfels, also auch das 
Quadrat des Halbmessers dem dreifachen 
Quadrat der halben Seite NP; folglich 
ist FZ der Kugelhalbmesser, Z der Mit- 
telpunkt und der Punkt V in der Kugel- 
fläche. Auf ähnliche Art wird bewiesen, 
dafs anfser F auch jeder andere Eckpunkt 
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des Dodekaeders in der Kugelfläche liegt; 
folglich wird das Dodekaeder von der Ku- 
gel umfafst. 

26. Die Seiten der fünf regelmä- 
fsigen Körper zu finden. 

Es sei AB der Dnrchmessor der um 
die Körper beschriebenen Kugel, in C 
und D so geschnitten, dafs AC - BC und 
AD-2BD. Errichte in C und D Win- 
kelrechte CE, DE bis an den Halbkreis, 
ziehe AF, BF, schneide BF in Af nach 
stetiger Proportion , so dafs BN der grö- 
bere Abschnitt ist. Errichte in A die 
Winkelrechte AG = Aß auf AB ziehe CG, 
welche den Halbkreis in H schneidet, 
fälle die Winkelrechte HK auf AB, mache 
CL — CK, so dafs also LA' =2 CA' ist, 
errichte endlich auf AB in L die Win- 
kelrechte LM, So ist 

AF die 8eite des Tetraeders 
BF die 8eite des Hexaeder 
BE die Seite des Octaeders 
BN die Seite des Dodekaeders 
BM die Seite des Ikosaeders. 

Die Beweise der Constructionen gehen 
aus den Untersuchungen No. 25 hervor. 


Fig. 905. 



1. F ürs Tetraeder. 

Die Theilung des Durchmessers AB in 
dem Punkt D stimmt genau mit der 
Theilung des Durchmessers AB in dem 
Punkt C der Fig. 900 für das Tetraeder. 
Dort ist 

AC = 2ßC, also Aß=3ßC und folglich 
AB = \AC. 

Da nun Aß:AC=GAß: GAß 
so ist auch □Aß = }QAß 
wo AB der Durchmesser der gegebenen 
Kugel und AD die Tetraederseite ist. 
Nun ist AF, Fig. 906 = AD, Fig. 900 
AB, Fig. 905 = AB, Fig. 900 
Folglich ist AF die Seite des in die 


Kugel vom Durchmesser AB beschriebe- 
nen Tetraeders. 

2. Für das Hexaeder. 

Auch hier ist durch D dieselbe Thei- 
lung, Fig. 900 durch den Punkt C. Es 
ist dort BD als die Seite des in der Ku- 
gel vom Durchmesser AB beschriebenen 
Würfels erwiesen , folglich ist auch Fig. 
904, BF die Seite des von der Kugel des 
Durchmessers AB umfafsten Würfels. 

3. Für das Octaeder. 

Die Richtigkeit der Uonstruction geht 
aus No. 25, 3 hervor. 

4. Für das Dodekaeder. 

Nach No. 25, 6 ersieht man mit Fig 
904, dafs die Seite des in die Kugel ein' 
beschriebenen Würfels so getheilt werden 
mufs, um die Seite des Dodekaeders zu 
geben wie Fig. 905 dieselbe Seite BF des 
Quadrats, und dafs also die Construction 
richtig ist. 

5. Für das Ikosaeder. 

Fig. 905. ist AG= Aße=2AC 

also auch HK=2CK 


also □« K - 4DCA" 

also OHC = aHK + OCK=bQCK 

Da nun WC=ßC, also DWC = OßC 
so ist QCß = 5 QCA 

Nun ist AB = 2 BC 
u ml LK = 2 CA' 

folglich LI -Iß = 4 □ BC = 20D CK 

also □.4ß=5QtA' 

Nach No. 25, 5 ist also I.K die Seite 
des Sechsecks in demjenigen Kreise, von 
dem aus die Verzeichnung der Seite des 
verlangten Ikosaeders geschieht. 

Nun ist AK = LB 


also AB= LK+2LB 

folglich ist LK die Seite der sechsseiti- 
gen und LB die der zehnseitigeu Figur 
in jenem Kreise der die Verzeichnung 
der verlangten Seite bestimmt und die 
angeführte Construction ist richtig. 


Poljedr&lx&hlen sind in dem Art. „Fi- 
gurirte Zahlen“ ausführlich abgehan- 
delt. 


Polyedrometrie ist die Lehre von den 

Polyedern. 

Polyedron, s. v. w. .Polyeder*. 

Polygon, Vieleck ist eine ebene ge- 
radlinige Figur, welche von mehr als vier 
geraden Linien eingeschlossen wird. 

Figuren, die von drei, von vier geraden 
Linien eingeschlossen werden , heifsen 
Dreiecke, Vierecke. Die das P. eiu- 
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achliefsenden geraden Linien heifeen Sei- 
te li , die von je zwei zusammentreffenden 
Seiten eingeschlossenen Winkel heifsen 
Polygon winkel oder schlechtweg W i n- 
kel, Seiten und Winkel führen den ge- 
meinschaftlichen Namen Stücke, Po- 
lygonstücke. Die Punkte, in welchen 
die Seiten Zusammentreffen sind die 
Spitzen. Gerade Verbindungslinien 
zweier Spitzen, ohne dafs sie Seiten sind, 
die also innerhalb des P. fallen, heifsen 
Diagonalen. 

Das P. wird nach der Anzahl seiner 
Seiten speciell bekannt und hcifst Fünf- 
eck, Sechseck u. s. w. Für Ermittelung 
von Gesetzen, die allen Vielecken, ab- 
esehen von der Anzahl deren Seiten zu- 
ommen, bezeichnet man die Anzahl der 
Seiten mit n und das Vieleck mit dem 
Ausdruck neck. 

2. Jedes neck hat n Seiten, n Winkel, 
n Spitzen. 

3. Jeder Polygonwinkel macht mit 
seinem äufseren Winkel zusammen 
4 Rechte, mit seinem Nebenwinkel 
zusammen 2 Rechte aus. 

Ist der P.-winkel hohl, so ist der Neben- 
winkel ein äufserer, ist er erhaben , ein 
innerer; auch mit diesem ist der P.- 
winkel zusammen = 2Ä, wenn der Neben- 
winkel negativ genommen wird. 

Die Summe der inneren und der äufse- 
ren P.winkel ist = 4 nR, die der inneren 
= (2 n — 4)fl, also die der äufseren = 
(2» + 4 ) R. Die Summo der äufseren ist 
also in jedem neck um 8Ä > als die 
Summe der inneren P.winkel. 

4 Ein nek kann höchstens (n — 3) er- 
habene Winkel haben, denn bei (n — 2) 
erhabenen Winkeln wäre deren Summe 
> (2n - 4) R. 

Ein neck, wenn es nur hohlo Winkel 
hat, kann nicht mehr als 3 spitze Win- 
kel haben , denn bei 4 spitzen Winkeln 
würde die Summe der äufseren Neben- 
winkel > sein als 4H. 

5. In jedem neck beträgt die algebra- 
ische Summe sämmtlicher Nebenwinkel 
= 4 fl, denn die Summe der P.winkel ist 
= (2n — 4) II, die Summe derselben + der 
Summe sämmtlicher Nebenwinkel = 2nR. 

6. Ein neck mit nur hohlen Winkeln 
(n = 4 ausgenommen) kann nicht mehr 
als 3 Rechte haben, denn deren Neben- 
winkel würden zusammen mehr als 4 Ä 
betragen. 

7. Die Anzahl der von einer Spitze ab 
zu ziehenden Diagonalen beträgt n — 3; 
es sind also überhaupt in einem n eck 
n (n — 3) Diagonalen zu ziehen möglich, 


von welchen aber jede doppelt, vorwärts 
und rückwärts gezogen wird, die Anzahl 
der möglichen Diagonalen in einem neck 
ist also = ) n (n - 3). 

Durch die von einer Spitze aus gezo- 
genen n — 3 Diagonalen wird das neck 
in n-2 Dreiecke getheilt, deren Winkel 
zusammen = der Summe der P.winkel 
sind. Da nun die 3 Winkel eines Drei- 
ecks zusammen 2 Rechte betragen , so ist 
die Summe der Umfangsw inkel eines necks 
= 2 (n - 2) H = (2n - 4) Rechten. 

8. Macht man aus einem neck durch 
Hinzufügung einer Seite ein (n -f l)eck, 
so vermehrt sich die Summe der Um- 
fangswinkel um 2/i. 

Fällt das hinzukommende Dreieck aufser- 
halb der Figur, so ist die Richtigkeit augen- 
scheinlich. Es sei der Schlufe des necks 
ab cd-, durch Hinzufügung der beiden 
Seiten Ar, cx mit Hinweglassuug der 
Seite bc entstohe das (n+ l)eck abxcd. 


Fig. 906. 



t Bei der Wiukelbezeichnung 
bestanden die Winkel des necks aus: 
rr + ß + Y + d 

bestehen die Winkel des (n l)ecks aus: 

« + 4ft — f + <T 

Und es soll sein 

« + ß + Y + i + 2Ä = « + 4K - t + <f 
« und d beiderseits subtrahirt und ß+Y 
— 2R — t gesetzt ergibt die Richtigkeit 
des Satzes. 

9. Bezeichnet man die aufeinander fol- 
genden Winkel eines P. mit n, ß, y, J 
...., denkt sich dann die Seiteu alle 
entweder rechts oder links (aus einem 
Standpunkt innerhalb der Figur betrach- 
tet) verlängert und bezeichnet die Win- 
kel zwischen jeder Verlängerung und der 

folgenden Seite mit », b, c, A so 

ist, wenn man diejenigen dieser Winkel, 
welche aufserhalb der Figur fallen, po- 
sitiv, die welche innerhall) fallen, nega- 
tiv nimmt, die algebraische Summe S 
der Winkel «r, 4, e, d ... jederzeit = 4/i. 

Denn es ist « + o = ß + b - y + e.... 
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= 2Äj deren Summe also n ■ 2 Ä, die 
Summe a + ß + y + ... ist - (2n — 4) H, 
die Differenz beider Summen also = 4U 

10. Aehnliche Polygone. P. sind 
wenn sie durch gleichTiegende Seiten 
und Diagonalen in glcichliegende ähn- 
liche Dreiecke zerlegt werden. 

Gleichliegende Winkel in ähnlichen P. 
sind gleich. 

Gleichliegende Seiten und Diagonalen 
und die Umfänge ähnlicher P. stehen 
mit einander in fortlaufender Proportion. 

Gleichliegende Dreiecke und andere Fi- 
guren in ähnlichen P. sind ähnlich. 

Die Inhalte ähnlicher P. verhalten sich 
wie die Quadrate homologer Seiten , Dia- 

§ onalen und der Umfänge. Denn es ist 
ies bei ähnlichen Dreiecken der Fall, 
diese aber verhalten sich wie dio ähnli- 
chen P. 

11. Bezeichnen o, 4, e die 3 Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks und ist a 
die Hypotenuse; denkt man sich nun 3 
geradlinige ähnliche P. , zu welchen a, 
6, c als homologe Seiten oder Diagona- 
len gehören und bezeichnet deren In- 
halte mit A, B, C, so ist jedesmal A = 
B + C. 

Denn es ist n’ = 4 s +e J 
ferner B : C = 4 a : c* 
also « + C:C=A s + c»:c»=<i , :r» 
Weiter ist eben so 

A-.C-o’-.c* 
auch ß + C:C = o>:c* 
also Ä C; C = d : C 
woraus A = B + C 

12. Bezeichnen A, B, C die Inhalte 
ähnlicher P., a, b, c homologe 8eiten der- 
selben, und ist A = B + C, so ist das mit 
a, 4 , r als Seiten zu bildende Dreieck 
rechtwinklig und der rechte Winkel liegt 
der Seite a gegenüber. 

Denn aus B : C = 4> : c> 

folgt Ä + C:C=6» + c , :c» 

Da nun B + C= A 
so ist A : C= 4* -f e* : c a • 

und da A<s>C 

so ist A : C = a 1 : «* 

Mithin 6’ + c* : c* = «* : c* 
woher 4* + c* = o’ 

13. Bei einem P. von einer geraden 
Anzahl Seiten, welches in einem Kreis 
liegt, ist die Summe des lten, 3ten, 5ten... 
Umfangswinkels so grofs wie die Summe 
des 2ten, 4ten, 6ten... 

Denn es steht ^bah als Peripherie- 


Fig. 907. . 



winkel mit dem Uentriwinkel ß + y + J 
+ » + 1 + !> auf demselben Bogen. Dem- 
nach ist 

Z.bak = a— + + d + 

® = ^(d+*+9+d+ä + n) 

* = l(9 + ®+ ^ + “+0 + >') 

J = i(l + n+ /J+)'-fd + i)) 

woraus 

« + c-|-e-|-y=J(rt-|-^-l-y-|-iJ-l-*-f-?j-l-0-M) 

= H« = 6ft 

Ks ist aber 

a + b + cß-d+eß-f+g + h — 12 R 
folglich a + c + e-l-j = 4-t-<f + ^-t-A. 

14. Bei jedem Vieleck von einer ge- 
raden Anzahl von Seiten, welches um 
einen Kreis liegt, ist die Summe der 
lten, 3ten, Steu ... Seite so grofs wie die 
Summe der 2ten, 4ten, Cten . . . 

Denn zieht man die Halbmesser nach 
den Berührungspunkten, wie Cc und Cd, 
denkt sich die Linie CA, so ist ACcA 
ACdA, folglich cA = rfA. 

Man hat demnach 

Ac = Ad 
/« = Id 
me = mf 
ng = nf 
og = oh 
pa = ph 

9 9 = 9* 
re = rb 

die Reihen addirt geben 

Ar + fm+ »o + p 9 = Af-f mn + op + gr 

15. Die Anzahl der Bestimmungs- 
stücke eines P. zu finden. 

Von den (w — 2) Dreicken, in welche 
ein P. getheilt werden kann, bedarf jedes 
dreier Bestimmungsstücke. Es wurden 
also für ein P. 3 (n - 2) Bestimmungs- 
stücke erforderlich sein , wenn nicht, von 
einem der beiden Anfangsdreiecken ab, 

19 * 
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jedes folgende Dreieck in dem vorher an- 
schliefsenden in der gemeinschaftlichen 
Seite schon ein Bestimmungsstück mit 
erhielte. Also nur ein Dreieck bedarf 
dreier, von den übrigen jedes Dreieck 
nur zweier Bestimmungsstücke; das P. 
folglich 3 + 2 (» — 3) = 2» — 3 Bestim- 
mungsstückc. 

Zu den Bostimmungsstücken eines 
Dreiecks gehört mindestens cino Seite; 
es würde also zur Bestimmung eines P. 
ebenfalls nur eine Seite erforder- 
lich sein, wenn die übrigen Bestim- 
mungsstücke aus den Winkeln beständen, 
welche die aus einer einzigen Spitze ge- 
zogenen Diagonalen mit einander bilden. 
Da dies aber wohl nur aus Kuriosität 
einmal Vorkommen könnte, so sind min- 
destens so viele Seiten , als Dreiecke vor- 
handen siud, also mindestens n — 2 Sei- 
ten, erforderlich. 

Dem Art. „Congruenz der Drei- 
ecke,“ pag. 43, zufolge sind Dreiecke 
nicht congrnent, wenn zwei Seiten und 
der der kleineren von beiden gegen- 
überliegende Winkel einander gleich sind, 
es entstehen zwei verschiedene Dreiecke, 
dio beide der Bedingung gonügen. Es 
ist demnach auch hei den Polygonen 
zweifelhaft, ob die gegebenen 2n — 3 Be- 
stimmungsstücke auch genügende Bc- 
stimmungsstücke sind. 

Regelmäfsige Polygone. 

16. Ein regelmäfsiges P. ist ein P. von 
lauter gleichen Seiten und gloiehcn Win- 
keln; deren Anzahl ist unbegrenzt. 

Die Summe sämmtlicher P.winkel ist 
Cf* -4) K, 

2 n — 4 _ 

jeder P.winkel also = R . 

4 

Jeder Nebenwinkel ist = — ß, 

n 

jeder Aufsenwinkel = 2 * R 

der Unterschied zwischen dem P.winkel 

fi — 4 

und seinem Nebenwinkel ist = 2 R, 

n 

der Unterschied zwischen dem P.winkel 

g 

und seinem äufseren Winkel = — R. 

n 

Die Winkel eines rcgelmäfsigen P. sind 
nur hohl und stumpf, dio Nebenwinkel 
nur spitz, die Aufsenwinkel nur erhaben. 

Jedes regelmäfsige P. liegt in und um 
einen Kreis, beide Kreise haben densel- 
ben Mittelpunkt und dieser ist zugleich 
der Mittelpunkt des P. Dieser Mit- 
telpunkt liegt iu einem Durchschnitts- 
punkt der Halbirungslinien zweier ein- 


ander nicht gegenüber liegenden Seiten 
oder Winkel. Die Normalen auf den Sei- 
ten in deren Mitten errichtet und die 
Halbirungslinien aller Winkel schneiden 
sich alle in einem Punkt, dem Mittel- 
punkt. 

17. Zwischen zwei concontrischen Krei- 
sen, so nahe sie auch an einander liegen 
mögen, ist im gröfseren immer noch ein 
regelmäfsiges P. denkbar, dessen Seiten 
die Peripherie des Kleineren weder schnei- 
den noch berühren. 

Denn denkt man sich an einem belie- 
bigen Punkt des kleineren Kreises eine 
Tangente und diese von beiden Seiten 
bis zum Umfang des gröfseren Kreises 
gezogen, so wird diese Sohno des grö- 
fseren Kreises , und es lassen sich 4= mit 
defselben noch viele kleinere Sehnen zie- 
hen, die also von dem Umfang des klei- 
neren fern liegen. Unter allen diesen 
kleineren Sehnen läfst sich aber offenbar 
eine ermitteln, von deren Bogen der 
Kreisumfang ein ganzes Vielfaches ist 
und man hat in sämmtlichen Sehnen 
dieser Bogen das verlangte P. 

18. Zwischen zwei concentriscben Krei- 
sen, so nahe sie auch an einander liegen 
mögen, ist um den kleineren immer noch 
ein regelmäfsigos P. denkbar, dessen 
Spitzen innerhalb der Peripherie des grö- 
fseren Kreises liegen ohne dieselbe zu 
berühren. 

Der Beweis wie der zu dem vorigen 
Satz. 

19 Zwischen dem Inhalt A eines re- 
gelmäßigen P. um einen Kreis und dem 
Inhalt a eines ähnlichen P in demselben 
ist der Inhalt 6 des regelmäßigen P. von 
doppelt so viel Seiten in eben diesem 
Kreis die mittlere geometrische Propor- 
tionalfläche also A : t = b : a. 

Ist die Seitenzahl von A, also auch 
von n = n, so ist die von b = 2n, A und 
a bestehen aus n, b aus 2n congruenten 
Dreiecken. 

Stellt Fig. 908 diese Dreiecke dar, so 
dafs 


Fig. 908. 
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A = n • (\pmg 
a = n ■ A Amt 
6 = 2n * hmc 

Da nun ^lpmc = /_gmc, so kann man 
anch schreiben 


A = 2n • .‘.pme 
rt — 2ft • &hmk 

4 = 2 n • Ahme 
Es folgt -hieraus 

1. A : 4 = Apme : &hmc 

— pm : hm — cm: km 

2. 4 : a = Aäinc : &hmk = cm : km 
Aus beiden Proportionen folgt 

A : 4 = b : a 


20. Ist die ganze Zahl n mindestens 3, 
so verhalt sich der Inhalt a jedes regel- 
mäßigen necks in einem Kreis k zur 
halben Summe der Inhalte desselben und 
des regelmäfsigen 2necks in k, wie der 
Inhalt B des regelmäfsigen 2necks um 
k zum Inhalt A des regelmäfsigen necks 
nm A, d. i. 


Es ist wie im vorigen Satz 
kl eine der n Seiten von a 
kc eine der 2n Seiten von 4 


pg eine der n Seiten von A 
qd eine der 2n Seiten von B. 


Man hat demnach 
a = in A Amt = 2n A4r»A 
4 = 2m • A4mc 
A = n • Apmj = 2n /\pmc 
B — 2n A qmd = 4n • A?mc 
nnd hieraus wie im vorigen Satz 
a :b = km :cm 

anch 

a : 4 = km km — cm : pm — oq '• pq 
folglich 

1. a : a + 4 = c q : cp 
ferner B : A = Ifsemq : A emp 
oder 

2. B : 2A = A cmq : A emp = cq :cp 
Also aus 1 und 2 

ü : tt -p 4 = B : 2 A 
oder a : ^(a + 4) = B : A 
2t. Betrachtet man a und A als ge- 
geben oder bekannt, so folgt aus den 
beiden vorigen Sätzen 

1. b = \ a ■ A nnd 2. ß = - — *4— 
s -f • A 

Für » = 4, r der Halbmesser des zu- 
gehörigen Kreises 

o = 2r«; A = 4r* 

Also die Inhalte der regelmäfsigen Acht- 
ecke in und um den Kreis 

4 = V^2 r 1 • 4r* = 2r> \1 


2 • 2r» • 4r> _ 8 , 

2r> + j/jr* • 4r* 1 +V2 


= 8(p2-l)r> 


8etzt man wieder n = 2r*|/2 und A 
= 8(K2-l)r* 

so erhält man die Inhalte der regelmä- 
ßigen Sechzehnecke in und um den Kreis 

4 = 4r* 1^2 — V'2 nnd 

B = 16r’ (— 1 — V'2 + l 4 + 2 p*) 
n. s. w. 

22. Jedes regelmäßige P. ist = einem 
Dreieck, welches den Umfang des P. zur 
Grundlinie und die Normale (k) aus dem 
Mittelpunkt auf einen seiner Seiten (n) 
zur Höhe bat: J = {nah. 

Die Höhe h oder der Halbmesser r des 
inbesebriebenen Kreises ist = 



der Halbmesser R des darum beschriebe- 
nen Kreises ist = 

/2" — 4 

ia,ec -{-*r 4 


23. Bezeichnet man Fig. 908 
mit r den Halbmesser mc des Kreises, 
mit i die Seite kl des regelmäfsigen necks 
im Kreise, 

mit #' die Seite kc des regelmäßigen 
2necks im Kreise, 

mit S die Seite pg des regelmäfsigen 
necks nm den Kreis, 
mit i den Centriwinke! pmg für eine Seite, 
mit g den Umfangswinkel, 
mit J den Inhalt des inneren necks, 
mit J' den Inhalt des änfseren necks, 
so hat man 



2. i = ?i- 14r* - »,* 

r 

3. », = V'2r* -rt'4r* - «* 

24. Aus Formel 2 und 3 findet man 
die Seiten der regelmäßigen P. im Kreise 
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• des Dreiecks = r+3 

«, des Sechsecks = r 

des Zwölfecks = r ( 2 - +3 

des Vierundzwanzigecks = r V 2 — V2 + V'3 

des Achtundrierzigecks =ryt — V 2 + y'2 + V3 

des Sechsundneunzigecks = r VI- Y* + V 2 + V 2 + »3 
u. 8. w. 

s des Vierecks = r V2 

#' des Achtecks = r l 2 — > 2 

des Sechzehnecks = r 1 3 — y'2 + V'3 

des Zweiunddreifsigecks = r J/ 2 - V2 + 1'2 + +2 

des Viernndsecbrigecks =r 1CV 2 + l 2 + J/3 + 1/3 


, 4 - V5 
= r r 3 


— 1 + V6 


n. s. w. 
t des Fünfecks 

t' des Zehnecks 

des Zwanzigecks 

des Vierzigecks 

des Achtzigecks 
u. s. w. 

< des Funfsehnecks 
des Dreiüigeck» = *r “ 3 -^ _ Lti5) 

25. Ferner findet man die Seiten der tun den Kreis liegenden P.: 

S = -J^= 

j/4r* - l, 1 

Zur Bestimmung der folgenden Formeln nimmt man also t, aus den No. 24 
aufgestellten Formeln. 

Es sind also die tim den Kreis liegenden Seiten: 



S des Dreiecks 
des Sechsecks 

des Zwölfecks 

des Vierundzwanzigecks 

des Achtundrierzigecks 


2 • (r 1'3) • r 


= 2r V'3 


Vi r* - (r V'3)» 

= ^^ = JrV3 

= »-ryg^ r = 2r = 2rC2- V3) 

y/4r* — V * (2 - V3) 2 + > 3 

2r l 2 -J'2TT8__ _ 2r 

~ l 4 r * - r> (2 ~ V2~+>3 ) 

= 2r (2 + V'3) (2 \ 2 - 1 3-0 
= 2r l/ 2-VT+1/2^V^ 

' 2 + J/2 + 1 2 + y'2 + V'3 
= >14-3+3 [2 - V‘i + v 2Tv‘3] 


/ 2 — V 2 -V V 

I/2 + V2 + v 
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des Sechsnndneunzigeck.« 

n. s. w. 

S des Vierecks 
des Achtecks 

des Sechzehnecks 
des Zweiunddreifsigecks 

des Vierundsechzigecks 
n. s. w. 

S des Fünfecks 
des Zehnecks 

des Zwanzigecks 
des Vierzigecks 

des Achtzigecks 
n. s. w. 


/J -pa + VT+V* d-V'S 
= 2rl/ 

’ 2 + y 2 + *‘l + +>3 


= 2r 


= 2r l / |+72 = 2r( ' /2 “ 1) 

= 2r = 2r [^2 _ (2 + p2) - | 2 - l] 

r 2 + V2 + 1 2 
_ 2r Ja- Vt + 1*2 + 1 2 
' a + Ka + y* + ya 


= 2r|/ 


!-j/2 + l 2 


+ V 2 + V 2 


2 + 


V%+V\ 


2 + V'2 + [2 


= 2r | 5 - 2J 5 

/ 2 -K 5 -^ 8 

2+^ 


= 2r|/' 






yb 


/2-I/2 + V2 + 1 / 

“*V / U 

2 + |/2 + y2+|/ 


5 ~f~ V5 
2 _ 

5 +>5 
2 


26. Nachdem nun No. 24 und 25 die 
Seiten der in nnd um den Kreis be- 
schriebenen P. gefunden worden , hat man 
nun deren Inhalte zu finden. 

Zu diesem Behuf hat man Fig. 908 das 
auf die Seite kl gefällte Apothema 


mk = |/r»-i*-o*|f5n:>, 

mithin den Inhalt des Dreiecks 

mkl = I« j/4r* - t* 

und den Inhalt des P. = J n» y 4r* — t* 


Also die Inhalte der in dem 
J des Dreiecks 
des Sechsecks 
des Zwölfecks 
des Viernndzwanzigecks 


Kreise beschriebenen P. 
= |r a |3 
= |r» t'3 
= 3r> 

= 6 r J y2 - V3 


des AchtnndTierzigecks = 12r 5 12 — y'2 + V'3 

des Sechsnndueunzigecks = 24 r* | ' 1 - V 2 + y'9 + V3 
u. s. w. 
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J des Vierecks 

= 2r* 


des Achtecks 

= 2r» y'2 


des Sechzehnecks 

= 4r» V'2 - V 2 


des Zweiunddreifsigecks 

= 8r> V 7 2 - V'2 + t'2 


des Viernndsechzigecks 

= 16r*|/2-l'2 + ( i + 

n. s. w. 



J des Fünfecks 

= tr*v/10 + 2V5 


des Zehnecks 
des Zwanzigecks 

des Vierzigecks 

= |r*v/lO-2V5 

= »r 1 v/6- 2 V'5 


- 10 r« 1/9 l/ 5 + Vb 


- 10 r» y 2 - y ■$— 


des Achtzigecks 

= 20 r» l/2 - l/2 + \ 

5 + V'5 
2 

n. s. w. 




nen P. zu finden, hat man znr Höhe Im 
auf der Seite pg = S den Halbmesser r, 
daher der Inhalt des gmp = } rS und den 

J des Dreiecks 
des Sechsecks 

= 3r* V'3 
= 2r* yZ 

des Zwölfecks 

= 12r* 

des Vierundzwanzigecks 

= 24r *}/ 

des Achtundrierzigecks 

= 48r>|/ 

des Sechsundneunzigecks 

= 96r» ly 


2 + V3 


<• i ' " t r » i r ^ 

/2-|/2 + l / 2 + V'2T 


V3 


J des Vierecks 
des Achtecks 


= 4 r 1 


=» r, Vh%zl r * a2 - l) 

I 2 — l/2 + V2 

des Sechzehnecks ± 16 r* 1/ == 

f 2 + V 2 + 12 

des Zweiunddrei/sigecks =32 r’ l/ - 2jfj^ 2j jj 

' 2 + l^ 3-fV'2 + V2 

/2 - 1^2 + V'2 + V'2 + 1'2 

des Vierundsechzigecks = 64r’ 1/ - _ — 

' 9 4-1 9 4- l/e 4 l/9 4- 1/2 


J des Fünfecks 
des Zehnecks 

des Zwwizigecks 


2 + ^ / 2 + V / 2 + v'8 + V2 

= 5r 3 j/6 ~ 2 V ö 

,2 - ^ 


= 20 r* 
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des Achtrigecks 


n. s. w. 


.297 Polygon. 



28. Trigonometrische Bestimmung der 
P. und ihrer Stücke. 

Es ist der Centriwinkel einer Seite 

4 „ 360° 

s = — ft = 


der Umfangswinkel 


2» - 4 , 


n — 2 


180° 


die Seite des »ecks im Kreise 
180° 

n 


« = 2 r rin 
die Seite des necks um den Kreis 

c o , 180 ° 

S = 2r ■ tg - 

der Inhalt des inneren necks 


.... 360° 

J = Jur’ rin : 


. , 180 ° 
In«’ cot - — - 


der Inhalt des äufseren necks 


r = *i 

r = *S 
J = 

J = 
J'~ 

J' = 

3. 
s — 

y = 

t — 

s = 

r — 
r s 
J = 

J = 

J‘ = 

J' = 

4. 


eoiec 45° 
cot 46° 

2r* • rin 90° 

»» . cot* 46° 

4r* • tg 45° 

S* • cot 45° 

Für das Fünfeck ist 
J ft = 72° 

| Ä = 108° 

2r • rin 36° 

2r • lg 36° 


= 0,707 1068 X > 

= 0,500 0000 x 8 
= 2,000 0000 X r» 
= 1,000 0000 X « 3 
= 4,000 0000 X r» 
= 1,000 0000 X S 3 


t r • rorec 36° 
JS • cot 36° 
jr 1 . sin 72° 
I» 1 • lg 36° 
5r 3 • tg 36° 
tS* • cot 36° 


= 1,175 5706 X r 
= 1,543 0852 X r 
= 0,805 6508 X t 
= 0,688 1909 X S 
= 2,377 6412 X r» 
= 1,720 4774 X r J 
= 3,632 7130 X r* 
= 1,720 4774 X S J 


Für das Sechseck ist 


J' = nrM,i»2:=4nft.coÄ 

s = } ft = 60° 


rt 

n 

y = |ft = 120° 


der Halbmesser des Kreises 

r = 2r • rin 30° 

= 1,000 0000 X r 

180° 

r = 4« • cotec 

. „ . 180° 
= 4 S col 

S — 2r . tg 30° 

= 1,154 7006 X r 

n 

n 

r = ^r • cotec 30° 

= 1,000 0000 X.f 

1. Für das Dreieck ist 

r = |S • col 30° 

= 0,866 0254 x S 

s = Jft = 120° 


J=3r’ ■ rin 60° 

= 2,598 0762 X r» 

y = } R = 60° 


J= fr 3 • col 30° 

= 2,698 0762 x r 3 

» = 2r • rin 60° 

= 1,732 0508 X r 

J' = 6r 3 • tg 30° 

= 3,464 1018 xr> 

8 = 2r • tg 60° 

= 3,464 1016 X r 

J’ = col 30° 

= 2,598 0762 X S 3 

r — { i • cotec 60° 

= 0,677 3503 X r 

5. Für das Achteck 

ist 

r = i S • cot 60° 

= 0,288 6751 X S 

s= ift = 46° 


J = |r» • rin 120° 

= 1,209 0381 Xr 1 

y = fft = 135" 


J = l» 1 • cot 60° 

= 0,433 0127 xr> 

* = 2r • sin 22° 30’ 

= 0,765 3668 X r 

J' = 3r» • lg 60" 

= 5,196 1524 xr 3 

S=2r ■ lg 22" 30’ 

= 0,828 4272 X r 

J' = iS’ ■ cot 60° 

= 0,433 0127 X S 3 

r = I« • cotec 22" 30’ 

= 1,306 5628 X > 

2. Für das Viereck ist 

r = iS • col 22° 30’ 

= 1,207 1068 X S 

» = H = 90° 


J= 4r 3 • rin 45° 

= 2,828 4272 X r 3 

y = Ä = 90° 


J = 2* 3 ■ col 22° 30’ 

= 4,828 4272 X t 3 

r = 2r • rin 45° 

= 1,414 2136 xr 

J’ = 8r* • ly 22° 30’ 

= 3,313 7088 X r 3 

8 = 2r • tg 45° 

= 2,000 0000 X r 

J' =_2S 3 • col 22° 30’ 

= 4,828 4272 X 8» 
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6. Für das Zehneck ist 
s = } A = 36° 


y = |R = 144° 


i = 2r • sin 18° 

= 0,618 0340 X r 

S= 2r ■ lg 18° 

= 0,649 8394 X r 

r = Ji* coiec 18° 

= 1,618 0340 X i 

r = fS • cot 18° 

= 1,538 8417 X S 

J = 5r 3 • «in 36 ° 

= 2,938 9265 X r» 

J = Js 3 • cot 18° 

= 7,694 2087 X s* 

J’ = 10r* • ly 18° 

= 3,249 1970 X r* 

J' = $S» • ml 18° 

= 7,694 2087 x S* 

7. Für das Zwölfeck ist 

a=*R = 30° 


y = | R = 160° 


» = 2r • »in 15° 

= 0,517 6380 X r 

S = 2R . ly 15° 

= 0,636 8984 X r 

r = 1* • roter 15° 

= 1,931 8522 x s 

r = +S • eol 15° 

= 1,866 0254 XS 

J = 6r^ • sin 30° 

= 3,000 0000 xr> 

J= 3s 3 • cot 15° 

= 11,196 1524 X s» 

J 1 = 12r* • ly 15° 

= 3,216 8904 xr* 

J' = 3S» • Ml 15° 

= 11,196 1524 xS* 

8. Für das Funfzehneek ist 

» = ^ Ä = 24° 


y = f|R = 166° 


« = 2r • »in 12° 

= 0,416 8234 X r 

S = 2r ■ ly 12° 

= 0,426 1130 x r 

r = t> • coiec 12° 

= 2,404 8671 X s 

r= *S • cot 12° 

= 2,352 3160 xS 

; = Ur' • sin 24° 

= 3,050 5245 X r* 

J = «• • Ml 12° 

= 17,642 3629 X s* 

J' = 16r» • ly 12° 

= 3,188 3475 X r» 

J' = US* • Ml 12° 

= 17,642 3629 X S* 

9. Für das Sechiehneck ist 

s = |R = 22° 30' 


y = JA = 157° 30’ 


i = 2r • sin 11° 15' 

= 0,312 8690 X r 

S= 2r • ly 11° 15’ 

= 0,316 7688 X r 

r — t * ‘ coiec 11° 15 

’ = 3,196 2266 X s 

r = i S • Ml 11° 15’ 

= 3,156 8757 X S 

/= 8r» • »in 22° 30’ 

= 3,090 1700 X r> 

J= 4s* • cot 11° 15’ 

= 31,568 7570 xs» 

JT = 16r» • ly 1 1° 15’ 

= 3,167 6880 x r* 

JP = 4S* • cot 11° 15’ 

= 31,568 7570 X S* 

10. Für das Zwanzigeck ist 

s= iA = 18° 


y = | R = 162° 


t = 2r ■ sin 9° 

= 0,212 8690 X r 

S = 2r • ly 9° 

= 0,316 7688 x r 

r = fi ■ coiec 9° 

= 3,196 2266 X* 


r = i S ■ Ml 9° 

= 3,156 8757 x S 

J= 10r* • »in 18° 

= 3,090 1700 X r» 

J = 5s* • cot 9° 

= 31,568 7570 xs» 

T = 20r* ■ ly 9° 

= 3,167 6880 xr» 

J’ = 5S* • cot 9° 

= 31,568 7570 X S» 

11. Für das Vierundawanzigeck ist 

» = *Ä = 15° 
y = HÄ = 165° 

» = 2r • sin 7° 30° 

= 0,261 1 124 xr 

S = 2r • ly 7° 30’ 

= 0,263 3050 X r 

r = i« . coiec 7° 20’ 

= 3,829 7683 x s 

r = i S . cot 7° 30’ 

= 3,797 8770 X S 

J = 12r« • sin 15° 

= 3,105 8280 X r» 

J = 6s« • cot 7° 30’ 

= 45,574 6246 X »» 

J' = 24r» • ly 7° 30’ 

= 3,159 6600 xr» 

J' - 6S> • cot 7° 30’ 

= 45,574 5246 X S» 

12. Für das Fünfnndzwanzigeck ist 

i = 0,1GR = 14° 24’ 
y= 1,84R = 165° 36' 
» = 2r • »in 7° 12’ 

= 0,250 6664 xr 

S= 2r • ly 7° 12’ 

= 0,252 6588 X r 

r = 1 s • coiec 7° 12’ 

= 3,989 3664 X # 

r = |S • cot 7° 12’ 

= 3,957 9075 X S 

J = 12, 5r** »in 14° 24' 

’= 3,108 6237 xr 

J = 6,25s» • cot 7° 12’ 

= 49,473 8444 X »» 

J' = 25r* • ly 7° 12' 

= 3,168 2350 X r» 

J’ = 6,25 S»-col 7° 12' 

1 = 49,473 8444 X S» 

13. Für das Dreifsigeck ist 

» = A R = 12° 
y=*|A= 168° 
s = 2r • sin 6° 

= 0,209 0670 X r 

S = 2r • ly 6° 

= 0,210 2084 X r 

r = 4 * - Msec 6° 

= 4,783 3833 X s 

r = i S ■ eol 6° 

= 4,757 1822 X S 

J = 15r* • sin 12° 

= 3,118 6755 xr» 

J = 7,5s» • cot 6° 

= 71,367 7337 xs» 

J’ = 30r* • ly 6° 

= 3,153 1260 xr» 

J’ = 7,6 S» • Mi 6° 

= 71,367 7337 X S* 


14. Für das Zweinnddreibigeck ist 
s = 0,126 R = 11° 16’ 
y = 1,876 R= 168° 45’ 
i= 2r.»in5°37'30" = 0,196 0343 X r 
S = 2r • ly 5° 37’ 30’’ = 0,196 9829 X r 
r = i •• m»m5°37’30" = 6,101 1594 X * 
t = 4S-col5°37’30" = 6,076 5850 X S 
J = 16r* - «Bll 0 15' = 3,121 4448 X r» 
J=. 8»»-mI5°37’30" = 81,226 3600 xs* 
J’ = 32r»- ly 5° 37’ 30’’ = 3,161 7264 X r* 
J' = 8S*- Ml 5° 37' 30” = 81,226 3600 X S* 
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15. Für das Vierzigeck ist 
» = 0,1« = 9° 

y = 1,9« = 171° 

»= 2r.«in 4° 30' = 0,157 2082 X r 

S=2r.»j4°30' = 0,157 4034 xr 

r = i* • cottc 4° 30’ = 6,360 9907 X « 

r = fS • cot 4° 30' = 6,353 1012-xS 

J = 20r* • i in 9° = 3,128 6900 X r» 

J= 10«» . cot 4° 30' = 127,062 024 X «» 
J' — 40r» • tg 4° 30' = 3,148 0680 Xr» 

J’= 10S» -cs« 4° 30’ = 127,062 024 X S» 

16. Für das Achtundrierzigeck ist 
» = Vr« = 7° 30' 

y = H« = 172° 30’ 

» = 2r> sin 3° 45' = 0,130 8062 xr 

S= 2r-lj 3° 45' = 0,131 0870 xr 

r = i«.co»ec3° 45' = 7,644 8995 X« 

r = iS -Ml 3° 45’ = 7,628 5263 xS 

J = 24r».«»n 7° 30' = 3,132 6288 Xr* 

J= 12»». c«l 3° 45’ = 183,084 63 X«» 

J f = 48r» • lg 3° 45' = 3,146 0880 X r» 

J’ = 12S» • cot 3° 45’ = 183,084 63 X S» 

17. Für das Funfzigeck ist 
» = 0,08« = 7° 12’ 

y = 1,92 «=172° 48’ 

* = 2r> «in 3° 36' = 0,125 5810 Xr 

S = 2r ■ Ig 3° 36’ = 0,125 8294 xr 

r = i» ■ cottc 3° 36’ = 7,962 9873 x » 

r = iScol 3° 36’ = 7,947 2729 xS 

J = 1br'nn 7° 12’ = 3,133 3300 Xr» 

J = 12,5** • cot 3° 36’ = 198,681 825 X «» 

J' = 50r* * tg 3° 36* = 3,145 7350 Xr* 

J'= 12, 5S» -cot 3° 36’= 198,681 825 xS» 

18. Für das Sechzigeck ist 

* = ,■,« = 6 ° 

y = fl « = 174° 

» = 2r • «in 3° = 0,104 6720 Xr 

S= 2r • tg 3° = 0,104 8156 xr 

r = i » • cotec 3° = 9,553 6522 x « 

r = JS • cot 3° = 9,540 5680 X 5 

J = 30r* * «in 6° = 3,135 8550 Xr* 

J = 15«» • cot 3° =286,217 0394 X*» 

J* = 60r* • tp 3° = 3,144 4680 xr» 

/■ = 15S» • Ml 3° = 286,217 0394x5» 

19. Für das Vierundsechzigeck ist 
s = AR = 5° 37’ 30" 

y = ü« = 174° 22' 30’’ 

» = 2r.*«i»2°48’45” = 0,098 1353xr 

S=2r.lg2°48’45’' = 0,098 2536 x r 

r = i«.M«ec 2° 48' 45”= 10,190 0116 X* 


r = iS - Ml 2°48’ 45” = 10,177 7347x5 
J= 32r». »in 5°37’30”= 3,136 5488 X r» 

J- 16.» -cot 2°48’45’’= 325,687 5117 ft' 
J' = 64r* •ly2°48'4ö” = 3,144 1 152 Xr» 

J’ = 1CS».mI2°48’45’'=325,687 5117 xS» 

20. Für das Achtzigeck ist 
» = 0,05« = 4° 30' 

y = 1,95« = 175°30’ 

* = 2r.«i»20°15' = 0,0785196xr 

S= 2r*ly2°15’ = 0,078 5802 Xr 

r = i« - cotec 2° 15’ = 12,735 6732 X * 

r= JS -Ml 2° 15' = 12,725 8500 xS 

J = 40r» • «in 4°30' = 3,1383640 x r» 

J = 20*» - cot 2° 15' = 509,034 0000 X «* 

J’ = 80r>.ly2 o 15’ = 3,143 2080 xr» 

J' = 20S» • Ml 2° 15' =509,034 0000 xS» 

21. Für das Sechsundneunzigeck ist 
s = yjR = 3°45’ 

y = Hß = 176° 15’ 

« = 2r*«in 1°62'30” = 0,0654380xr 

S= 2r* tg l°52'30” = 0,065 4732 Xr 

r = i» • cotec 1° 62' 30”= 15,281 6421 X« 
r = i-S.col 1°52'30” = 15,273 4196x5 
J = 48r* • iin3°45' = 3,139 3488 Xr» 

J = 24»». Ml 1°52'30”= 733,124 1398 X *» 
J* = 96r* * Ig 1°52’ 30" = 3,142 7126xr» 

J' = 24S* -Ml 1° 52’ 30"= 733,124 1398 xS» 

22. Für das üunderteck ist 

* = 0,04« = 3° 36' 

y = 1,96« = 176° 24’ 

» = 2r • «in 1°48’ = 0,062 8216 X r 

S=2r.|yl°48' = 0,062 8526 xr 

r = j« • cotec 1° 48' = lfi,9 18 09 1 8 X « 

r = iS • Ml 1° 48' = 15,910 2573 xS 

J = 50r» • «in 3° 86’ = 3,139 5250 xr* 

J = 25* > * cot 1° 48' =795,512 8675 X*» 

J'= 100r»-ly 1°48’ = 3,142 6300 xr* 

J' = 25S» • cot 1°48' =795,512 8675x8» 

Polygonalzahlen sind in dem Art. „ Fi- 
gur i rte Zahlen“ ausführlich abgehan- 
delt. 

Polygonometrle ist die Lehre von den 
Polygonen, besonders von der Ausmes- 
sung und Berechnung derselben. 
Polynom, s. v. w. Multinoin. 
Polynomlal ■ CoefBcient , s. den folgen- 
den Art. 

Polynomischer Satz ist die Anweisung 
zur Bildung der Potenz von beliebigem 
ürade eines Polynoms, also die geordnete 
Entwickelung der Reihe . 
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(o±4rfcc±d± .... *)" monte a and 4 in allen möglichen Com- 

Beieichnet man sämmtliche Glieder binationen mit Wiederholungen a m 6" 
■»om zweiten ab mit einem einzigen Zei- un< i b"‘ Ton 0 bis t>. Dies Gesete 

eben x, so hat man (o ± ar)“, folglich die geht bei 3 Gliedern anf 3, bei m Gliedern 
Aufgabe dos binomischen Satzes. auf m Elemente über; daher hat ein Po- 
Die in ihren einzelnen Gliedern ent- lynom von m Elementen zur nten Potenz 
wickelte nte Potenz eines Binoms ent- entwickelt (nach dem Art. „Combina- 
hält (« + !) Glieder und zwar beide Eie- tion“, pag. 36) 


„ m (m-f l)(m + 3) .... (m + i* - 1) 
1 • 2 • 3 n 


Glieder 


( 1 ) . 


2. Dm das Gesetz der Bildung einer dienen: 
solchen Potenzenreihe vorläufig anschau- (a + 4 + c + d) 4 

lieh zu haben möge folgendes Beispiel Man erhält 

a 4 + 4o>4 + 4 a‘c + 4aV + 6aW + 6o s c s + 6a>d> + 12a»4c + 12o*4d + I2a'c<l + 404» 
+ 4ac* + iad* + 12a4*e + 12a4»d + 12oAc* + 12o6d> + 12«c>«I + 12acd' + iiabcd 
+ 4* + 44V + 44V + 64»c« + 64>d* + 124»cd + 46c» + 44d> + 124c*rf + 12Acd* 

+ e 4 -f cV + c*d* + cd* 

+ * 


Die erste Abtheilung mit dem ersten 
Glieds a hat 4 Elemente und die dritte 
Ordnung, weil zu dieser a nicht hinzu- 
gezählt werden kann, 

4*5*6 

also - — - ö = 20 Glieder 

1 • & • O 

Die zweite Abtheilung mit 
dem ersten Gliede 6 hat 3 Ele- 
mente und die dritte Ordnung, 

also ^ * \-X — 10 Glieder 

Die dritte Abtheilung mit 
dem ersten Gliede c hat 2 Eie* 
mente und die dritte Ordnung 
2*3*4 

mithin jTgTä = • • • • * Glieder 

Die vierte Abtheilung mit 
dem einzigen Gliede (1 Ele- 
ment und dritte Ordnung) . 1 Glied 

Summa 35 Glieder 
Die ganze Potenz hat 4 Elemente mit 

4ter Ordnung, mithin ‘ 1 = 35 Glie- 

1 • i • ö • 4 

der. 

3. Die Anzahl der Elemente soll 
immer mitm, die Summe der Ein- 
heiten des Potenzeaponenten im- 
mer mit n bezeichnet werden Ez- 
ponent immermit X, Elementim- 
mer mit £. 


4. n ist zugleich die Anzahl der Di- 
mensionen jedes Gliedes: 

a"4; fl” m c ; a"- s 4rrf u. s. w. 

Ist m>n, so kann folglich jedes ein- 
zelne Glied höchstens n einzelne £ ent- 
halten. Hat kein £ oines Gliedes einen 
X, so fehlen (m — n) E. 

(<i -f 4 + c + d + e) a kann o*, o’c, ad >, abe, 
cdt enthalten, nicht aber a , 4 1 , cd'e. 

Ist m < n , so mufs in jedem Gliede 
mindestens ein £ in Potenz Vorkommen, 
(o + 4 + c) 4 hat nur Glieder wie fl*4e, 
fl4", c 4 . 

Eine Potenz in welcher m = w ist, 
heifst eine vollständige Potenz. 

5. Zu Erlangung einer gewissen Ge- 
wandtheit in der practischen Handhabung 
für Ausübung der Hauptregel zur Zu- 
sammenstellung einer geordneten Reihe 
von Gliedern der Potenz eines Polynoms, 
soll hier ein etwas ausgedehnteres Bei- 
spiel als Richtschnur vorangestellt wer- 
den, nämlich das Beispiel 

(■ + 4 + e + «f + e + /+ j + A)* 

Das Polynom hat 8 Glieder, es soll 
zur 8ten Potenz erhoben werden, und die 
Potenz ist eine vollständige. 

Nach No. 2 beträgt die Anzahl der Glie- 
der: 


• _ _ , 8 • 9 • 10- 11 - 12 • 13- 14 • 16 

1. Der ganzen P»Um = . ;v7 7|rr < . 7 . „ 

2. Der ersten Abtheilung mit dem ersten 


= 6435 Glieder 
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, 8 .(9 • 10- 11 • 12. 13* 14 8 

GUede “ = i - 2. 3 ■ 4 - TTT ~ 7 = 16 6436 = 3432 Gli * der 


3. Der «weiten Abtheilung mit dem ersten 

ru.j. I 8 - 9 - 10 - 11 . 12 - 13 4 

GUed6 6 = H l- 3. 4-6 -6 = 15 X 6435 

4. Der dritten Abtheilung mit dem ersten 
8 - 9 • 10-11 

' 1 


Glieds c - 


12 6 

Ü = l3* 17ie 


2-3-4 

5. Der vierten Abtheilung mit dem ersten 
8 - 9 - 10 - 11 5 

1-2-3 - 4 “12 X 792 


Gliede dz 


1716 


= 792 


= 330 


6. Der fünften Abtbeilung mit dem ersten 

Ghede «=77*73 =n x 330 

7. Der sechsten Abtheilung mit dem ersten 

fi! . , £ 8 • 9 3 

Gliede f = — - =^x 120 

8. Der siebenten Abtheilung mit dem 

Q 

ersten Gliede g = -- 

der Glieder Summe 6435 Glieder 

Die Potenz (a + 6 + c + d -f e + f g + *)* bat nun folgende Glieder. 

1- Diejenigen Glieder, welche nur aus einem E bestehen: 

Ansabl 


= 120 


= 36 


= 8 


der Glieder 


1 


49 


Es ist dies das einzige Glied a* 

II. Diejenigen Glieder, welche aus zweien E bestehen. 

a'(b + <! + d + e+f+ g + k) 

+ o‘ (4* + c* + d> + e» + + j,» + *>) 

+ a s (4> + r» + </• -J- + f + „> + *») 

+ «*(** + c* + rf» + e* + f* + g* + **) 

+ «' (4 5 + c» + <P + e 1 + + j» + *») 

+ a* (4* + c* + d> + e* + /* + „« + *«) 

+ o (4» + e* + + e» + f> + g i + *») 

in Snmma 7x7= 

III. Diejenigen Glieder, welche aus dreien E bestehen. 

1 («*4 + a s 4’-f 0*4’+ o* 4 4 + a s 4 s + o4*) (c+d+ «+f + g + 4) . . 36 

2 ■ (a'e+aM+sV-f aV + qM + ac«) (d + e + f+ 9 + 4) ... 30 

3 (a*rf+ «‘iff + + a 3 iP j- ad*)(e + f+g + h) .... 24 

4 (o*e + «V + a 4 e 1 + a , e* + o s e 1 + ae*)(/-l-jf + *) 18 

5 (a‘n a>r + a > r‘ + a 1 r 4 +-'(* + »D (S + V 12 

C (a*} + oV + o*J s +aV+ “V + «»*)* | g 

7 a s 4‘(c + <f + « + f+St + *) 
oV* («* + « + /■+ 9 + 4) 
aV( e + f + 0 + *) 

a 5 e*(f+g + *) 

a 5 P(j+*) 

“V* 21 


1 


49 
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• | Anzahl 

der Glieder 

Transport 147 ' 50 

8 (a 9 A + ..a4 5 )(«-«f ..A*) + (« 5 c + .. ar»)(d* +..*>) 

+(oV + . . ad 5 ) {e* + ..*») + (a 9 e + . . ae 5 ) (/» + ** + A 9 ) 

+ (a 9 Z+.•‘>Z 4 )(9 J + A , ) + (« 9 P + ■.a9 i )A , 105 ' 

9 a 4 4 3 (r+J+(+n» + *) 
a 4 c> (d + e+ /+ 9+A) 
a*d 3 (r + f + 9 + *) 

o 4 ' 5 (/+.*+ *) 

a ' / 3 (9 + *) 

«V* 21 

10 a 4 A 9 (c 9 +d 3 + « 9 + Z 9 + 9’+A 3 ) 
a 4 c«(d 9 + *» + /‘+p 3 +A 3 ) 

«V (e 3 + /» + 9» + A 3 ) 

aV (Z 3 + 9* + A 3 ) 

«‘/»(j' + A*) 

a*j* A 3 21 

11 a 9 4 4 (e + d + e + /+9-f A) 
aV (d + e + / + p + *) 

<* 3 d 4 (e + / + 9 + A) 

« 3 e 4 (Z + 9 + *) 
a 3 / 4 (9 + A) 

aV* • . . . 21 

12 a 3 4 9 (c 9 + «P + e* + Z 3 + p 3 + **) 
a 9 e* (d 3 + e 9 + Z 3 + P 9 + *’) 

a*d 9 (e 3 + Z 3 + p 3 + A 3 ) 
a’e 9 (Z 3 + 9* + A 3 ) 

«r(9*+*’) 

a 3 p 3 A 3 

13 a 3 A 3 (c 3 + d 3 + e 9 + Z 3 + 9 , + * 3 ) 
a 3 e*(d 9 + e> + Z 3 + 9 , + A 3 ) 
a 3 «! 3 (e* + Z 9 + 9* + **) 

«V (Z 3 + 9* + A 1 ) 

«'W+A 9 ) 

a*9* A 9 

14 (a 4 6 + . . aA 4 ) (c 3 + . . A 9 ) + (a 4 c + . . ae 4 ) (d 3 + . . A 3 ) 

+ (a*d + . . ad 4 ) (•• + . . A 9 ) + (a 4 « + . . ae 4 ) (/* + 9* + A 9 ) 

+(“V + ■ - oZ’Xp 9 + **) + (i> 4 9 + • • »ff 1 ) A 3 

15 (a’t + n 9 4 3 + a4 9 )(c* + . . A 4 ) + (a 9 c + ..ac 3 )(d 4 -f .. A 4 ) 

•f (a 3 d-|-..ad 9 )(e 4 +..A 4 )-(-(a 3 e + ..ae 3 )(/ 4 + 9 4 + A 4 ) 

+ (‘ 9 Y+<»V , + ‘ 9 Z s )(9 4 + A 4 ) + (“ 3 9 + ‘‘V + a 9 9 )A 4 .... 

16 a«4 5 (c + d + e + Z+9 + *) 

aV (d + e + /+ p + A) 
a 3 d 5 (e + /+p + A) 
a V (/ + 9 + A) 

a'f*(s + *) 

1 a 3 9 5 A • . . 
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17 a 3 A 4 (r 3 + d* d- e 3 + /* d- 9 3 d- A 3 ) 

»WfJ 1 + «* + /* + #* + *>) 

<.V*(e» + /* + ,* + *'') 

oV(r + 9 , + **) 

a s P( 9 , + *’) 

n 3 y 4 A 3 

18 a V 4 3( c 3 + Jl + e l + p + + 

o’c 3 (d 3 + e 3 + f* + y 3 -f A 3 ) 
a ‘d l (e 3 + f 1 f y 3 -f A 3 ) 

«’« 1 (/ , + 9 * + **) 
oV'ly’ + A 1 ) 

a 3 y 3 A 3 

19 a 3 A 3 (c 4 d- rf 4 d- e 4 d- P -f 9 * + * 4 ) 
aV(rf 4 + « 4 + P + , 4 + A 4 ) 

(« 4 + P + 9 * + **) 

«*«• (P d- 9 4 + **) 

«Y 3 ( 9 * + A 4 ) 

»y** . 

20 («* t + oi ») (c 1 +.*»)+ (a’e + a c*) (rf 5 + («*<1 + aJ 1 ) .. * 5 ) 

+ (<!>«+ ae 3 } (P + y 4 + **) + (o Y+ "DO ? 1 + A 4 ) + (» s 9 + 09*) A 4 

21 »4 (c 4 d- . . A*) + ac (rf* + . . A«) + arf(t* + . . A 6 ) + «(/« + y« + *•) 

+ (9* + **) + “9 A‘ j 

IV. Diejenigen Glieder, welche aus vier £ bestehen. 



Anzahl 
der Glieder 

525 60 



21 



i 

*L| 


647 


Erklärung. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Character: 
(a 4 Ac-f • • aAc 4 ) = a 4 Acd- a 4 A*o o 4 Ae 3 4- a 3 A 3 c -|- a 3 A 3 c* -f a 3 4e 3 I 

I + a 3 A 4 ed-a 3 A 3 c 3 d- a 3 A 3 c 3 d- « 3 4c 4 + «A 4 c + «A 4 c 3 d-o4 3 c 3 
+ aA J c 4 d-«Ac 5 beträgt 15 Glieder. 

(a 4 Ae-(-. .aAe 4 ) hat 10 Glieder. 

(a 3 4c d- nie*) hat 6 Glieder. 

(a’ic+oAc*) hat 3 Glieder. 

(« 4 Ac + . . «Äc 4 )(d+e+/+j+A)+ (o 4 Ad +‘. aAd 4 ) (e d- . . A) 

+ (u 5 4 e + ■ • ui c 4 )(r + 9 + A) + (a 4 i/+ . . «Ap)(y -f A) 

+ (o 4 Ayd-..aAy 4 )A 225 

(e 4 4c + . . aAc 4 ) (tP-f . . A*) + (a 4 Ad + . . aAd 4 ) (e 3 + . . A 3 ) 
d- (o 4 A« d- • • a 4 e 4 ) (P -f y 3 + A’H (« 4 */+ • ■ «A f W d- A*) 

+(,a i bg + ..abg , )k , 150 ; 

(a 3 Ae .aAc 3 ) (d 3 + A 3 ) + (a 3 4rf + aArf 3 )(e , + ..A 3 ) 

+ (a 3 4e + .. a4e») (/»d-^d- A«) + (a 3 A/-+ . . a 4f*)(9*+ A») 

+( a ’A9d-..nAj 3 )A 3 90 

(a* 4c d- • • oAc 3 ) (d* d- . . A 4 ) d- («* 4d d- . o4d*) (e 4 a- . . A 4 ) 
d- (b 3 Ae d- • ■ a4.>)(/ 4 d-9* + A 4 ) d- («’ 4/-d- . . a4P) (s 4 d- A 4 ) 

4 (a 3 Ayd-..nAy«)A 4 45 

aAc(d 4 d-. • A 4 ) d- <«4d(e 3 d- • • A 4 )d- aAe(p d- 9 *d- A 4 ) d- a4/-(j 3 d- A 4 ) 

+ abgk i 15 

(a 4 cdd- • • «cd 4 )(« d- . . A) d- (o 4 ce d- . . ace 4 ) (/-d-y + A) 

I + (« 4 <Y+..acP)(y + A)d-(a 4 cyd-...acy 4 )A 150 ! 

(a 4 crf d- ..erd 4 )(e 3 d-. • A*)d-(a 4 ced-. • aca 4 ) (P-f y*d A 3 ) 
d-(a 4 c/ , d-..ac/ 4 )(y 3 d-A*)d-(a 4 cyd-..acy 4 )A a 100 | 
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Aniahl 
der Glieder 

Transport 

775 

697 

(a * cd + . . aed*) («*+.. A*)-f(a*ee + .. ace*) (P+j’+k*) 

+ (o , c/'+..acP)(y , + * , ) + (a , cy + . acy 4 )!* 

(fl 1 crf ■ f . . öccf*} (e 4 -f Ä 4 ) -f (a 3 c« -f . . ace*) (f 4 + g 4 + k*) 

60 


+ («’«/+ . mcf 1 ) (y 4 + A 4 ) + (a J cy + . . acg r , h' 

30 


acd(,e i + ..k s )+ace(f*-\-g* + k i ) + acf(j i + h > ) + eegh i . . . 

(« 6 de + .. ade 5 ) (/+ y + h) + (a 5 df+.. adf*) (y + A) 

10 


1 +(a s dy + ..ady 5 )ft 

■ (« 4 de + . . ade*) (f+y> + A*) + (a 4 d/+.. ad/ 4 ) (y> + A 5 ) 

90 


+ (« 4 dy -|- . . ady 4 ) A 5 

60 


| («* de 4- . . ade*) (f * + <J a + h*) + (c* «ff + . . «uff 3 ) ($ 3 + A 3 ) 

-f (a 8 </^ -\-..adg*)h* 

1 (a> de + . . ade»«/ 4 + y 4 + A 4 ) + (a‘ d/+ . . ad/») (y 4 + A 4 ) 

36 


1 + (a 3 dy + . . ady*) A 4 

18 


] adef* -\- adfg* •^adgk* 

3 


(a 5 e/+..ae/ s )(y + A)+(a s ey + ..aey 5 )A 

45 


j (o 4 «/4-..ae/ 4 )(y , + A s ) + (a 4 ey + ..oey 4 )A a 

30 


! (o s s/'+..«eP)(y* + A , )+(o , «y + ..aey , )A 3 

18 


(o , s/+..oe/^(y 4 + A 4 ) + (a , <y + ..o«y , )A 4 

9 


1 «e/(j s + * 5 ) - gp 

2 


1 (a 5 «y+.. oey^A. 

15 


J (a 4 e0 + «-a*0 4 )** 

10 


(a*ey + ..oey^A 3 

6 


(o*ey + ..aey*)A 4 

aegh* 

3 

1 


(a 5 /y + ..a/y 5 )A 

15 


(a 4 /y + ..a/y 4 )A* 

10 


(o , /y + ..a/y*)A : ‘ 

6 


(•V»+«M( 4 

3 


a/S* 6 

1 

1256 


V. Diejenigen Glieder, weitste aus fünf E bestehen. 
Erklärung. Der erste Factor jedes Gliedes bat folgenden Character: 

a*bcd, ab*cd, abc*d, abcri* 

! aWcd, t^bc’d, a*bcd} 
a*b l cd t aAMd, ab i cd J 

a*4c*d, ab t e*d 1 abc*(P 
a*bcd l , ab t cd* i abc 1 d* 
a 3 6V*d, a*A*ed*, a^bc^d*, ab^cW 

(a*bcd+..abcd*) hat 20 Glieder 
^•Acd+.-eArd 3 ) hat 10 „ 

(a J Acd + ..a6rd*) hat 4 , 


(a 4 4ed+ . . aicd 4 ) («47+5 + *) + (a*Ace + ■ otc< *)(/ +S + *) 

+ (a 4 4c/+ . .abcf*) (y + A) + (“‘bcg + . . aAry 4 ) A 

(a J 6fd+ . . abcd*) (e’ + /» f y 1 + A>) + (a*4« + . . 05c« 3 ) (/>+ y 3 + A”) 
+ (a*4c/ , + ..o4c/ 4 )(j* + * , ) + (a , 6c#+ • .aicj 3 )*’ .... 

(o , 4cd + ,.a6cd , )(e , + ..**) + (a , 4ce+ ■■ a4ce , )(/ , +y , + 4 1 ) 

+ (o’4c^+..a4cP)(y*+* , )+(a , 4cjr + ..«4cy s )A* .... 

Latus 
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Anzahl 
der Glieder 


Transport 

340 

1950 

abcd (e 4 + . . **) + „Jce (/* + g 4 + *«) + „hefig* + * 4 ) i «hcg/i* . . 

10 


(a'bde 4 - . . abde *) (f+g + k) + (a*bdf+ ,.abdf*)(a + k) 

4* ( a*bdg -f . . a bdg A ) h 

120 


ifi'bde -f . . abde 9 ) (/*+ g 3 + h 7 ) + (a*bdf+ abdf 7 ) (g 9 + h 7 ) 

+ (a 7 bdg -f . . ahdg 7 ) h 9 

60 


(<x»4* + . . abde*) (P+g 3 +h s ) + (aHdf+. . abdf*)(g* + h*) 

-f (a 3 bdg + . .abdg 9 ) A 3 

24 


«M*(/Hg 4 + A*) + aMf(g 4 + A 4 ) + .iAdgA 4 

6 

I 

(o 4 4ey + . . abef) (g + A) + ( a*beg -f . . abeg*) h 

60 


(a 7 bef +..abef 7 )(g 7 + h 7 ) + (a 7 beg-)-. .abeg*)h 9 

30 


(a 2 bef + . . abef *) (g 7 4 - h 7 ) 4 - ( a 9 beg 4 * . . abeg 7 ) 

12 


abef(g t -\'h*)-\-abegh i 

3 


0 «*bfg + ..abfg*)k 

20 


(.a , bfg-^■.■abfg r )k , 

10 


(aHfg + ..abfg*)k 3 

4 


abfgk 4 

1 ( 


(a*cde 4* . . aede 4 ) (f+ g 4 - h) 4 - (a*cdf+ . . aedf 9 {g 4 - h) 

4* (atedg 4- . . aedg 4 ) h 

120 


( a 7 cde 4- . . aede *) (f 9 4 - g 9 4- h 7 ) 4* ( a 7 cdf 4- . . aedf 9 ) (g 9 4* h 7 ) 

-\-(a?cdg + . ,acdg*)h 3 

r»o 


(a 9 cde 4 - . . aede 7 ) (f 7 +g 3 +h 9 ) + ( a 3 cdf -\- . . aedf *) (g 7 4 - h 7 ) 
+ (a 3 cdg-\-..acdg 9 )h 3 

24 


oc*(f 4 +g 4 + A 4 ) + a eJ/’(g 4 + A 4 ) 4 -„e<fg * 4 

6 


(a i cef 4 - . . a cef 4 ) (g 4 - h) 4 - ( a*ceg 4 - . . aeeg *) h 

60 


(a*cef 4- . . acef 7 ) (g 9 4 - h 7 ) 4- ( a 7 ceg + . . aceq *) h 3 

30 


(p‘ > ccf + . . acef 1 ) (g 1 + ä 3 ) + (a t ceg + . . aeeg 1 ) k 1 

12 


aeeffg 4 4 * A 4 ) 4 - aeegh 4 

3 


aefgh* 

1 


(a*def + . . adef *) (g 4 - h) 4- ( a 4 deg 4- . . adeg *) h 

60 


(a 3 def +. ade f 7 )(g 2 + h 7 )-\- (a 3 deg+ ..adeg 7 ) h 2 

30 


(a 3 def + ..adef 7 )(g 7 -\-h 7 )-\'(a 9 deq-\-\.adeg t )h 7 

12 


adef(g*-\-k‘)+adcgk l 

3 


adfgh* 

1 


(a , efg + ..aefg*)h 

20 


(“Vg + .-oe/g 3 )*» 

10 


(a , efg+..aefg*)h‘ 

4 


aefgk* 

1 

1157 


VI. Diejenigen Glieder, welche ans sechs E bestehen. 
Erklärung. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Cbaracter. 


a 7 bcde y ab 7 cde, abc 9 de t abctPe y abede 7 

I 

a 7 b 7 ade y a 7 be 7 de y a 7 bc<Pe, a 9 bede 9 


ab 9 c 3 de y ab 3 cd?e , ab 7 cdt 7 


abc 7 d?e y abc?de 9 


abctPe 3 


(a 3 bcde+.. abede 9 ) hat 15 Glieder 


(a 3 bcde 4- . . abede 7 ) 9 5 „ 


Latus 
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1 

Anzahl 
der Glieder 

Transport 

i 

3107 

! (a*bcde . . abede 1 ) (J -+■ g -f h) -f (a*bcd f -f ..nbcdf 7 )^-^ h) 
(a 2 bcde -f . . abede *) (J 2 -f 9* + A 2 ) + ( n 2 bcdf + . . abcdp(g* + A 7 ) 

1 

90 


30 



abcde(p+ g 2 + k 3 )^ abedf abedgh* 

C 


{a 2 bcrf+..abctf*) (g + *) + (a 3 bceg + . . abetg 3 ) h 

46 


J (a 2 bcef + ..abcef 7 )^ 2 + h^ + ^beeg ’\-..abcrg*)b 2 

10 



3 


j (a , bcfg + ..abcfg I )h 

16 


(a J Ac/j + . abefg^h 1 . ' 

6 


abcfgbt + abdfgh'+abrfgh 3 

3 


(n 3 cdef + . .acilrf^lg + h) + (n z cdrg\ ,ardrg*)h 

46 


1 (a'cilrf +..actlrP)(j)' 1 + li t )-Y(a , cilrg + . aerfry*)** .... 

15 


i acdef(g 3 + h 9 ) -|- aedegh 3 

3 


{a*defg+. adtfg*)k 

15 


(nVe/j + .-adf/j’)* 5 

5 



1 

29C 


VIT. Diejenigen Glieder, welche aus sieben F. bestehen. 
Erklärung Der erste Factor jedes Gliedes hat den folgenden Character. 


a'bedef, ab'cdef, abc‘‘dt[, abciPef, abcde'f, abedrf 5 mit also 
G Gliedern. 

(u'bcdrf - (- . abedrf 7 ) (y + A) + {a 3 bcdrg + . . abedeg 1 ) h .... 

18 


abcdef(g 3 + h^ + abrdtgk 1 

3 


(o 3 cdtfg + . . . acdrfg *) h 

6 


aedefgh 2 

1 


abedefgh 

1 

29 

Summa 


3432 


ft 


Folynominm ist eine aus unendlich 
vielen Theilen bestehende Gröfso. 


Ponton. Die Bestimmung des Inhalts 
geschieht folgendcrmaafsen : 



2. die vier dreiseitigen Prismen, zwei 
von der Länge a und zwei von der Länge 
b sind = J(a + A)(.4 — a)h. Unter der Vor- 
aussetzung, dafs A-a=H— b hat man 
ß=;4-(a + i). 

Die vier Eckpyramiden sind (>4 — a)*. 

Der Inhalt des Pontons ist demnach 

= [aA + *(« -f 4) (A - «) + ,'i ('« - »)’] *• 

Porisma. Die Erklärungen alle, welche 
Klügel sänuntlich als von verschiedenen 
Mathe matikern herrührend, in seinem ma- 
thematischen Wörterbuch angibt, sind 
mehr und weniger unverständlich. Den 
aufgeführten Beispielen nach ist Porisma 
die Lösung der Aufgabe, aus gegebenen 
geometrischen Gröfsen andere zu finden, 
die alle mit einander in einem constanteu 
Verhältnis steheu. 

Die von Klügel unter No. 5 aufgeführte 


Digitized by Google 





Porisma. 


307 


Potenx. 


beispielsweise Aufgabe ist : Ein Kreis and 
eine gerade Linie sind gegeben. Han 
soll in dem Kreisumfang denjenigen Punkt 


Fig. 910. 



finden, durch welchen nach beliebigen 
Richtungen gerade Linien gezogen, die- 
selben alle so geschnitten werden , dafs 
beide Theile gleiche Rectangel geben. 
Dieser Punkt ist der Durchschnittspunkt 
der aus dem Mittelpunkt auf die gerade 
Linie gefällten Normale. Denn dafs DB 
x BE constant ist, findet man mit Hülfe 
des Halbmessers CD. Es ist nämlich 
DE=2CEiin Ja = 2 r «in i« 

FE- EGiecFEG=EG-coiec{a 
mithin DExFE=2r‘ EG. 

PoroilUt, s. n. dem Art .Atom“ 
pag. 163 

PuitiT, s. affirmativ. 

Poaltloaswlnkel eines Sterns, der ge- 
bildet wird durch zwei gröfste Kreise, der 
eine durch den Pol der Ekliptik, der an- 
dere dnreh den Pol des Aequators. 

Postulat, s. u. „Constrnctions- 
sitze“, pag. 124. 


Potenotsche Aufgabe. Es sind die drei 

Punkte A, B, C ihrer Lage nach bekannt, 
oder was dasselbe ist, das Dreieck ABC 
ist gegeben; man soll einen beliebigen 
vierten Punkt D gegen die gegebenen 
drei Punkto seiner Lage nach bestimmen. 

Bezeichnet man die Seiten AC und 
BC mit 4 und a, die Winkel des Drei- 
ecks mit A , B, C. Ferner wird voraus- 


Fig. 911. 



gesetzt, dafs man von D aus nach den 
gegebenen drei Punkten visiren kann 
und dafs mithin Z.BDC = a und /_A DC 
= ß bekannt sind. 

Die beiden /_ CAD und CBD sind un- 
bekannt, mit x und y bezeichnet und 
man hat 

y = 360° — C — D — x 
oder der Abkürzung wegen den bekann- 
ten Winkel 360 °—C—D mit y bezeich- 
net: y = y — x. 

Die Diagonale CD läfst sich ans den 
beiden Dreiecken ACD und BCD aus- 
drücken, es ist nämlich 

Ci> = Ä».*<£^ 

«in ß «in a 


, , 6 «in a «in ly — x) «in y co« x — co* y «in x 

hieraus — • - — - = — “ - ■ — : - 

a «in ß «in x «in x 


— «in y rot x — co« y 


...... b «in n 

Mithin cot x - — - + cot y 

o «in ß 

Eben so ist cot y = -?- • + cot y 

“ b «in (i ’ 

Ist y stumpf, d. h. sind /.C + ^D 
< 180 °, so ist cot y negativ zu nehmen. 

Potenz ist ein Product aus zweien oder 
mehreren gleichen Factoren. 

49 = 7x7 = 7»; 64 = 8x8 = 8* = 4x4x4 = 4* 
= 2x2x2x2x2x2 = 2*. Die Anzahl der 

G leichen Factoren heilst der Exponent, 
ie mehrmal genommene Zahl neifst die 


Wurzel; die Potenz wird nach der Zahl 
des Exponenten benannt. 

Jede Wurzel ist die erste Potenz: 
7 = 7 1 ; 49 = 7’ ist die zweite Potenz von 
7 oder das Quadrat von 7 oder 7 im 
Quadrat. So heifst die dritte Potenz 
auch der Cubns, die vierte auch Bi- 
quadrat. 

Desgleichen wird nach dem Exponent 
die Wurzel benannt und man hat zweite 
oder Quadratwurzel, dritte oder Cu - 
bikwurzel, vierte oder Biquadrat- 
wurzel, 5te, lote Wurzel u. s. w. 

SO* 
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Bleibt die Wurzel dieselbe und man 
potenzirt diese nach der natürlichen Rei- 
henfolge von Bruchzahlen, so heifst die 
constante Wurzel die Basis, die Expo- 
nenten heifsen Logarithmen, die Po- 
tenz der Numerus, die ganze Reihen- 
folge der Potenzen in Summa ein Lo- 
garithmensystem. 

Die alten Mathematiker verglichen be- 
kanntlich die arithmetischen Gröfsen im- 
mer mit den geometrischen, sie nannten 
daher die zweite Potenz eine viereckige 
Zahl oder ein Quadrat, die vierte ein 
Quadratoquadrat, die fünfte einen 
Quadrato-Cubus, die sechste einen 
Cubocubus. Dahor bei Euklid die in 
Potenz commensurabele und incommen- 
surabele Linien. 


Potenzexponent, s. u Exponent. 

Potenzrechnung, s. u. Potenz. 

Potenzzeichen, desgl. daselbst. 

Praktik, welsche, ist die Kunst, beim 
Rechnen mit Leichtigkeit und Schnellig- 
keit zu verfahren. 

Presse, die hydraulische, s. „hydrau- 
lische Presse“. Alle übrigen Pressen 
zum bürgerlichen Gebrauch, auch mecha- 
nische Pressen genannt, werden durch 
Hebel, Keile odor Schrauben in Tbätig- 
keit gesetzt. 

Primftctoren einer Zahl sind die ein- 
fachsten Theiler derselben, z. B. die Prim- 
factoren der Zahl 120 sind 2*2*2 '3*5. 


1. Die Elementarrechnung mit einfachen 
Potenzen oder die Species derselben be- 
stehen blos in zwei Rechnungsarten, dem 
Multipliciren und dem Dividiren. Erste- 
res geschieht durch Addition, letzteres 
durch Subtraction der Exponenten. 

< n X a m = -- =a u ~ m 

£-( t)' 

«*X «• = «»+*=„*; ?l =a »-‘ = a ->=± 

a * a 

( a *) m („»)<=„>»; („«)* = 

I 


Primzahlen sind Zahlen, dio aus keinen 
Factoreil bestehen, die kein Product sind. 
Die von 1 bis 100 sind: J, 2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17, 19 , 23 , 29 , 31, 37, 41, 43 , 47, 
53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 
und 97. Die Zahl 2 ist die einzige ge- 
rade Zahl unter den Primzahlen. Es gibt 
kein äuJ'seres Kennzeichen für eine un- 
grade Zahl mit Ausnahme, deren End- 
ziffer die 5 ist, ob sie Primzahl ist oder 
nicht. 

Primzahlen unter sich sind solche 
Zahlen , die keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben als 25 und 36. Sie wer- 
den auch relative Primzahlen ge- 
nannt. 


Es ist \ a = a " • a" = ( , 


V« 


P«’= ) a ; ) a * . i’ • e - a 
m \P 


M.c* 

( m \P mp m r, 

a" ) = a " ; Va*=‘ya' n = a"‘ 

(„*)*=. V = ,v 

JL 2P „ 

(a m ) “ = a n =Va m l > 

w p m ^ p mq -f- np 

a" y. a 1 = b" 7 — a •» 


m 

V OL _ £. m 1 - ”l‘ 

= o " 1 =a "7 

£_ 

a 7 

/ a / » Vi _ a m • o" _ a m+ " 

\l) \b) ~ 

Potenz der Hyperbel ist Fig. 718, pag 
965 im Art. .Hyperbel“ das Quadrat 
der Linie IHZ, oder der halben Linie MN. 


Prisma ist ein Körper, welcher zwei 
parallele congruonte Endebonen besitzt, 
und deren diese verbindenden Seitenflä- 
chen Parallelogramme sind. Jeder mit 
den Endebenen -t 7 genommene Durch- 
schnitt ist denselben congruent. 

2. Zwei Prismen sind congruent, wenn 
sie congruente Endflächen und eino con- 
gruento Seitenfläche haben. 

3. Ein schiefes Prisma hat denselben 
Inhalt mit einem geraden von denselben 
Seitonkanten, dessen Grundflächen aber 
ein auf die Seitenkanten normal geführ- 
ter Durchschnitt ist. Denn ist GlIJ ein 
normaler Querschnitt des schiefen Prisma 
ABC DEP, so nimm auf der verlänger- 
ten Kante AP ein Stück GL = AP, lege 
durch L eine Ebene 4= zu GlIJ und er- 
weitere die Seitenflächen dos Prisma, bis 
sie die Ebene schneiden, so entsteht ein 
gerades Prisma GIIJKLM , dessen Kan- 
ten denen des schiefen Prisma gleich sind. 

Da AP— GL so ist AG—PG\ ebenso 
folgt BK = EH , CM - DJ u. s. w . Bringt 
man also den Körper GHJ DEE so in 
den Körper KLM ABC , dafs die Grund- 
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flächen GHJ und KLM congruiren, so 
werden auch die Kanten GF, EH u. s. w. 
mit deu Kanten AL, BK u. s. w. zu- 
sammen fallen, weil sie auf den Grund- 
flächen normal und je zwei und zwei 
einander gleich sind; mithin fallen auch 
die Punkte F, D, E u. s. w. auf die 
Punkte A, C, B u. s. w. und die End- 
flächen eben so. Daher decken sich auch 
alle Seitenflächen, folglich sind die Kör- 
per ABCLKM und DEFGIIJ congruent. 

Nimmt man nun von dem Körper 
DE FL K M einerseits den Körper .1 B(' L KM 
hinweg, so bleibt das schiefe Prisma 
ABCDEF, nimmt man andererseits den 
gleich grofsen Körper DEFGHJ, so bleibt 
das gerade Prisma (i li J L K M ; das schiefe 
und das gerade Prisma sind also gleich 
grofs.' 

4 In einem Parallel epijped u m sind 
die gegenüber liegenden Seitenflächen 
gleich und parallel. 

Denn das P. ist ein Prisma, dessen 
Endflächen Parallelogramme sind. In 
einem Prisma sind die Endflächen con- 
gruent, folglich die Endflächen des P. 
congruente Parallelogramme. Bei zweien 
gegenüberliegenden Seitenflächen sind 
also je zwei Seiten einander 4= und gleich, 
folglich diese Seitenflächen =t= und s, 
weil überdies die homologen Winkel gleich 
sind, da ihre Schenkel + laufen. In 
einem Paralielepipedum kann man also 
je zwei einander gegenüberliegende Be- 
grenzungsflächen als Grnnd- oder End- 
flächen betrachten. 


5. Zwei Parallelepipeda von congruen- 
ten Grundflächen und gleichen Höhen 
sind gleich grofs. 

Denn legt man die Grundflächen der 
beiden P. so auf einander, dafs sie con- 

S ruiren und die P. selbst auf einer Seite 
er congruirenden Grundflächen liegen, 
so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

1. Wenn zwei gegenüberliegende Sei- 
tenflächen des einen P. mit zweien des 
anderen in einer und derselben Ebene 
liegen und 

2. Wenn keine Seitenfläche des einen 
mit keinor Seitenfläche des anderen in 
einer und derselben Ebene liegt. 

Es seien nun im lsten FMABCDEFGH 
und ABCDJKLM die beiden P., bei de- 
nen die Seitenflächen AG, AL, DH, DM 
in einer Ebene liegen. Da sie gleiche 
Höhen haben , so fallen auch die oberen 
Endflächen Fll und KM in einerlei mit 
der Grundfläche BD + laufende Ebene 
und so bildet sich das vierseitige Prisma 
AELC, dessen Endfläche die Trapeze 
ABLF und DOME sind. Dieses Prisma 
wird durch die Ebene ADJK in zwei 
Theile zerlegt, wovon der eine das P. 
AM, der andere das dreiseitige Prisma 
ADEFKJ ist. Eben so zerlegt die Ebene 
BCHG jenes vierseitige Prisma in das P. 
AII und das dreiseitige Prisma BCHGLM. 
Diese dreiseitigen Prismen sind aber £2; 
denn es ist die Grundfläche AFK der 
einen N der Grundfläche BGL der an- 
deren, die Seitenfläche ADEF des einen 
SS der Seitenfläche BCHG des anderen 
und diese beidon sind gegen ihre Grund- 
fläche unter gleichen Winkeln geneigt. 
Nimmt man daher von dem vierseitigen 
Prisma nach einander die dreiseitigen 
hinweg, so mufs Gleiches übrig bleiben. 
Nun bleiben aber die beiden zu verglei- 
chenden Parallelepipeden, folglich sind 
diese gleich grofs. 

2ter Fall. Liegen die Seitenflächen 
des einen mit denen des anderen in 
verschiedenen Ebenen, so sei NOPQ 
die obere Endfläche des Parallelepipeda 
ABCDNOPQ. Erweitert man nun die 
Seitenflächen ADNO nnd BCQP bis sie 
die erweiterten Ebenen der Seitenflächen 
ABGF nnd CDEH schneiden, so bildet 
sich über der Grundfläche ABCD durch 
Erweiterung der oberen Endflächen EG 
nnd NI’ ein drittes Paralielepipedum 
ABCF.JKLM, mit welchem nach dem 
ersten Fall die beiden Parallelepipeda 
ACIIF und ACQO gleich grofs sind, und 
folglich sind die eben genannten auch 
unter sich gleich grofs. 
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6. Jeiies Parallelepiped läfst sich in 
ein gerades von derselben Höhe und von 

g leich grofser und rechtwinkliger Grund- 
äcbe, d. h. in ein rechtwinkliges P. ver- 
wandeln, welches mit dem gegebenen 
einerlei Körperinhalt hat. 

Denn construirt man über der Gründ- 
liche des gegebenen ein gerades von 
derselben Hohe, so ist nach dem vorigen 
Satz das letzte mit dem gegebenen von 
gleicher üröfse. Es sei ABCUEFJK das 
gleich grofso gerade P.; auf der Seito 
AB der Grundfläche errichte man bis an 
Cl) in A und B die Normalen AII und 
BG, so entsteht das Rechteck AHGII 
gleich der Grundfläche ABCD. Errichtet 
man nun über ABGH als Grundfläche 
ein gerades P. von einerlei Hüho mit 
dem ABCDEFJH, so ist jenes ein recht- 
winkliges, welches mit dem gegebenen 
eine gleich grofse Grundfläche und eine 
gleiche Höhe hat, ist aber auch von glei- 
chem körperlichen Inhalt mit dem gege- 
benen. Denn man kann die gemeinschaft- 
liche Seitenfläche ABEE als Grundfläche 
betrachten, so bat dann das Paralle- 
lepipedum ABCDEFJK und das recht- 
winklige, dessen Grundfläche ursprüng- 
lich ABGH ist, einerlei Grundfläche und 
gleiche Höhe, folglich sind beide I’. gleich 

f rofs ; das rechtwinklige ist also auch mit 
em gegebenen gleich grofs. 

7. Parallelenipeda verhalten sich ihrem 
körperlichen Inhalt nach wie die Pro- 
ducte aus den Inhalten ihrer Grundflächen 
mnltiplicirt mit den zugehörigen Höhen, 
sofern man die Grundflächen nach einerlei 
Flächeneinheit und die Höhen nach der- 
selben Längeneinheit bestimmt. 


Denn da P., wenn sie nicht rechtwink- 
lig sind, sich in solche mit gleichen Grund- 
flächen und gleichen Höben verwandeln 
lassen , so ist der Beweis nur für recht- 
winklige zu führen. 

Es seien zuerst die P. von congruen- 
ten Grundflächen, dann lassen sie sich so 
in einander legen, dafs ihre Grundflächen 
congrnent und ihre Seitenkanten zusam- 
men fallen, dafs einer also ein Theil des 
anderen wird. 

ABC und ABI) seien die beiden zu 
einander gelegten P., deren gemeinschaft- 
liche Grundfläche AB, dann sind AC 
mul AI) ihre Höhen. Ist nun zuerst AC 
commensurabel mit AU, so sei AE ihr 
gemeinschaftliches Maafs. Dieses sei in 
AC n-, in AU mnial enthalten. Trägt 
man nun AE von A nach U auf und 
legt durch die Endpunkte der aufgetra- 
genen Tbeile Ebenen + zu AB, so zer- 
fällt dadurch das P. ABC in », das P. 
ABCD aber in m unter sich congruente 
Theile. Bezeichnet man nun einen die- 
ser Theile mit P, so hat man Pp. ABC 
— nP und Pp. ABU = mP ; folglich ist 

P= 1 ABC und also Pp.ABU = " ABC-, 

n n 

mithin ist ” der Name des Verhältnis- 

n 

ses ABC -.ABU. Ganz eben so folgt, 

dafs AU = ~ AC, folglich hat auch das 

Verhältnifs AC : AU denselben Namen 

— , die beiden Verhältnisse sind also ein- 
n 

ander gleich und daher P. ABC : P. ABU 
= AC-.AU. 

Sind die Uöhen AC und AU incom- 
mensurabel, so folgt eben so, dafs jene 
beiden Verhältnisse immer einerlei An- 
näherungsnamen und mithin ebenfalls 
einander gleich sind; es verhalten sich 
also P. mit congruenten Grundflächen 
wie ihre zugehörigen Höhen. 

Nun seien ferner bei zwei rechtwink- 
ligen Pp. A und B die Nebenseiten der 
Grundflächen des einen und a, b die des 
anderen, die zugehörigen Höhen seien II 
und A, die Inhalte der Pp. Bund p. Nnn 
denke man sich zwei andere P. , wovon 
das eine zu Nebenseiten der Grundflächen 
A, B und zur Höbe A hat, der Inhalt 
dieses P. — /\ von dem anderen P seien 
i, B die Nebenseiten der Grundflächen 
und A die Höhe, der Inhalt =p’, so hat 
man nach dem Erwiesenen P : P' = H : A. 
Bei den Pp. P und p' kann man die 
Seitenflächen, deren Nebenseiten B und 
A sind, als Grundflächen betrachten, dann 
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sind ihre Höhen A, a nnd inan hat eben- 
falls /' : p = A : fl. 

Hei den P|>. »’ und ;• kann man die 
Seitenflächen, deren Nobensciten n und 
A sind, als (irundflärhcn hetrachten, dann 
sind diese gleich und II und 4 sind die 
zugehörigen Höhen , folglich ist auch 
p':p = Bi b. 

Setzt man die drei Proportionen dnrch 
Multiplication zusammen, so erhält man 


Kig fl 14. 



PJ y : /■>// = II • A • B : bab 
woraus P : p ~ ABII : abb. 

Sind G und g die Inhalte der Grund- 
flächen der Pp. P und p, so hat man 
G :g = AB -.ab, folglich P:p = H • G : hg. 

8. Ein P. wird von einer durch zwei 
gegenüberliegende Seitenkanton gelegten 
Ebene in zwei gleich grofse dreiseitige 
Prismen zerlegt 

Han schneide das P. mit einer Ebene, 
die auf den Seitenkanten desselben nor- 
mal ist, so ist der Durrhschuitt ein Pa- 
rallelogramm und wird dnrch die Diago- 
nalfläche also in zwei congruente Dreiecke 
gctheilt, welche die normalen Durch- 
schnitte der beiden dreiseitigen Prismen 
sind, worin das P. zerlegt wird. Nun 
ist jedes Prisma gleich einem geraden, 
dessen Grundfläche der normale Quer- 
schnitt des ersten ist und dessen Seiten- 
kanten dieselben sind, folglich sind hier 
die dreiseitigen Prismen so grofs als zwei 
congruente dreiseitige Prismen , folglich 
sind sie auch unter sich einander gleich. 

fl. Zwei dreiseitige Prismen verhalten 
sich also wie die Pp., von denen sie die 
Hälften sind, folglich nie die Products 
aus ihren Höhen in die doppelten Inhalte 
der Grundflächen, also auch wie die Pro- 
ducts aus Grundfläche und Höbe. 

10. Zwei Prismen verhalten Bich im 
Allgemeinen wie die Products aus den 
Inhalten ihrer Grundflächen in ihre Höhen. 

Denn es bezeichnen P und p die bei- 
den Prismen, C nnd g die Inhalte ihrer 


Grundflächen, II und h die zugehörigen 
Höhen. Man zerlege jedes Prisma durch 
Diagonalehenon durch die Seitenkanten 
in dreiseitige. Dio des Prisma P seien 
der Reiho nach P, P, P, .. P„; dio In- 
halte deren Grundflächen G, G , G , .. G„, 
Bei dem Prisma p bezeichnen p, p, p, .. p 
und g, g , g, dasselbe. 

Da nun dreiseitige Prismen sieb wie 
die I’roducto aus Grundfläche in Höhe 
verhalten , so verhalten sie sich wie ihre 
Grundflächen, wenn ihre Höhen gleich 
sind. 

Also 

P,:P,:P,:...P II = G,:G,:G 3 : . . . C 
daher 

P,':P,+ P t + ...P„ = G, , :G, + G,+...G <( 
eben so folgt 

P. -P. + P. + •••?., = ». : S. + J i 1 

Aber P, + P, + ../’„ = P 

P. + P. + • • P„ = P 
G, + G, + .. G l( — G 

J, + S.+ -J„ = S 

Also hat man auch 

P, : P = G, : G 

P, ■P = S>-3 

Nun verhält sich 

P, : p, = G, II : g, h 

Es ist aber auch, wenn man die Hin- 
terglieder der letzten Proportion mit b 
mnltiplicirt, 

p,:p = g,h:gb 

woraus P : P, = GH : G, H 
hieraus P : p= GH : G, H 

11 Der Inhalt eines Prisma ist das 
Product aus den Zahlen, welche den In- 
halt der Grundfläche nach dem Quadrat, 
dessen Seite die Längeneinheit und die 
Höhe nach der Längeneinheit selbst be- 
stimmen. 

Denn sind P und p zwei Prismen, die 
Inhalte ihrer Grundflächen G nnd g ihre 
Höhen mit der Längeneinheit gemessen 
II und A, so hat man nach dem vorigen 
Satz P : p = GII : gb. Ist nun p ein Wür- 
fel, dessen Kante jede = 1 , so ist g — 1, 
k = 1, also auch jA = 1. 

Bezeichnet man nun diesen Würfel mit 
*, so hat man 

P :k = GH : 1 
mithin ist P= GH • k 
folglich ist G • H die Zahl, welche angibt, 
welches Vielfache der Raum des Prisma 
P von dem Körperraum des Würfels k 
ist, folglich ist GH der Inhalt des Prisma. 

Aehnliche Prismen siehe Bd. I., pag. 31. 
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einem dreiseitigen Prisma 
ABCDEF kennt man drei in einer' Ecke 
xusaminenstofsende Kanten wie auch die 
ebenen Winkel dieser Ecke; die Neigungs- 
winkel aller das Prisma begrenzenden 
Flachen, den körperlichen Inhalt und die 
Oberfläche desselben zu finden. 

1. Bezeichnet man die Kanten AB mit 
AC mit b, AD mit c, die gegebenen 

Winkel BAC mit a, BAD mit ß, CAD 
mit y, so sind wegen dieser bekannten 
Winkel a, ß, y auch die Seiten des sphä- 
rischen [^bcd bekannt, also auch die Win 
kel 6, c, d. D. h. die Neigungswinkel 
der Seitenflächen ADEB, AD FC gegen 
die Grundfläche und gegen einander selbst. 

2. Im geradlinigen Dreieck ABC kennt 
man die beiden Seiten AB , AC und den 
Winkel BAC, folglich auch die Winkel 
ABC , ACB und die Seite BC. 

3. Im sphärischen Dreieck ace kennt 
man nun den Winkel a—b, nebst den 
Seiten ec, ne ( 1 80° — fl), folglich auch 
die Winkel c, e und die Seite ce. Der 
Winkel c gibt die Neigung der Ebone 
BF.FC gegen die Grundfläche A B(f und 
der Winkel t die Neigung der nämlichen 
Ebene gegen AB DE, 


Fig. 915. 



4. An der Ecke C kennt man die Win- 
kel ACB (8), ACF 180 °-y und BCF 
= 180 — CBE — 180° — et, folglich läfst 
auf eine ähnliche Art wie bei A der Nei- 
gungswinkel der Ebenen BCFE, ACFD 
Anden. 

5. Der körperliche Inhalt eines Prisma 
ist dio Hälfte von dem des Parallclepi- 
peds von doppelt so grofser Grundfläche 
und ist demuach 


«bc l'»in i (« + fl + y) • ‘in * 0» + Y - ' 

6. Die Oberfläche des Prisma besteht 
aus drei Parallelogrammen und zwei 
Dreiecken. Es ist aber (\ACB = &DFE 
= Jn& rin n. Parallelogramm ABED = 
oc sin fl, ACFD — bc sin y. Da ferner BC 
nnd CBE ischon gefunden worden’, so 
setse man BC=f, CBE = (, alsdann ist 
Parallelogramm CBEF —cf »in f. Nimmt 
man lalles dieses zusammen, so erhält 
man die gesuchte Oberfläche 
ab sin a + ac sin fl + bc sin y + cf sin £ 

13. Ein schief abgeschnittenes dreisei- 
tiges Prisma ist dreien Pyramiden zu- 
sammen genommen gleich, von einerlei 
Grundfläche mit dem Prisma, deren Hö- 
hen aber die Abstände der Winkelspitzen 
des schiefen Schnitts von der Grundfläche 
sind , oder oinem dreiseitigen vollständi- 
gen Prisma =_von derselben Grundfläche 
und dessen Höhe das arithmetische Mit- 
tel aus jenen drei Abständen ist. 

Denn es sei ABC die Grundfläche, 
DBF der schiefe Schnitt des dreiseitigen 
Prisma. Man lege durch die Eckpunkte 
A, C, E und C, E, F Ebenen, so zerlegen 
diese das Prisma in drei dreiseitige Py- 
ramiden. Diese drei Pyramiden sind 
FDEC ( FDE Grundfläche, C 8pitze), 


0-rin J(n + y-/?)rii«K« + |S ->0 

ABCE ( ACB Grundfläche, E Spitze) und 
AFF.C (CAE Grundfläche, F Spitze). Die 
Pyramide ABCE hat mit dem Prisma 
einerlei Grundfläche und ihre Spitze im 
Winkelpunkt E des schiefen Schnitts, 
also zur Höhe den Abstand dieses Punkts 
von der Grundfläche. 

Betrachtet man von der Pyramide 
ACFE das Dreieck ACF als Grundfläche, 
so ist E ihre Spitze, und weil BF, mit 
A F also auch mit der Ebeno des Drei- 
ecks ACF + läuft, so ist diese zweite 
Pyramide auch einer Pyramide gleich über 
derselben Grundfläche ACF, die ihre Spitze 
in B hat. Von dieser Pyramide ist das 
Dreieck ABC eine Begrenzungsfläche; 
nimmt man diese als Grundfläche an, so 
hat sie ihre Spitze in F. Die zweite Py- 
ramide ACEF ist also gleich einer Py- 
ramide von einerlei Grundfläche mit dem 
Prisma nnd deren llöho der Abstand des 
Winkelpunkts von der Grundfläche ist. 
Nimmt man bei der dritten Pyramide 
CDEF das &CUF. als Grundfläche, also 
F zur Spitze, so ist sie, weil AF der 
Ebene CDE, einer Pyramide gleich über 
derselben Grundfläche CDE mit der Spitze 
in/1. Von dieser ist dasAACüeine Begren- 
zungsfläche ; nimmt man diese zur Grund- 
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fläch«, so bat sie ihre Spitze in E, weil BE I)a fs die Pyramide ACDE gleich ist 

mit der Ebene ACI) Häuft, sie istalso einer der Pyramide CDEE, folgt unmittelbar, 
Pyramide gleich über derselben Grund- weil A-lf D = A ('HF. Ist nun y der 
flache ACD und Spitze in H, mithin Inhalt der Grundfläche .tÄf, und sind 
ist auch die dritte Pyramide CDEE die- A, A', A" die Abstände D, E, F von der 
ser letzt genannten Pyramide gleich. Man Grundfläche, so sind die Inhalte der drei 
kann aber bei letzterer die Begrenzungs- Pyramiden, dio das Prisma ausmachen, 
fläche ABC als Grundfläche betrachten; \g A, JyA', JyA", daher der Inhalt des 
dann ist D ihre Spitze, folglich ist die Prisma = Jy (A + A' + A”). 
dritte Pyramide einer Pyramide gleich Sind die Seitenkanten auf der Grund- 
über der Grundfläche der Prisma, die den fläche normal, so sind sie zugleich die 
Abstand der Winkelspitze D zur Höhe hat. Abstände der Winkclspitzen des schiefen 

Schnitts von der Grundfläche, und daher 
ist in diesem Fall der Inhalt des Prisma 
ein l’rodnct aus der Grundfläche und dem 
arithmetischen Mittel der drei Sciten- 
kanten. 

14. Der Inhalt eines dreiseitigen schief 
abgeschnittenen Prisma ist gleich dem 
Product aus dem Inhalt eines auf die 
Scitenkanten normal geführten Durch- 
schnitts nnd dem arithmetischen Mittel 
dieser Seitenkanten. 

Denn cs sei (1IIJ ein normaler Quer- 
schnitt des schief abgeschnittenen Prisma 
CDEE, so zerlegt der normale Schnitt 
dasselbe in zwei Theilc, deren Inhalte 
sich nach dem Vorigen bestimmen lassen, 
indem man GHJ als Grundfläche für 
beide Theile betrachtet, denn dann hat 
man 

Prisma ABCGHJ = a GHJ x J (.AG + BH + CJ ) 

Prisma DEEGHJ = A GIIJ x J (EG + EG + DJ) 

Prisma A BCDEF = A GIIJ x J (A E + BE + CD) 

15. Den Inhalt eines schief abgeschnit- Fig. 917. 

tenen vierseitigen Prisma zu finden, wenn 
die vier Seitenkanten und der normale 
Querschnitt gegeben sind. 

Es sei ABCDEFGII das vierseitige 
schief abgesehnitteno Prisma, dessen End- 
flächen ADCD und EEGII , die Kante 
AE sei o, BG = 4, CH = c, DE = d, JKLM 
der normale Querschnitt. Zieht man in 
diesem die Diagonale KM, so sei &JKM 
= g , KLM = g . Legt man durch die 
Kanten DE und BG eine Ebene, so zer- 
fällt dadurch das Prisma in zwei dreisei- 
tige, wovon nach dem vorigen Satz 
das eine ABDEEG = J(a + A + d) g 
das andere BCDEGH = j(A + c + d) g' 

Daher ist der Inhalt des vierseitigen 
Prisma ABC D EEGII = 

4(* + A-t-</)y + 4(A + c + d)y' 

= + cy ^ + j (A + d) (y + y 1 ). 

Ist die Seitenfläche ABDE + der Sei- 
tenfläche C DEII , ihr Abstand von ein- len Querschnitts = /, und 'die parallele 
ander gleich A, die Seite JM des norma- Seite KL =1, so ist y = JAl.^y' = JA; , da- 





rf*! 
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her in diesom Fall das vierseitige Prisma 

= l(« + A + <0-t«+4(*+e + <0-1*1 

= 4*/(« + A + d) + l(« + A + e). 

Sind die parallelen Seitenflächen ABGF 
und CDRH Rechtecke, so ist 4 = a, d = r, 
daher der körperliche Inhalt 
= **[(2a + <•)/ + (* + 2c)l], 


Fig. 01Ä. 



IG. Der Inhalt eines schief angeschnit- 
tenen Parallelepipeds ist das Product aus 
dem Inhalt der Grundfläche nnd dem 
arithmetischen Mittel der Abstände zweier 
gegenüberliegenden Winkelspitzen des 
schiefen 8chnitts von der Grundfläche. 

Es sei ABCÜ der schiefe Schnitt des 
Parallelepipeds über der Grundfläche 


F.FGH das Inhalts = g. Die Abstände 
der Winkelspitzen A, B, C, D seien in 
derselben Folge a, 4, r, d von der Grund- 
fläche. Legt man nun durch die Kanten 
B(! und DE eine Ebene, so tbeilt diese 
das I’arallelepiped in zwei schief abge- 
schnitteno dreiseitige Prismen, deren 
Grundflächen die Hälften der Grund- 
flächen des Parallelepipeds sind. Folg- 
lich ist nach dem Obigen 

ABl>EFG=ig-l(a + t + <0 
BCDF.GH = 1 9 • h (4 + e + <0 
Mithin der Inhalt des ganzen Paralle- 
lepipeds 

= i» • 4(° -M + <0 + iS J (4 + c + <0 

= Ij (o + 24 + 2d + c) 

Der schiefe Schnitt ist ein Parallelo- 
gramm, weil die Gegenseiten die Durch- 
schnitte des schiefen Schnitts mit Paral- 
lelebenen sind. Die Diagonalen halbiren 
sich also wechselseitig in ihrem Durch- 
schnitt J. Legt man durch die Lothe 
n und c und 4 und d Ebenen, so sind 
diese auf der Grundfläche des Parallele- 

S ipeds normal , die Durchschnittslinie JK 
ieser beiden Ebenen ist also auch ein 
Loth auf der Grundfläche, und folglich 
ist 2 JK = o + c = 4 + <f. Substituirt man 
daher für 4 + <f seinen Werth a + r in 
den obigen Inhaltsausdruck des Paralle- 
lepipeds, so wird derselbe 
= U(3a + 3c) = j- *(« + <•)• 

Ist das schief abgeschnittene I’aralle- 
lepiped ein gerades, so sind die Abstände 
der Winkelspitzen des schiefen Schnitts 
von der Grundfläche die Kanten selbst, 
und hieraus folgt wie hei dem dreiseiti- 
gen schief abgeschnittenen Prisma, dafs 
der Inhalt jedes schief abgeschnittenen 
Parallelepipeds ein Product ist aus dem 
Inhalt eines auf die Kanten normal ge- 
führten Querschnitts und dem arithme- 
tischen Mittel zweier gegenüberliegenden 
Kanten. 


Fig. 921. 
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17. Prismen sind ähnlich, wenn sie 
ähnliche Grundflächen, eine ähnliche ho- 
mologe Seitenfläche und diese unter glei- 
chen Winkeln gegen die Grundflächen 
geneigt haben. 

Denn es seien ABCDEFGU und 
abcdefgh zwei Prismen, worin die Grund- 
flächen ABF.F und abef , sowie die Sei- 
tenflächen ABCD und abcd einander ähn- 
lich und die letzten gegen die ersten 


Fig. 922. 



unter gleichen Winkeln geneigt, alsdann 
ist die Ecke bei B v der bei b. Denn 
wegen der Aehnlichkeit der Grundflächen 
ist AB E = Seite nie, und wegen Aehn- 
lichkeit der Seitenflächen Seite ABC =abc, 
nnd wegen gleicher Neigungswinkel der 
Seiten FE, fe sind auch die von diesen 
eingeschlossenen Winkel gleich Folg- 
lich sind auch die Seiten CBE und cbe, 
so wie die Winkel, welche diese Seiten 
mit den Seiten ABE und nie machen 
einander gleich. Die Seitenflächen BCE 
und bce der Prismen sind also gleich- 
winklig und gegen die Grundflächen un- 
ter gleichen Winkeln geneigt. Wegen 
Aehnlichkeit der Grundflächen ist AB-.ab 
- BE-be , und wegen der Aehnlichkeit 
der Seitenflächen AB :ab = BC:be. Mit- 
hin ist auch BC : bc = BE : br. Daher 
sind die Seitenflächen BCE und bce ähn- 
lich, schliefst man so fort, so folgt, dafs 
alle homologen Seitenflächen ähnlich und 
folglich alle homologen Winkel gleich 
nnd alle homologen Kanten und Linien 
proportional sind. 

18. Aehnliche Polyeder verhalten sich 8. 
wie die Würfel der homologen Kanteji 
oder Linien. 

Man fälle auf die Grundflächen die 
Lothe CG und cg und ziehe BG und bg, 
so sind die z CBG und cbg die Neigungs- 
winkel der Kanten BC, bc gegen die 9. 
Grundflächen, und da die Ecken B und 


* 9! sind, so sind diese Neigungswinkel 
einander gleich , mithin die Dreiecke 
CBG, cbg oinander V. Daher hat man 
CG icg = BC : bc = AB : ab. 

Es ist aber auch Grundfläche 
ABEF: abef- AB' : ab*. 

Setzt man beide Proportionen zusam- 
men, so erhält man 

CGx ABEF: cg X abef = AB* : ab*. 

Nun verhalten sich aber Prismen wie 
die Producte aus ihren Grundflächen und 
Höhen, folglich ähnliche Prismen wie dio 
Cubi ihrer homologen Kanten. 

Prisma, achromatisches, siehe den Art. 
„achromatisch*, pag. 24. 

Prisma, (Optik) hat in der Physik Wich- 
tigkeit in Betreff der Brechung der Licht- 
strahlen. Das Wesentlichste hiervon s. 
den Art. „Brechung der Lichtstrah- 
len*. 

Prisma (Kryst.). Es gibt deren sehr 
viele: 

1. Das quadratische oder die qua- 

dratische Säule hat die Form 891. 

2. Das oblonge oder die rectangu- 

läre Säule hat die Form eines 
rechtwinkligen Parallelepipeds. 

3. Das rechtwinklig vierseitige. Es 

gibt zweierlei derselben und kommen 
diese häufig mit den Qnadratoctae- 
dern vor. * 

4. Das achtseitige, das vier und vier- 

kantige hat 8 Flächen mit zweierlei 
Kanten. 

5. Das sech ssei t ige; ihre 6 Flächen sind 

der Hauptaxe parallel. 

6. Das zwölfseitige, sechs und sechs- 

kantige hat 12 r'lächen, 12 Kanten 
die der Hauptaxe + , die Kanten 
zweierlei, 6 abwechselnd sind stum- 
pfer nnd 6 abwechselnde schärfer. 

7. Das vertikale vierseitige steht 
in genauer Beziehung zu den Rhorn- 
bendodekaedern. Die Kanten des P , 
welche an den Endpunkten der zwei- 
ten Nebenaxe liegen, heifsen die er- 
sten, die an den zweiten Seiten- 
kanten die zweiten Seitenkan- 
ten. 

Das horizontale, deren Flächen der 
zweiten Nebenaxe + sind, heifsen 
die ersten horizontalen Pris- 
men; deren Flächen der ersten Ne- 
benaxe 4: sind, die zweiten hori- 
zontalen Prismen. 

Das vertikale P. und die beiden ho- 
rizontalen Prismen , die zu einem 
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und demselben Octaeder gehören nnd 
deren Flächen daher eine gleiche 
Lage haben wie die Kanten desselben, 
heifsen die drei zusammengehö- 
rigen Prismen. 

10. Das vordere schiefe Prisma, 

11. Das hintere schiefe Prisma eiues 
zwei and eingliedrigen Octaeders, 
kommen aber in den zweierlei Flä- 
chen eines zwei und eingliedrigen 
Octaeders getrennt vor, woher die 
zwei schiefen Prismen, in welche sie 
zerfallen können, auch besonders be- 
zeichnet werden. Dies geschieht nun 
dadurch, dafs man das Prisma, des- 
sen obere Flächen an dom Octaeder 
an der hinteren Seite liegen, das 
vordereschiefe Prisma, das letz- 
tere das hintere schiefe Prisma 
nennt. 

Bei der Bezeichnung eines Octae- 
ders müssen immer die /.eichen bei- 
der Prismen ausgeführt werden, da 
eines nie das andere voraussetzt. 

12. Das vierseitige Prisma, deren 
Flächen der Hauptaxe t sind. 

13. Das vertikale Prisma, deren Flä- 
chen der Hauptaxe 4= sind. 

14. Das erste horizontale Prisma, de- 
ren Flächen der zweiten Neben- 
axe L sind. 

15. Das zweite horizontale Pris 
na, deren Flächen der ersten Ne- 
benaxe h sind. 

Prismatisches Krystallisationssy- 
Stem ist das vierte System, das cinund- 
einaxige System, bei welchem drei 
unter einander ungleichartige Axen 
unter rechten Winkeln sich schneiden 
(s. „ Axensystem“). 

Prismoid ist ein Körper, dessen Grund- 
flächen parallele geradlinige Oberflä- 
chen von gleich vielen aber unähnli- 
chen Seiten sind. Die Seitenlinien oder 
Kanten sind sich einander, keine oder 
nicht alle parallel, wie sie in dem Prisma 
sind. Die Folge der parallelen Durch- 
schnitte mufs als stetig gedacht werden. 

Probe, RechDDDgsprobo ist eine Rech- 
nung, mit welcher man sich versichert, 
dafs eine in Zahlen ausgeführtc Rech- 
nung richtig ist. Die beste Probe ist, 
wenn zwei Rechner sio unternehmen und 
ihre Resultate übereinstimmend finden. 
Wenn ein Rechner dies nicht haben kann, 
so mag er selbst die gauze Rechnung 
nach einer Zwischenzeit wieder vorneh- 
men nnd zwar auf eine abgeänderte Art. 
Z. B. beim Addiren, besonders vieler 


Posten wird er einmal von oben herunter, 
das andere Mal von unten nach oben 
summiren; auch fängt man nach dersel- 
ben Richtung mit einer Einheit mehr 
oder weniger an , wo man als Resultat 
eine Einheit mehr oder weniger erhält. 

Die Multiplication mag es durch die 
Division, die Division durch die Multi- 
plication prüfen. Hier können auch die 
Logarithmen nützliche Dienste leisten. 
Das Facit einer Regel de trie nehme man 
als ein gegebenes Glied der Proportion 
und eines der gegebenen Glieder zum 
Gesuchten. Siehe ferner die Art. .Neu- 
nerprobe, Eilforprobe*. 

Problem, s. unter dem Art. .Auf- 
gabe *. 

Problem von drei Körpern , s. d. Art. 
„Perturlationen“. 

Problem, ballistisches, s. u .Balli- 
stik*. 

Problem, beaanisches, ist folgendes: 

Die Gleichung für die krumme Linie 
AM zu finden, in welcher die Ordinate 
PM zu der Subtangente PR sich verhält 
wie eine gegebene gerade Linie zu dem 
Unterschied der Ordinate und Abscisse. 

Fig. 923. 



D. i. wenn die gerade Linie AD unter 
dom Winkel von 45° durch den Anfang 
der Abscissen A gezogen wird, welche 
PM in ß schneidet Lund die gegebene 
Linie D heilst, so soll sein 
PM : PR = D : 1UQ. 

Jacob Bernonlli hat diese Aufgabe all- 
gemeiner gemacht, dafs or statt der ge- 
raden Linie AB irgend eiuo krumme 
Linie setzte. 

Es sei AMN die gesuchte krumme 
Linie, die Abscisse AP = x, die Ordinate 
PM-y , der Winkel APM ein rechter, 
die gegebene Linie D = u. 
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Es ist die Subtangente PR = y 

also nach der Bedingung der Aufgabe 
9y : 9 t = a : y — x 
d. h. ad x = y 9y — x 8y. 

In dieser Differenzialgleichung sind die 
veränderlichen Gröfsen nicht gesondert. 
Inzwischen hat man hier nicht nöthig, 
eine Substitution oder einen Multiplicator 
zu suchen. Man subtrahire auf beiden 
Seiten das Differenzial ady, so ist 
a 9 t — a 9y = y 9y — x 9y — a 9y 
«(8*-0,) = 8y 


oder 


Da 


a + x — y 


./ u ( 


so ist log n - 


conat. 


und 




0 + * - y 

Soll die krumme Linie durch den An- 
fangspunkt der Ahscissen gehen, so ist 
der Logarithmus = 0 wenn y = 0 und die 
zugehörige Zahl ist =1, also Const.—a 

, a y 

und logn — - = — . 

a *f x — y a 

Man nehme auf der Abscissenlinie AC 
= a, ziehe CV unter dem Winkel von 
45° oder 4= AB, verlängere HM bis an 
CV in S , so ist MS ~ a + x — y. Es sei 
MT 4- CP, so ist auch MT =a + x — y 
und CT= y p'2. 

Man setze TM = u, CT = z, 

. , , a s 

so ist In — = — 

M n|2 

Es ist also die krumme Linie eine lo- 
garithmisehe, deren Asymptote CV ist. 
Dafs die Coordinaten CT, TM einen Winkel 
von 45° machen, ist kein wesentlicher 
Unterschied von derjenigen , wo der Coor- 
dinatenwinkel ein rechter ist. Die be- 
rührende II M schneide die Asymptote in 
V. Ebenso wie bei rechtwinkligen Co- 
ordinaten ist TV = — “ Aus der 
0« 

. 8« 

Qieichung zwischen u und z folgt 


9s 

= - — also ist TV = a p2 oder die 

a V2 

Subtangente auf der Asymptote ist un- 
veränderlich wie an der logarithmischen 
mit rechtwinkligen Ordinaten. 

Dieses hat Descartes gefunden. Er 
läfst die krumme Linie durch die stetige 
Durchschneidung zweier geraden Linien 
beschreiben, deren eine sich 1 mit AB, 
die andere + mit ^4C von dem Punkt 
A an bewegt. Die Geschwindigkeit der 
ersteren läist er gleichförmig sein, die 
Geschwindigkeit der anderen aber zuneh- 
men nach dem umgekehrten Verhältnifs 
des auf AC noch rückständigen Weges 
für die mit AB parallele. In A sollen 
beide Geschwindigkeiten 'gleich grofs sein. 
Dieses ist ganz richtig. Die mit AB pa- 
rallele sei in LM, die mit AC parallele 
in TM, ihr Durchschnitt M. Es sei AL 
= i und LM — CT = i, so ist der senk- 
rechte Abstand der TM von AC = y = * - . 

1 2 

Die Geschwindigkeiten der Linien LM, 
TM, jener nach der Richtung AL, dieser 
nach der Richtung PM verhalten sich 
wie öt : Oy. Nun ist l~a—u, also dt 
= — 9u die Gleichung zwischen u und z 
D« Du 

gibt = — . Daher ist 9< : 9y = 

& a — I a 9 

a 

a — t : a = 1 : . 

a — I 

In A , wo f = 0 ist, ist 9< : 9y = 1 : 

a — f 

Man kann auch, wie man hieraus sieht, 
TM sich gleichförmig und LM sich un- 
gleichförmig bewegen lassen, sowie mau 
die Logarithmen ursprünglich in arith- 
metischer Progression , die zugeordneten 
Zahlen in geometrischer sich vorstellt. 

Product ist dieGröfse, welche ans der 
Multiplication zweier oder mehrerer Zah- 
len entsteht. Wie ein Product numeri- 
scher Gröfsen gefunden wird , lehrt die 
gemeine Arithmetik, s. „Multi plica- 
tion *. Für allgemeine Gröfsen, als Zah- 
len betrachtet, zeigt es die Buchstaben- 
rechnung, für Reihen insbesondere die 
Combinationslehre. 


2. das Product (1 - z 3 ) (l — iz 3 ) (1 - ^z*) (1 — ^z 3 ) u. s. w. ist = *'* — und 

ni 

das Product (1 - »*) (1 - i» 3 ) (1 — p,z*) u. s. w. = cot im. 

Denn es ist »in y = <p — Jip 3 -}- T jo® 1 — u. s. w. 
nnd ™»<F = l-i?> , + M J -Tio<iP‘ + ... 

Die erste Reihe wird =0, wenn (f =0 Setzt man daher für <f die Gröfsen nt 
oder (jp ein \ ielfaches von =fc n wird, und und J,vz, so haben die obige Reihen ihre 
die zweite Reihe wird = 0, wenn y ein Richtigkeit und Gültigkeit, 
ungerades Vielfaches von ± J n wird. 
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3. Das Product (l + s 8 ) (1 + 1»*) (1 + 4**) . . . = - 


2 TT* 

( fr* W*v 

« ‘ + • * ) 

Denn es ist 

4--. + ±+ *’ ■ ** • ** ■ * s ■ ** 


11 « 




l»2«3~l»2*3*4'l*2»3*4*5 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 

x 4 x s 


1 t 1-2 t*2-3 + 1-2-3-4 1 • 2 • 3 ■ 4 • 5 T I • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 

Duker ist 5 (e* — e“ J ) = ■*' + ■ — 5 — ; — £ + ••• M) 


+ T~ 


■2-3 


*(4- +.-')=* +jh+r 


• 2 • 3 - 4.6 

X 4 3* # 

2-3.4 r^2 • 3 • 4 >5-6 


+ ... (*) 


Die Reibe A verwandelt sich, wenn 
x j' 1 — 1 statt x gesetzt und alles dnrch 
I'- 1 dividirt wird, in die Reihe für «in x 
und diese ist gleich dem Product 

Prodnctionsmuchlne, s. den Art. ,Ar- 
heitsmaschine*. 

Progression, Reihe ist eine nach einem 
bestimmten Gesetz fortlaufende Reihen- 
folge von Zahlengröfsen. Es gibt zwei- 
erlei P., arith inethische und geo- 
metrische P. Die enteren sind in dem 
Art. Arithmetische Reihe ausführ- 
lich abgehandelt. 

Die geometrische Progression ist 
eine Reihenfolge von Zahlengröfsen, in 
welcher jedes vorstehende Glied mit einer 
constanten Zahl multiplicirt wird, um das 
unmittelbar darauf folgende Glied zu 
geben. 

Eine Reihe ist nach beiden Richtungen 
endlos, sie ist nach einer Richtung hin 
steigend, wachsend, nach der anderen 
hin fallend, abnehmend. 

4-4-4- 1-2 -4-8- 16.... 

Die Zahl, mit welcher jedes voranste- 
bende Glied multiplicirt wird, um das 
nachfolgende Glied zu erhalten, heifst 
der Exponent; in dem vorstehenden Bei- 
spiel ist derselbe = 2 . 

Die allgemeine Form einer geometri- 
schen Reihe ist 


Also gegeben 

a -f ea -f e*a -f- e 3 a •(■ ....4 r* *« = S 
ea -p e*a -f ehr + **a + = eS 

Zieht man nun die obere von der un- 
teren ab, so hat man, da alle inneren 
Glieder mit einander sich aulheben 

e”a a = eS - S 
t" a 

woraus S = : 

e — 1 

Ist das erste Glied und irgend ein an- 
deres P, ferner der Exponent t gegeben, 
so erhält man die Angabe des wie viel- 
ten Gliedes, welches P ausmacht, aus 
der Formel für S. Denn es ist 

P » a * 

S = - — - bekannt. Setzt man nun P= e , 
e — \ 

so hat man 

x log e = log S + l°9 ( e — 0 — ^°9 a 
Es sei P=512, e = 2 , a = l, 


ea • e*a • e“a . 


das 


wo bei o, dem ersten Gliede, 
wte Glied ist. 

Um die Summe der Glieder solcher 
Reihe zu erhalten, multiplicire die gege- 
bene Reihe mit dem Exponent und schreibe 
sie darunter. 


2 X • 1 

so ist 8 = 512 = — j — 

und x log 2 = log 512 

.. . . hgbU 2,7092700 

hieraus ist * = ^ 10300 “ 9 ‘ 

Pronische Zahl ist die Summe einer 
Zahl und ihres Quadrats oder ihres Cu- 
bus oder ihres Biquadrats, nämlich a + a’ 
oder a + a* oder a + a*. 

Proportion. Dieser Gegenstand ist iu 
diesem Wörterbuch unter verschiedenen 
Artikeln ausführlich behandelt worden. 
8. die Art. .Arithmetische P.* und 
geometrische P.“; . conti n uirliche 
oder stetige P.“ s. u. dem Art. „Con- 
tinuirlich. Multipl. P.* in dem Art. 
. Aequivale nt* ; ferner die Art. „ con- 
trageometrische P. *: .fortlau- 

fende oder geordnete P.' in dem Art 
.Geometrische P.* No. 3. Endlich 


Proportion. 


319 


Proportionalität, 


die Art. „Harmonische P. und con- 
tr »harmonische P.“ 

Der Uebelstand, dafs wenn die Propor- 
tionalität i weier Arten von Gröfsen für 
den Fall bewiesen ist, wo die Gröfsen 
jeder Art commensurabel sind, dafs es 
dann auch noch für den Fall, wo sie in* 
commensurabel sind, geschehen mufs, 
veranlagt ein allgemeines Kennzeichen 
aufzusuchen, für welches zwei Gröfsen 
der einen Art mit zweien Gröfsen der 
anderen Art proportional sind, diese Grö- 
ßen mögen commensurabel oder incom- 
mensurabel sein, wenn nämlich bei ihnen 
dieses Kennzeichen wahrzunehmen ist. 

Zwei Gröfsen einer Ar£ sind nämlich 
mit zweien Gröfsen einer andern Art 
proportional, wenn sie so Zusammenhän- 
gen, dafs immer je zwei Gröfsen der einen 
Art dasselbe Verhältnis haben, als die 
beiden ihnen einzeln angehörigen mit 
ihnen zusammenhängenden Gröfsen der 
anderen Art. 

Das Kennzeichen der Proportionalität 
derselben ist nun das, dafs die Ganzen 
der einen Art auch zu den Ganzen der 
anderen Art gehören müssen. Man denke 
sich ein Dreieck afg , in diesem zwei mit 
fg parallele Linieu bd und ce gezogen, 
so hangen die beiden von den Seiten 
abgeschnittenen Stücke ab , bc der einen 
mit denen ad } de der zweiten Seite so 
zusammen, dafs ad und de als Gerade 
der anderen Art proportional sind, wenn 
die Summen ab + bc und ad -f de. Da 
dies nun hier ist, so sind die genannten 
Geraden proportional. Zu erweisen ist 
nun allgemein der Lehrsatz. 

Zwei Arten von Geraden sind propor- 
tional, wenn zu den Ganzen zweier Ge- 
raden der ersten Art immer auf das 
Ganze zweier jenen einzelnen angehöri- 

S sn oder mit ihnen zusammenhängenden 
röGsen der anderen Art gehört; oder 
wenn zwei Gröfsen a, b von einer mit 
zwei Gröfsen A und Ä, jenen einzeln zu- 
gehörig, von anderer Art in solcher Be- 
ziehung stehen, dafs gleichwie zu den 
einzelnen Gröfsen a und b, respective 
die Gröfsen A und B stehen, auch zu 
dem Ganzen jener = a -f b immer das 
Ganze dieser Gröfsen = A + B gehörig 
ist, so sind die Gröfsen a und b den 
Gröfsen A und B proportional und man 
hat a:b-A'B. 

Beweis. Es sei b = a, so ist der Vor- 
aussetzung nach B = A , und es gehört 
dann zu a-f-Ä=a-fa = 2a die Grölse 
A -f A = 2A, d. h. das Ganze der einen 
Art eben so abhängig wie die Einzelnen 
der einen zu dem einzelnen der anderen 


Art. Es sei ferner b = ma, so ist a + b 
= (m -f- 1) a. Sind nun A und B Gröfsen 
anderer Klasse und stehen mit a und b 
in gleicher Beziehung und es findet zwi- 
schen A + B dieselbe Beziehung zu a + b 
statt, d. h. A + B ist = (m + 1) A , so sind 
A , B und a, b proportional, denn aus 
A + B = (m -f 1) A folgt B - mA , also 
dasselbe Vielfache von A wie b von a 
ist. Also a \b — A : B. 

Ist b — - 1 a. also b j- a = ~ a i a 
n n 

_ « -f m 

n 


Ist nun A -f- B auch = — ^ - A , so 
n 

folgt B = A, mithin a : b = A : B. 

Folglich besteht die Proportionalität 
bei obiger Voraussetzung, wenn die Grö- 
fsen commensurabel sinu. 

Sind die Gröfsen einerlei Art incoui- 

m 

> — a 

mensurabel, d. h. b * . , also 
m -f- 1 

< a 

n 


Ha 


n m 
> a 

n 

c »-f m + I 


ebenfalls 


> 

< 


n 

n 

» -t m + 1 

» 


and es ist II f n 


so folgt aas 

A 


> — a 

letzterem ß „ + i , d. h. es sind io 

< a 

n 

dem Verhältnifs a : b = A : ß die Hinter- 
glieder immer zwischen denselben Viel- 
fachen ihrer Vorderglioder begriffen, sie 
haben also gleich irrationale Verhältnifs- 
namen, sind mithin einander gleich und 
man hat daher auch in diesem Falle 
a : A — ,-1 : ß. 

Proportionale, mittlere, zwischen zwei 
Zahlen. Die mittlere arithmetische ist 
die halbe Summe beider Zahlen, die mitt- 
lere geometrische ist die Quadratwurzel 
ans deren Product. 

Proportionale Spirale, s. v. w. .lo- 

garitnmiscbe Spirale“. 

Proportionalität , der Bestand zweier 
Zahlen in irgend einer der gedachten 
Proportionen. 
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Proportlonallirkel. ein ans zwei wie 
die Schenkel eines Zirkels drehbar um 
einander verbundene Lineale Auf diesen 
Linealen sind gerade Linien aus dem 
Mittelpunkt der Bewegung getragen, die 
nach verschiedenen Verhältnissen einge- 
theilt sind; paarweise, auf jedem Lineal 
eine Jede dieser getheilten Linien ist 
ein Maafsstab, welcher die Stelle einer 
Tabelle vertritt, indem die beigesetzten 
Zahlen gewisse zu den Längen der Linien 
gehörige Gröfsen bedeuten. Dazu kom- 
men oft noch Linien an dom äufseren 
Rande parallel mit denselben. Diese 
dienen schlechthin als Maafsstäbe. 

1. Die arithmetische Linie ist oine 
in gleiche Thoilo eingctheilte Linie, 
worauf die beigesetzten Zahlen die Län- 
gen von dem Mittelpunkt der Bewegung 
oder Theilung angeben. 

2. Die geometrische Linie gibt 
durch die Zahlen der Eintheilung die 
Quadrate der Längen an, wo das Qua- 
drat der Länge 1 zur Einheit dient. Die 
Längen verhalten sich wie die Quadrat- 
wurzeln der beigezeichneten Zahlen. 

3. Die cnbischc Linie gibt durch 
die Zahlen der Eintheilung die Würfel 
der Längen an, so dafs die Längen selbst 
sich wie die Kubikwurzeln der Zahlen 
verhalten. 

4. Die Linien der Seiten regu- 
lärer Vielecko zeigt für die beige- 
setzte Zahl der Seiten die verhältnils- 
mäisige Länge derselben, so dafs jede 
dieser Längen auf dem Kreise, dessen 
Halbmesser der Seite des Sechsecks gleich 
ist , sich so oft herumtragen läfst als die 
Anzahl der Seiten angibt. Die Seite des 
Sechsecks sei =r, die Anzahl der Seiten 
eines Vielecks = », so ist die Scito = 

. 180° 

2 r sin . 

n 

Auf dem Proportionalzirkel, wie ihn 
Galilei angegeben hat, sind die Zahlen 
der Vielecke in umgekehrter Ordnung 
gesetzt. Die Länge zu der Zahl 6 ist 
•nun die Seite nnd die Länge zn einer 
anderen Zahl, z. B. lt), ist der Halbmes- 
ser zu dem Zehneck oder Vieleck. 

6. Die Linie der Chorden der 
Polygonwinkel zeigt die Verhältnisse 
der Chorden von den Nebenwinkeln der 
. , „ 180° 
Centri winkel an. Diese sind =2rco* . 

Die Linie ist entbehrlich. 

G. Die tetragonische Linie zeigt 
für die beigesetzte Zahl der Seiten re- 
gulärer Vielecke, welche gleichen Inhalt 
haben, die verhältnifsmäfsige Länge der 


Seiten. Der gegebene Inhalt sei die 

. 4a* 180° „ 

Seite = e, so ist e* = — >9 — — i *• *»■ 

wenn die Seite des Dreiecks 10000 Theile 
erhält, so ist die Seite des eben so gro- 
fsen Vierecks = 6580, des eben so gre- 
isen Fünfecks 5017 n. s. w. 

7. Die Linie für die Eintragung 
der regulären Körper in eine Ku- 
gel zeigt die verhältnifsmäfsige Länge 
des Durchmessers einer Kugel und der 
Seiten der cinzutragendcn Körper. 

8. Die Linien für die Verwand- 
lung der regulären Körper zeigt die 
verhältnifsmäfsige Länge der Seiten bei 
gleichem Inhalt, zugleich mit dem Durch- 
messer einer gleich grofson Kngel. 

9. Die Linie der Chorden gibt die 
Länge der Chorden zu den beigesetzten 
Graden eines Kreisbogens an, wobei die 
Länge zn 60° der Halbmesser ist. Diese 
Linie dient zugleich als Linie der Si- 
nns für die halben Bogen. 

10. Die Linie der Tangenten gibt 
die Länge der Tangenten zu den beige- 
setzten Graden eines Kreisbogens an, 
wobei die Tangente von 45' J der Halb- 
messer des Kreises ist. Cm Verwirrung 
in der Eintheilung für die kleinen Bogen 
zu vermeiden , wird diese Linie an der 
äufseren Seite der beiden Schenkel ge- 
zeichnet, so dafs, wenn beide gerade aus- 
gestreckt werden, sie zusammen die voll- 
ständige Linie der Tangenten bis zu der 
Tangente 2 oder dem doppelten Halh- 
messer (= lg 63° 26’ . . .) ausmachen. 

11. Die Linie znr Eintheilnng 
einer geraden Linie dient, eine ge- 
rade Linio in 2 bis 12 gleiche Theile 
zu theilen ; ferner die Eintheilung nach 
dem äufseren und mittleren \ erhaltnisse 
zn machen; auch zu dem Durchmesser 
eines Kreises den Umfang oder umge- 
kehrt zu finden. Sie ist entbehrlich. 

12. Die Fortificationslinie enthält 
die verhältnifsmäfsigen Längen der Halb- 
messer regulärer Vielecke für eine ge- 
gebene Länge der Seite, auch noch die 
zugehörigen Längen der Flanke, der Kehl- 
linie und der Kapitallinie, die aber nach 
alten Systemen genommen zn werden 
pflegen. Diese Linie mag füglich weg- 
bleiben, da auch die Maafse an den 
Bastionen keine bestimmten Verhältnisse 
haben können. 

13. Die metallische Linie enthält 
die Durchmesser gleich schwerer Kugeln, 
also überhaupt die ähnlich liegenden 
Seiten gleich schwerer ähnlicher Körper 
von verschiedenen Metallen. 
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14. Man findet auch noch auf den Pro- 
portionalzirkeln einen Kaliberstab für 
Geschütz und Kugeln an der äufsercn 
Seite gezeichnet, hei dessen Gebrauch 
das Instrument ganz geöffnet wird, dafs 
es ein gerader Maafsstah wird. 

15. Lomhert hat dem Proportionalzirkel 
eine besondere Hinrichtung zu perspec- 
ti vischen Zeichnungen gegeben. 
Auf der einen Seite sind fünf Paar Linien 
gezogeu , an welchen die Längen sich 
umgekehrt wie die Eintheilungszahlen 
verhalten, um dadurch den porspectivi- 
schen Abstand eines Punktes von der 
ilorizontollinic zu finden. Auf der an- 
deren Seite sind die Linien der Sinus, 
Tangenten und Secanten gezeichnet nebst 
einer elliptischen Linie, durch deren 
Hülfe die Ordinaten einer Ellipse für an- 
genommene Ellipsen gefunden werden. 

16. Jacob Bernoulli hat einen Propor- 
tionalzirkel für SchiflTahrer angegeben. 
Aus dem Rhumb (der Richtung des Schif- 
fes) und der Veränderung der Breite 
wird dadurch die Veränderung der Länge 
gefunden. 

17. Die Engländer haben viel weniger 
Doppellinien an ihren Sertoren oder Pro- 
portionalzirkeln, aber mehr einzelne an 
den äu (seren Seiten als Maafsstäbe, von 
jenen, nach Hutton nur die arithmetische, 
diejenige der Chordeu, Sinus, Secanten, 
Tangenten bis 45° nnd nach einem klei- 
neren Maafsstabe über 45° nebst der 
Linie der Polygone. Als Maafsstäbe ein- 
fach, einer in Zolle und kleinere Theile 
getheilten, ferner für Chorden, Sinus, 
Tangenten, einige zur Schifffahrt die- 
nende und einige logarithmische Maafs- 
stäbe. 

18. Der Proportionalzirkel ist ein nütz- 
liches Instrument für Personen, die im 
Rechnen und in geometrischen Conatruc- 
tionen ungeübt sind Es ist aber kost- 
bar, besonders wenn es vollständig sein 
soll. Auch mufs es eine ziemliche Länge 
haben, wenn man eine gewisse Genauig- 
keit erhalten will. Mäfsig geübto können 
es füglich entbehren. 

19. Der Gebrauch beruhet auf der Lehre 
von den ähnlichen Dreiecken: ln dem 
&ABC sei DE + BC , so sind die Drei- 
ecke ABC, ADE ähnlich und es ist 
AB : AD = BC : DE. Dadurch werden die 
Glieder eines gegebenen Verhältnisses 
AB: AD in diejenigen eines diesem glei- 
chen BC:DE verwandelt, von welchen 
eines BC oder DE gegeben wird. Auf 
dem Proportionalzirkel nimmt mau auf 
zwei gleichbenannteu Linien AB , AB 
die gleichen Längen AC, AC und AD , 

IV. 


AD , so sind CC, DD parallel bei jeder 
Eröffnung des Instruments. Oeffnet man 
dasselbe so weit, dafs man mit einem 
Handzirkel zwischen zwei gleichnamigen 
Punkten C, C eine gegebene Linie fafst, 
so erhält man zwischen zwei anderen 
gleichnamigen Punkten D , D (die auch 
auf der anderen Seite von C, C liegen 
mögen) eine Linie DD, die zu CC das 
Verhältnifs AD : AC hat, und die Linien 
CC, DD haben auf die bei C, D gesetz- 
ten Zahlen eiten die Beziehungen, wie 
AC und AD gegen sie haben. 


Kig. 9*>4. 



Z. B. CC lind CD sollen dio ähnlich 
liegenden Seiten zweier ähnlicher Figu- 
ren sein , deren Flächen sich wie 3 : 2 
verhalten, so nimmt man auf der geo- 
metrischen Linie beider Schenkel zwei 
Punkte C, D, deren Zahlen wie 3 : 2 sind, 
daher eben so die ähnlichen über CC 
und DD gezeichneten Figuren. Ist die 
eine gegeben, so hat man gleich durch 
das Instrument die andere. 

Man wolle dio Seite eines Fünfecks 
haben, dessen Halbmesser gegeben wird. 
Auf der Linie der Polygone nehme man 
zwischen den Punkten 6, 6 dio Weite 
DD dem Halbmesser gleich, und dann 
die Weite CC zwischen den Punkten 5, 
5, so ist CC die gesuchte Seite des Fünf- 
ecks. Ist die Seite des Vielecks gegeben, 
so fafst man diese zwischen den zugehö- 
rigen Zahlen und das Intervall 6, 6 ist 
der Halbmesser zu demselben. 

20. Der Proportionalzirkel bat anfangs 
noch eine andere Gestalt gehabt als die 
ietzt gewöhnliche hier beschriebene, näm- 
lich die eines Doppolzirkels mit einem 
verschiebbaren Gewinde, welches nach 
den bezifferten Abtheilungen auf den 
Schenkeln gestellt und befestigt wird. 
Dieser Zirkel bildet zwei Vertikalwinkel, 
an welchen die Abstände der Spitzen sich 
wie die Längen der gleichen Schenkel 
verhalteu. Speckle in seiner Architec- 

21 
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tura von Festungen, welche zum ersten- 
male 1 589 lierausgekommeu ist, erwähnt 
gleich im Anfänge eines solchen Zirkels 
zum Verjüngen, zugleich eines anderen 
zu diesem Zwecke ganz in der Form un- 
seres Proportionalzirkels „ Andere“, sagt 
er, .haben einen breiten Zirkel gemacht, 
mit einem unbeweglichen Ceutro, da sie 
dann auf beiden Linien in der Mitte der 

espaltenen Linien die Tbeilungen der 

'erjüugungeu gemacht, und so weit man 
ihn allewege aufthut, ist allewege die Ver- 
jüngung von einem bis in die 20 Theile 
gestanden und hat man solche Theilung 
mit einem andern Zirkel nehmen und 
suchen müssen." Er habe, fährt er fort, 
.diese und andere Zirkel Ul Gebrauch 
nicht genau genug gefunden, sondern 
habe -ich andere machen lassen,“ die völ- 
lig so beschaffen sind , wie di« noch jetzt 
üblichen Goppelzirkel mit «ntgegenge- 
-etzten Schenkeln und festem Gewinde. 
Er hat deren mehrere mit venachiedenen 
Verhältnis»» n der Länge der Schenkel 
abgebildet. Für alle diese last rumento 
gebraucht er die Benennung Empört io 
nalzirkel. 

21. Aas dem DoppeMifcd mit beweg- 
lichem Gewinde ist vermutlich der Pro- 
portionalzirkel des Jobst ßurgi oder Justus 
Byrgius entstanden, den Levin Hulsius 
in seinem dritten Tractat der mechani- 
schen Instrumente (Frankfurt 1604) be- 
schreibt. Es sind auf den Schenkeln 
mehrerlei Abtheilungen, sechs Arten an- 
gebracht, um nicht blofs Linien, sondern 
auch Flächen und Körper zu verjüngen 
oder zu vergröfseru und noch einige 
Verhältnisse anzugeben. Man fafst mit 
diesem Zirkel die eine Linie zwischen 
dem einen Paar Schenkeln und erhält 
zwischen den Spitzen des anderen Paars 
die dazu gehörige Linie. 

22. Clavius beschreibt in seiner Geo- 
metrie practica, die zuerst zu Rom 1604 
herausgekommen ist, einen Proportional- 
zirkel nach der gegenwärtigen Form. 
Dieser hat auf der einen Fläche nur die 
arithmetische Linie, auf der anderen die 
Linie der Chordeu. Clavius schlägt den 
Namen Instrumeutuw partium vor. Er 
sagt_ nicht, dafs or ein neues Instrument 
angähe. 

23. Gaiiläi machte seinen Proportio- 
nalzirkel im J. 1606 bekannt, in einer 
sehr selten gewordenen Schrift. Die Ein- 
richtung ist ganz wie an den jetzt ge- 
wöhnlichen Instrumenten. Die darauf 
gezogenen Linien sind die arithmetische, 
geometrische, stereometrische, metallische, 
polygraphische (für regelmäßige Vielecke) 


die tetragonica und eine adjuncta, mit- 
telst weicher Kreisabschnitte und Mon- 
de quadrirt werden können. Mathias 
Bernegger hat die Schrift ins Lateinische 
übersetzt und mit einem Comentar ver- 
sehen, welcher wieder ins Italienische 
übersetzt ist, wie er es sehr verdiente 
Er fügte noch die Linie der Chorden und 
zwei Linien für die regulären Körper 
bei. Ein Mailänder Balthasar Capm 
eignete sich in einer Schrift die Erfin- 
dung dieses Instruments zu, worüber Ga- 
iiläi mehr als cs die Sache verdiente und 
er es nöthig hatte, sehr aufgebracht wurde, 
sogar dafs ohne Zweifel auf seine Ver- 
anlassung alle vorräthigeu Exemplare der 
Schrift des Capra contiscirt wurden. Er 
bestätigte durch Zeugnisse, dafs er den 
Proportionalzirkel vor 10 Jahren (um 
1597) erfanden habe, und dafs seit der 
Zeit wohl auf 100 Stück in Padua wären 
gefertigt worden. Einem Manne wie Ga- 
iiläi mag man dieses, und wenn die Sache 
viel wichtiger wäre, auf sein Wort glau- 
ben. Vielleicht hat Capra ihn blos necken 
wollen, auf Anstiften der Neider und Wi- 
dersacher des Gaiiläi. 

24. Die Form des Galiläi'scben Pro- 
portionalzirkels ist also nicht neu, wohl 
aber der Gebrauch. Denn die ältere 
diente nur zur einfachen Verjüngung 
oder Vergröfserung der Linien , da sie 
blofs die arithmetische Linie enthielt. 
Die gatiläische Einrichtung dient zu man- 
cherlei geometrischen Coustructionen und 
mag selbst zu Rechnungen bisweilen an- 
gewandt werden, ln Absicht auf die Be- 
kanntmachung durch den Druck ist. nach 
der von Speckte geschehenen Erwähnung 
zweier Verjüngung»- Instrumente, das 
Byrgins-Instrnment das ältere, denn die 
Zueignung des Werkes von Hulsius vom 
20. Mai 1603 und die der Gallileischon 
Schrift vom 10. Juli 1606. 

25. Hultou erzählt in seinem Wörter- 
buch die Geschichte des Proportiooalzir- 
kels folgendermaafsen. Man schreibt, 
sagt er, die Erfindung dem Guido Baldo 
oder Ubaldo um das Jahr 1568 zu. Die 
erste gedruckte Nachricht davon gibt 
Caspar llordeute zu Antwerpen im Jahr 
1584, welcher erzählt, dafs sein Bruder 
Fabricios Mordente in dem Jahr 1554 
das Instrument erfunden habe. Darauf 
hat Daniel Speckle zu Strafsburg im 
Jahre 1589 cs beschrieben, nach ihm 
Thomas Hood in London 1598 , worauf 
sehr viele Schriftsteller über die Geome- 
trie davon gehandelt haben. 

Es ist hier ein Mifsverstand in den 
Benennungen vorhanden, aus dem, was 
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ich aus des Speckle Werk angeführt habe, 
sieht man , dafs die ältere Einrichtung 
in Doppeliirkel, Termuthlich mit beweg- 
lichem Gewinde gewesen ist. Es wäre 
unbegreiflich, wie in dein Streite swischen 
Galilei und Capra diese früheren An- 
sprüche auf die Erfindung des Propor- 
tionalzirkels nicht in Anregung gekom- 
men sind. 

20. lieber den Proportionalzirkel sind 
viele Schriften erschienen. Ein Verzeich- 
nis findet man in Scheibel's neuer Aus- 
gabe von Scheffelte Unterricht vom Pro- 
portionalzirkel, Breslau 1781 in Leupold 
Theatro . . . , wo auch die Byrgische Ein- 
richtung abgebildet und beschrieben ist, 
und in Kästners Geschichte der Mathe- 
matik. 

Pseudomorphosen, (Kryst.) s. v. w. 
„Afterkrystalle“. 

Ptolemäischer Satz, ln einem Vier- 
eck im Kreise ist die Summe der Pro- 
dnete je zweier gegenüberliegender Seiten 
gleich dein Product der beiden Diago- 
nalen. 

Also ADxßC+ ABxCD = ACxBD. 

Fig. 925. 



Denn zieht man die I.inie AE 


so dals 
so ist, da 


/_ BAEz: /_CAO 
£ ABE = £ACD 


&BAEoe&CAD 
Z_BAC= ^BAE+ ^CAE 
= sCAD + /:CAR 
= DAR. 

Ferner ist Z.ACII = £ADB = /_ ADE 
Hieraus hat man 

Z_ABC = /_AEB 
&ABC<x>&AED 
AB : BE = AC-.Cl) 

AC: BC= AD : El) 

Aß x CD = BE x AC 
ADx BC - ED x AC 
hieraus durch Additon 


Nun ist 
also auch 


folglich 

daher 

auch 

oder 


ADxBC + ABxCD = AC x (BE + DK) 
= ACx BD. 

Punkt ist nach Euklid, was keine Theile 
hat; der Punkt kann znr Wahrnehmung 
durch die Sinne nicht dargestellt wer- 
den. In der Geometrie hat man für 
Kreise Mittelpunkte, die Grenzen von 
Linien, die Orte, wo Linien sich schnei- 
den, Durchschnittspunkte, bei Tan- 
genten Berührungspunkte. Punkte 
sind die Spitzen von Winkeln und Ecken. 
In der Statik hat man Angriffspunkte 
der Kraft, Mo menten punkt e, Schwer- 
punkte, todte Punkte (s. .Nebenlast*) 
u. s. w. 

Punkt der mittleren Entfernung. 

1. Der Punkt der mittleren Ent- 
fernungen oder der Mittelpunkt der 
Entfernungen eines Vielecks ist der 
Punkt in der Ebene desselben, welcher 
die Eigenschaft besitzt, dafs seine Ent- 
fernung von jeder in der Ebene des 
Vielecks willkuhrlich angenommenen ge- 
raden Linie oder Axe das arithmetische 
Mittel der Entfernungen positiv oder ne- 
gativ genommen wird, je nachdem sie 
auf der einen oder der anderen Seite der 
Axe liegen. Auch auf Vielecke, die nicht 
in einer Ebene liegen, selbst auf will- 
kührlicbe Puukte im Raum läfst sich 
dieser Begriff erweitern, wenn nur will- 
kühriiehe Ebenen im Kaum als Axen an- 
genommen werden. Die nöthige Kürze 
gebietet jedoch, die Untersuchung auf 
Vielecke in einer Ebene zu beschränken, 
um so mehr, da sie sich leicht auf den 
Raum überhaupt auch ausdehnen lassen 
wird, wenn sie für den specielleren Fall 
richtig aufjgefafst worden. 

Carnot bat den Punkt der mittleren 
Entfernungen in die Geometrie eingeführt 
und in seiner Geometrie de position viele 
merkwürdige Eigenschaften desselben be- 
wiesen. Uebrigens lehrt die Mechanik, 
dafs dieser Punkt mit dem Schwerpunkt 
mehrerer gleichen Massen in den Spitzen 
des Vielecks einerlei ist. 

2. Zuvörderst ist zu zeigen, dafs es für 
jedes Vieleck einen Punkt der mittlereu 
Entfernungen gibt. Nimmt man näm- 
lich willkunrlicn zwei auf einander senk- 
rechte Axen an und bezeichnet die Co- 
ordinaten der Spitzen des Vielecks durch 

s.: x i,y>; *».y. n - *• w - 

so ist, wenn die Seitenzahl = n ist, der 
Punkt, dessen Coordinaten 

* = — (*, + *, + *»+•••) 
y = -^-(y,+ y, + y, +--•) , 

91 * 


' 4 ** 

4 V 1 
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sind, der Pnnkt der mittleren Entfernun- 
gen- Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, 
dafs diese Gleichungen oder wenigstens 
die Ordinatengleichnng für jede zwei an- 
dere Axeu eben so statt finden. Sind diese 
Axen zuerst den primitiven parallel, die 
Coordinaten ihres Durchschnittspunkts in 
Bezug auf die primitiven Axen a, 6, so 
ist, wenn die neuen Coordinaten durch 
Indices von den primitiven unterschieden 
werden offenbar 

x* = x — <f, x* = x, — a ; x\ = x, — a . . . 

»' = y - b, y,' = y, - ll < »'* = ».- *••• 

wenn nur a, b immer mit den gehörigen 
Zeichen genommen «erden. Nach der 
Voraussetzung ist aber 


eins gelton, dessen Axen durch den An- 
fang des primitiven Systems gehend den- 
ken. Auch lassen sich, wie sogleich 
in die Augen fällt, diese beiden Systeme 
in immer paralleler I.age jederzeit soweit 
fortrücken, dals das gegebene \ieleck 
ganz zwischen die Schenkel des Winkels 
n'itjf und man also, ohne der Allgemein- 
heit zu schaden , nur die beiden in der 
Figur dargestellten Fälle je nachdem 
der /_tt < oder ■ 90° ist, zu betrachten 
braucht. 

P ist irgend eine Spitze des gegebenen 
Vielecks. In Fig. 926, a ist Aß = x, 
PH- ry, AB' = x', PB'=y', AB=AC - B'D, 
PB = B‘C 4 PI) d i. 

* = a ■’ cosn — y'iin «, y = x's in <» + y' cum 


r — < 1 = — (x, 4 x. 


Fig 92C 


y- & = — (y,4 y.4», ¥.■■)-!> 

n 

x - a = — (x,4x 1 4x,4..— na) 

n 

y t = - Si4 .. — »A) 

n 

x — a s — [(a-, - a) + (x, — o) 

4- (x, - ä) 4 . . .] 

y - b = ~[(y,—l>) 1 (y,-b) 

+(r. -*) + -] 

x' = — (x,'4 x’i 4- x’,4...) 

n 



y'=~ (»■' + »’• 4 4 . . .) 

so dals unsere Gleichungen auch für das 
neue, dem primitiven parallele System 
gelten. Auen siud sie für iede zwei neue 
auf den primitiven senkrechte Axen rich- 
tig, weil man offenbar j und y vertau- 
schen kann. Ist nuii aber irgend ein 
anderes System gegeben, so kann man 
sich, weil unsere Gleichungen für alle 
parallelen Systeme gelten, wenn sie lür 


ln Fig. 9*26, i dagegen ist A8 = — x, 
PB = y, AB-x\ ftt's-f; AR — AC 

- B'D, PB = B'C + PD d. i. 

— x-x* co» ( 1 80° — a) — (— y ') ros (rt - 90°) 
y = x’ sin (180° -«)+(- y') *•»(«- 90°) 

weiche Gleichungen sich leicht ganz auf 
dieselbe Form wie die obigen bringen 
lassen. Mittelst Elimination erhält man 
leicht aus ihnen 

x' = y sin tt + .1 cos « ; y'= y cos u — x »in a 
Nun ist nach Voraussetzung 


y sin n= ( y , sin n + y, sin n + y s »in tt + . . .) 

fl 

X CO» tt =: ^ (x, COS ft -f- X. cos tt } j m cos « + ...) 

n 

y co» it =■ (y, co» fr -f y, cos tt + y % ros a + . . .) 

x sin « = — (a, »in n + f, »in n + x, »in a + , • .) 

f» 

y firi tt -f J ' t u * n — ~ [Cy* * ,n « + •*'. co * «) 1 (y, *•« tt + x, co» «) -f . . .j 

w 

y cot « 4 x sin n = 1 [(y, co» n - x, sin n ) 4 (y, cus u — x, »in «) 4 - • .] 
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d. i. nach dem so eben bewiesenen 

•*’=-— (*/ + + x'i + . . .) 

y’ = — (y/ + y'j + y'. + • • •) 

die beiden Ausdrücke für j r, y gelten 
also für jedes System, und der durch diese 
Coordinateu bestimmte Punkt ist also 
der Punkt der mittleren Entfernung des 
Vielecks. 

3. Legt man durch den Punkt der mitt- 
leren Entfernung irgend eine gerade Linie 
als Axe der y; so ist y=0 und folg- 
lich an 

y, + yi + y. + ...=■ o 

d. h. die Summe der Entfernungen aller 
Spitzen des Vielecks von jeder durch den 
Punkt der mittleren Entfernungen ge- 
hende gerade Linie = 0. Eine solche 
Linie heifst eine Axe der mittleren 
Entfernungen, für welche 

y, + y, + y t + . . . = o 

ist, durch einen Punkt, nämlich durch 
den Punkt der mittleren Entfernungen. 
Denn man erhält denselben durch die 
Coordinaten 

* = ~ (*. + + -r, + . • .) 

y = ~(y» + yi + »•+•••) 

Ist nun y, -f y, -f y % -f . . = 0, so ist 
auch y = 0, und der Punkt der mittleren 
Entfernungen mufs also in der Axe lie- 
gen , auf welcher die y senkrecht sind, 
d. i. in der gegebenen. 


Anfang der .* annehmen mag, einschlie- 
fsen, diese Winkel immer nach einer 
Seite hin, von 0 bis 360° gezählt, durch 
ff, ; k, ; rr, . . . SO ist: 
x t — *, cos n, com ß | ;x,= i, cosa l 

y, ~ *, sin rr,, y, = J, sin ft , ; y, = *, *»« «j 
folglich da hier .r = y — 0 ist 

0= -i- (*, ros «, -f », cos rr,+ 5 a roi«,-f •••) 

0= — (*, sin «,+ &, sin ff, + », sin ff, -f •• •) 

n 

und domnach, wie auch die Transversale 
durch den Punkt der mittleren Entfer- 
nungen gelegt sein mag 

0 = 5, COS ff, -f 5, COS ff, -f 5, COS ff, -f • •• • 

0 = 5, sin «, + 5, sin ff, -f 5, sin (*, + •••• 

6. Zieht man nun von irgend einom 
anderen Punkt in der vorher durch den 
Punkt der mittleren Entfernungen will* 
kührlich gelegten Axe nach allen Spitzen 
des Vielecks gerade Linien ; s',... 

und bezeichnet die Entfernung des ange- 
nommenen Punktes vom Punkte der mitt- 
leren Entfernungen durch a , so bilden a; 
i , ; s,'; <»,; s,; j', . . . Dreiecke, auf deren 
Grundlinie n die Perpendikel y, \ y, ; y % ... 
von ihren Spitzen gefallt sind. Nimmt 
man nun auf das Vorzeichen des a und 
des x gehörig Rücksicht, so folgt aus 
den Elementen und No. 5 sogleich , dafs 
immer 

»', 2 = *,* -fa 2 — 2ff.r, = t, f -f a 2 — 2ff j, cos fr, 
+ 2ax t =s, , -f fl*— 2ffi, cos er, 

*',* = *, *+ ff* — 2 ax x = s, 2 -f ff 2 - 2 ff 5, cos ff, 


4. Durch eine ganz einfache geome- u * 9 \ w * 

trische Betrachtung erhellt augenblick- folglich durch Addition 
lieh, dafs im Dreieck für jede von einer 5, 2 4-*, 2 -f ,.-f na* 

Spitze nach der Mitte der Gegenseite d . h. die Summe der Quadrate der Ent- 
gezogene gorade Linie als Axe fernungen irgend eines Punkts in der 

y» + y* + . . = 0 ist. Ebene eines n ecks von dessen n Winkel- 

Daher sind diese drei geraden Linien spitzen ist immer der Summe der Qua- 
Axen der mittleren Entfernungen und drate der Entfernungen des Punktes der 
schneiden sich in einem Punkt, näm- mittleren Entfernungen von den n Win« 
lieh in dem Punkt der mittleren Entfer- kelspitzen nebst dem nfachen Quadrat 
nungen des Dreiecks. der Entfernung des ersten Punkts von 

Eben so leicht erhellt, dafs dor Punkt dem Punkt der mittleren Entfernungen 
der mittleren Entfernungen eines Paral- gleich Mittelst No. 4 ergeben sich hier- 
lelogramms der Durchschnittspunkt seiner :l p s leicht spericlle merkwürdige Sätze 
beiden Diagonalen ist. für Dreieck und Parallelogramm. 

5. Zieht man von dem Punkt der mitt- 7. Eine unmittelbare Folge hieraus ist, 

leren Entfernungen nach allen Spitzen dafs die Entfernungen des Punkts der 
des Vielecks gerade Linien s ( ; 5, ... mittleren Entfernungen von des Vielecks 

und bezeichnet die Winkel , welche diese Spitzen die kleinste Quadratsumme geben. 
Linien mit irgend einer durch den Punkt 8. Beschreibt man aus dem Punkt der 
der mittleren Entfernungen gezogenen mittleren Entfernungen mit willkührli- 
-\^ r ^dcn Linie, die man als Axe, den ehern Radius r einen Kreis, so ist für 
1 unkt der mittleren Entfernnngen als jeden Punkt der Peripherie dieses Krei- 
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sm die Summe der Quadrate seiner Ent- 11. Im Parallelogramm ABCD ist nack 
fernungen von den Spitsen des Vielecks No. 4 und 9 
eine constante Grüfte nämlich 

= »,* + i,’ + »,* + ... + »r» Fig. 927 

9. Setst man letztere Gröfse = 9«, so 
erhält man 


•=yi ( 9.. 


■+...) 


Die Peripherie des aus dem Punkt der 
mittleren Entfernungen mit diesem Radius 
beschriebenen Kreises ist also der geo- 
metrische Ort der Punkte, für welche die 
Summe der Quadrate der Entfernungen 
von den Spitzen des Vielecks eine con- 
stante Oröfse, nämlich = 9« ist, wie schou 

Appolonins beweist. Appolonius ebene , 

Oerter, wiederhergestellt von R Sirnson, Aß* + BC* + CD 1 + AU 3 + AL + BI) 
übersetzt von Camerer. Ein ähnlicher = *(Aß* + BP + CE« + DE*) 

Satz lüfst sich auf ganz analoge Art von _ 2 (4ylK t , iBEt) _ 2 , AC t + 
der Engel beweisen. Man sehe hlugel s 



der Enge: 
Lehrbuch 


der Statik. 


10. Von jeder der » Spitzen ziehe man 
jetzt an alle diese n Spitzen gerade Li- 
nien z,’i z', + . - . J a,’ + s,« + z,’ ... J 
* + z,* + z,»...; z,"; 

von dem Punkt der mitt- 


», 

bezeichne 


Aß> + AD* + ßC* + CD« = AC« + ßß«, 
die Summe der Quadrate der vier Seiten 
gleich der Summe der Quadrate der bei- 
den Diagonalen. 

12. Ist £ die Summe der Quadrate 
der Entfernungen irgend einer Spitze A 
des Vielecks von allen übrigen und K 


leren Entfernungen an die » 8pitzon ge- j er p un yt j er mittleren Entfernungen, 
zogenen geradeuLinien durch a ;«*;« ;... SQ ist wel|n s> v f 


= S 


und setze 

(«')»+(«’>* + («’)’+•■ 

so ist nach No. 6 

(z,')* + (‘'.) , + (‘'z)’ + -" =« + »(«*)* 
(z,*)* + (z, 1 )* + (*,«>* + . . . = S + « (««)* 

(z ,y + (z,")’ + (>.")’ + - = S + » 

Es ist aber offenbar z, *= i,«= = 0 


ihre vorige Bedeutung 

behalten 

£= nS (No. 8); 2=S + i.AK»(< 6) 
woraus durch Elimination von 

AK = — - 2} 

n 

mittelst welcher Formel die Entfernung 
jeder Spitze Ton dem Punkt der mittle- 
ren Entfernungen berechnet werden kann, 
und allgemein i* =j w 4 . Folglich ist das 13. Die Mittelpunkte der die n Spitzen 
Aggregat aller Grüften auf der linken j« *«*« verbindenden geraden Linien ha- 
Seite L doppelte Summe der Quadrate ben mit den Spitzen einerlei 1 unkt der 
aller die » Spitzen des Vielecks zu zweien mittleren Entfernungen. Die Coordmatcn 
mit einander verbindenden geraden Linien, der Mitte punkto jener Limen sind nam- 
Bezeichnet man nun diese doppelte Summe * lc " offenbar: 

durch 22’, so erhält man durch beider- 1 (c, *} .c ,). jfxj-fx,), S ( x i 4* • r )'b *•*» 
zeitige Addition leicht 22 = 2nS, 2 = nS, j (x, + x,), j (x, -f r,), J(x, + x,) + ... 
so usft also die Summe der Quadrate 

1 ( x . + ■*„)> l( x . + x ,.)« K x i + x J+ •• 
l(». + yi). Kj« + +»«) + ••• 

i(y. + »/,). {(».+»„)• i (»■ + »«)+• •• 

wobei wir aber jede verbindende Linie 


aller die Spitzen des Vielecks zu zweien 
mit einander verbindenden Linien der 
nfacben Summe der Quadreto der von 
dem Punkt der mittleren Entfernung an 
die Spitzen gezogenen geraden Linien 
gleich ist. Im Dreieck ist also die Summe 
der drei- 


der Quadrate der drei Seiten der drei- d u gcreo hnet haben, so dafs jede 
fachen Summe der Quadrate der drei ge- ; n ,|i eje r Darstellung offenbar 

raden Linien gleich, welche von dem ge- 2 (n - 1) mal vorkommt. Die Summen 
meinscbaftlichen Durchschnittspunkt der der Abscissen und Ordinalen der Mittel- 
die Spitzen mit den Mitten der Gegen- nnkte 9in() als0 
seiten verbindender geraden Limen nach 1 , , ... 

H.n Snir .an H.s Tiroiecks eeiogen wer- 


den Spitzen des Dreiecks gelogen wer 
den (a. No. 4). 


, + *,+*!+ •••) 
i (»-!)<», + », + »» + •••) 
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nnd folglich, da es überhaupt $ * (n — 1) 
Verbindungslinie, also eben so viele Mit- 
telpunkte derselben gibt, wenn die Coor- 
dinaten des Punkts der mittleren Ent- 
fernungen dieser Mittelpunkte durch (jr), 
(jj) bezeichnet werden 

, . _ H» -l) ( *, + * « + *•» + •■•) 

" *»(»-!) 

, . _ 4 (» - i) (s, + », + »,+••.? 

| n (n - 1) 

M = ~ [i(*i + *«) + i < x » + x ») + 

= —{*, + *s + *s + ••■ ■*») 

d. i. (j) = x und ebenso (u) = y. Also ist 
auch der Punkt der mittleren Entfernun- 
gen der Mittelpunkte der Seiten eines 
necks mit dem Punkte der mittleren Ent- 
fernung der Spitzen einerlei, und man 
findet demnach z. B. den Punkt der mitt- 
leren Entfernungen irgend eines Vierecks, 
wenn man die Mittelpunkte seiner Ge- 
enseiten verbindet, da diese Mittelpunkte 
io Spitzen eines Parallelogramms sind. 
14. Sind 4,, A, irgend zwei Spitzen 
des Vielecks, K der Punkt der mittleren 
Entfernungen, K', der Mittelpunkt von 
A,, A . , so erhellt, wenn mau sieb das 
Dreieck KA,A, denkt, leicht, dafs A,K*+ 
A t K , =2A l K,*-\-2K'K, , =^A,A t 1 +iK'K, t 
ist. Denkt man sich von A, nach allen 
den übrigen n — 1 Spitzen gerade Linien 
gezogen 

A.K t +A,K , = iA,A,' + iK'K, t 

A,K* + 4,Ä* = i/M.’ + 2Ä , Ä. , 

A,io + Ä,K* 13,4/ + 2KK/ 

(« - 1) A,K> + ’a , k* + 4,Ä> + ... 4„K* 

= t (4,4/ + 4,4,* + ... + 4,4/) 

+ »{*’«/+ IC Ä/ + ... + «*«„)* 

= (» - 2)4,K J + S, 

wenn S di» Summe der Quadrate der 
Entfernungen des Punkts der mittleren 
Entfernungen von den » Spitzen be- 
zeichnet Denkt man sich nun für jede 
der n Spitzen eine äliuliche Gleichung 
entwickelt, setzt die Summe der Qua- 
drate aller die n Spitzen zu zweien ver- 
blödenden Linien = — , die Stumme der 
Quadrate der Entfernungen der Mittel- 
punkte derselben vom Punkt der mittle- 
ren Entfernungen aber = S\ so erhält 
man durch Addition aller Gleichungen, 
da offenbar jede Verbindungslinie, also 
auch jede Entfernung eines Mittelpunkts 


oder 

(»)»“(», + »« + »! + •••) 

d. i. (») = •»,(*) = * W. felglich der Punkt 
der mittleren Entfernungen der Mittel- 
punkte aller Verbindungslinien derselben. 

Sind (a«), (j) die Coordinale« des Punkts 
der mittleren Entfernungen der Mittel- 
punkte der 8elten eines »eck«, so ist 




vom Punkte der mittleren Entfernungen 
zwoimal verkommt, leicht 

12JT+ 2 • 2S’ = (» — 2) 8 + hS 
(n-l)S = l.r+2S' 

Aber .2f=nS(10). Also durch Substi- 
tution (n-2)S = 4S’ ; 

S' = 4(n-2)S, d. h. die Summe der 
Quadrate der Entfernungen der Mittel- 
punkte aller die n Spitzen des Vielecks 
verbindenden geraden Linien vom Punkt 
der mittleren Entfernungen der Spitzen 
von jenem Punkte gleich. 

15. Die Anzahl der Mittelpunkte der 

verbindenden Linien ist = — <» — 1). 

Setzen wir nun die Summe der Quadrate 
aller diese Mittelpunkte verbindenden 
Linien - Z, so ist Z = J » (n = 1) S’ (10) 
die drei Gleiehnngen 
(n— l)S=JJ--h2S' 

Z = nS, Z = jn(«-l)S’ 
dienen zur Bestimmung der vier Grüfsen 
S, Z, S\ — durch einander. So erhält 
man z. B. 

(n — l)(«-2)jr=8X’ 
n (» - l)(» - 8) S = SZ n. s. w. 
woraus sich wieder merkwürdige Sätze 
ergeben würden. 

10 . In jedem Viereck 4ßCP, welches 
hei H und C rechtwinklig ist, ist, wenn 
wir den Winkel 11 AC = 4 setzen, immer 
ABCO - 2A ifiC = - iAO 1 rin 24. 

Sei AB -5, AC = e, so ist 
40 = * tc (f = e *« (4 — qr) 

6 cot (4 — <f ) = « co» rp 
c — b cot A 

'** = -67*4^ 

folglich, wenn man zugleich t, c ver- 
tauscht 
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Fig 928. 


CD = b -? . C °‘ - A 

«in A sin A 

ins ** + c* ~ 26c cos A 

AU* — . j 

sin A x 

durch Substitution d<*r gefundenen Werthe 
für BD, CD erhält man nun leicht 
Allen = \b- BD + Je -CO 
_ 26c sin *A — (6* + c 8 - 26r cos A) cos 
2 sin A 

wenn man nur 2bc (sin* A* + coti 1 A) für 
26c setzt 
A BCD = 

i . (6* 4- c 5 - 2 6r cos A) sin 2 A 

bc sin .1 — . — i 

2 sin A 

wenn man nur 26 c (sin M + cos M) für 
26c setzt. 


Aber 2^ ABC = bc sin A 

folglich ABCD = bc .in A - * ~ 2 ± c j? -4L*» 2 d 

4 «in M 

= 2AAÄC-*-4D».«i* 2/t 



woraus die zu beweisende Gleichung un- 
mittelbar folgt. 

17. Sei nun ABCD... ein willkürli- 
ches Vieleck, dessen Inhalt wir durch J 
bezeichnen wollen. Von irgend einem 
Punkt K' in der Ebene des Vielecks fälle 
man auf die Seite Lothe, und verbinde 
deren Fufspunkte durch gerade Linien, 
wodurch ein neues Vieleck A'B’C'D’ . . . 
von gleicher Seitenanzahl entsteht, des- 
sen Inhalt wir J' setzen wollen, so hat 


man nach No 16 

K'BA’B' - 2 A K ’A'B' = - * K’B » • «•» 2B 
K'CB'C - 2&K'B'C' = - f K'CP- «i»2C 
K ’DC f)' — 2 A K’C'D' = - tK'P-iinVD 


K'AN’A' - 2 A K’l VA' = - jKA». iia 3A 
wenn iV die letzte Spitze des gegebe- 
nen Vielecks ist. Die Summe der Vier- 
ecke ist offenbar = J, die der Dreiecke 
= J'. Also 


J- 2J' = _ * (KL4 1 • sin 2A+ ICB^-tinlB f Ä’C> . «in 2C+ . . .) 
und wenn das Viereck gleichwinklig ist 

J-2J’ = -i ( K’A 1 + K’B‘ + Ä’C* + . . .) «in 2 A. 


Soll nun, indem A nnd J constant 
bleiben , J' constant bleiben , so mufs 
K'A , + ICß , + K'C‘ + ... constant blei- 
ben. Diese Quadratensumme bleibt aber 
nach No- 8 constant, wenn K’ in der Pe- 
ripherie eines aus dem Punkte der mitt- 
leren Entfernungen des Vielecks beschrie- 
benen Kreises liegt- Dies gibt folgenden 
Satz. Fället mau ans irgend einem Punkt 
der Peripherio eines aus dem Punkt der 
mittleren Entfernungen eines gleichwink- 
ligen Vielecks beschriebenen Kreises auf 
dessen Seiten Perpendikel nnd verbindet 
deren Fufspunkte durch gerade Linien, 
so ist der Inhalt des dadurch entstehen- 
den eingeschriebenen Vielecks eine con- 
stante Gröfse. 

Paukte kleinster Entfernung. 

18. Man habe irgend zwei Pnnkte Jf, 


M' in der Ebene eines Vielecks. Die 
durch M und M' gehende gerade Linie 
nehme man als Axe der X an, M sei 
der Anfang der Goordinaten, die Entfer- 
nungen der Spitzen von M sollen durch 
r,, r «> r i ihre Entfernungen von Jf 
durch r ,' ; r \ ; r', . . . , die Coordinaten 
wie vorher, die Entfernung des Punkts 
M' von ,W durch k bezeichnet werden, so 
ist nach No. 6 


r/ = t (r,* + *’ - 2**,) = r, p(l - r,) 
r '» = K r j a + ** - 2*.r,) = r, 1(1 - c ,) 
r ’a = F(*V + *’ - 2A*,) = r, V(1 - e,) 


Für c, = 


k (2a-, - k) 


_*(2x,-A) 


Entwickelt man die Quadratwurzeln 
nach dem binomischen Lehrsatz and ord- 
net nach Potenzen von k, so wird 



Punkte kleinster Entfernung. 329 Punkte kleinster Entfernung. 


r,'= r, 



u. s. f. 



+ *’( 
+ **( 
+ *’( 



Folglich weil 

r * = + ».* = ■'■j 1 + y,* + . . ■ 



wenn man auf beiden Seiten addirt 



wo die Bezeichnung £r’ leicht ver- 
ständlich sein wird. Man kann den Punkt 
M nun einer solchen Bedingung unter- 
werfen, dafs für ihn 2r, d. i. die Summe 
seiner Entfernungen von allen Spitzen 
des Vielecks kleiner ist, als die Summe 
der Entfernungen aller anderen in seiner 
Nabe liegenden Punkte von den Spitzen 
des Vielecks. Zu dem Ende mufs also 
für kleine k , 2r' > £r sein. Man kann 
nun aber k so klein nehmen, dafs das 
erste Glied • 



obiger Reihe rücksichtlich seines absolu- 
ten Werths gröfser ist, als die Summe 
aller übrigen, so dafs also für so kleine 
k das Zeichen der zu 2'r addirten Gröfse 
blofs von diesem ersten Gliede abbängt, 
also positiv oder negativ ist, je nach dem 



es ist. Soll demnach für kleine k immer 
£r' > 2r sein, so mufs nothwendig 


— + — + 1 + . . . = 0 

r . r i 

sein. Das zweite Glied 


\8r, r,* 


1 


. St 




-) 


2r, r,» 2r, i _ 

ist offenbar immer positiv und man kann 
wieder k- so klein nehmen, dafs der ab- 
solute Werth jenes Gliedes die Summe 
aller folgenden übertrifft, so dafs also 
für kleine A, immer 2r' > 2r ist. Folg- 
lich gibt es in der Ebene jedes Vielecks 
Punkte, für welche die Summe"* ihrer 
Entfernungen von den Spitzen des Viel- 
ecks kleiner ist, als die Summe der Ent- 


fernungen aller in ihrer Nähe liegenden 
Punkte von diesen Spitzen. Jene Punkte 


nennt man Punkte kleinster Ent- 
fernung und sie sind, da man offenbar 
auch x mit y vertauschen kann, der Be- 
dingung unterworfen, dafs 



19. Man denke sich nun die Coordina- 
tenazen durch den Punkt M kleinster 
Entfernung gelegt, schneide von ihm an 
auf den von ihm nach den Spitzen gezo- 
genen geraden Linien gleiche Stücke p 
ab, und bezeichne die Coordinaten der 
Endpunkte St,; 91,; St,., dieser Stücke 
durch f, t>,; {,, f , , c, ; . . . so erhellt 
auch ohne Figur augenblicklich, dafs 

•l u L x t = ti : r * = £j 

r, (< ’ r, p ’ r, p 

= *! _ c > Vj _ «» 

r, ~ Q’ r, p ’ r , p 
und folglich wegen der Bedingungsglei- 
chungen nach No. 18, wenn man zugleich 
mit p multiplicirt: 

f, + f . + I, + ■ • ■ = 0 

e, -(- e, -f e, -f . . . = 0 
dies sind aber die Bedingungsgleichun- 
gen für den Punkt der mittleren Entfer- 
nungen der Punkte St,, 8 St, ... folg- 
lich ist jeder Punkt der kleinsten Ent- 
fernung eines Vielecks der Mittelpunkt 
der Entfernungen der Punkte, welche 
mau erhält, wenn man auf den von dem 
Punkt kleinster Entfernung nach den 
Spitzen gezogenen geraden Linien von 
diesem Punkte aus willkührliche aber 
gleiche Stücke abschneidet. 

20. Ist umgekehrt ein Punkt !H in der 
Ebene eines Vielecks der Punkt mitt- 
lerer Entfernungen der gleich weit von 
ihm entfernten Punkto 8,, 91,, 8,... 
so ist, wenn man sich die Coordinaten- 
axen wieder durch M gelegt denkt, und 
die vorige Bezeichnung No. 3 heibehült 

i, + f, + £, + ... = 0 
e, + *,+»,+ ... = 0 
woraus wie vorher folgt, dafs 


jp, je, .t, 

' + J + .. 

. = 0 

r ■ r . *• . 



. . =0 

'l 



■W also ein Punkt kleinster Entfernung 
des Vielecks, der vorige Satz also auch 
umgekehrt richtig ist. 

Im Viereck ist also der Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen ein Punkt klein- 
ster Entfernung, weil, wenn man von 
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den Diagonalen gleiche 8tücke abschnei- 
det und deren Endpunkte verbindet, ein 
Parallelogramm entsteht, dessen Punkt 
der mittleren Entfernungen besagter 
Durchschnittspunkt ist. 

21. Gibt es in der Ebene eines Viel- 
ecks einen Punkt .1/ von solcher Be- 
schaffenheit, dafis die von ihm nach den 
Spitzen gezogenen Linien lauter gleiche 
Winkel einscoUefsen, so ist .)/ ein Punkt 
kleinster Entfernung des Vielecks Schnei- 
det man nämlich auf den von )l nach 
den Spitzen gezogenen geraden Linien 
von M aus gleiche willkuhrliche Stücke 
ab und verbindet deren Endpunkte durch 
gerade Linien, so entsteht offenbar ein 
reguläres Vieleck, dessen Mittelpunkt ;>/ 
ist. Also ist M der Punkt der mittleren 
Entfernungen dieses regulären Vielecks, 
folglich der Punkt kleinster Entfernung 
des gegebenen Vielecks. 

22. Sind alle Winkel eines Dreiecks 
so gibt es innerhalb desselben im- 
mer einen Punkt von solcher Beschaffen- 
heit, dais die von ihm nach den Spitzen 

exogenen geraden I.inien gleiche Win- 

el (jeder = J/t) einschliofsen und nur 
einen. Wären alle drei Winkel eines 
Dreiecks < : j/J, so wäre die Summe aller 
<2/!. Folglich mufs cs wenigstens einen 
geben, welcher > }/L Dieser Winkel sei 
BAC. Ueber AH und AC beschreibe man 
zwei Kreisabschnitte, deren jeder einen 
Winkel = § R fafst, so müssen die Bogen 
dieser Segmente sich nothwendig zwischen 
den Schenkeln des Winkels BAC schnei- 
den, weil dieser Winkel < \R J R ist 


Fig !>2!1. 



und jede der beiden durch A an die Bo- 
gen gezogenen berührenden mitytft und 
AC einen Winkel gleich R eiuschliofst, 
indem jeder dieser beiden Winkel dem 
Winkel im entgegengesetzten Kreisab- 
schnitt gleich also die Ergänzung von 
J Ä in 2 R, d. i. = ) R ist Da nnn der 


Durchschnittspunkt M der beiden Bogen 
zwischen den Schenkeln von BAC liegt, 
so mnfs .1/ nothwendig innerhalb des 
Dreiecks liegen, weil der der Spitze A 
zugekehrte Winkel MC=JÄ, ein con- 
vexer Winkel ist, welches nicht möglich 
wäre, wenn M aufserbalh des Dreiecks 
läge. Da nun AMB = AIHC = ) Ä ist, so 
ist auch BMC = \R und folglich die drei 
von .1.1/, Rt V, CM eingeschlossenen Win- 
kel einander gleich. Da die beiden Bo- 
gen der Kreisabschnitte, welche J R fas- 
sen, sich nur in einem Punkt schneiden 
können, su gibt cs auch nur einen 
Punkt wie M. 

23. Da es in jedem Dreieck, dessen 
Winkel alle • J R sind, innerhalb immer 
einen Punkt gibt, für welchen die von 
ihm an die Spitzen gezogenen Linien 
gleiche Winkel einschliofsen, so gibt es 
für jedes solche Dreieck immer auch einen 
Punkt kleinster Entfernung nach No. 2t 
innerhalb. Auch gibt cs nur einen Punkt 
kleinster Entfernung. Gäbe es nämlich 
zwei M, M' so müjsten wenigstens zwei 
der von AB’, HM’, CM' gebildeten Win- 
kel ungleich sein, weil es nach No. 22 
nur einen Punkt gibt, wo diese Winkel 
gleich sind. Der Punkt M‘ wäre aber 
nach No. 10 der Punkt dy mittleren Ent- 
fernungen auf AM\ BM 1 , CM' von M’ 
gleich weit entfernter Punkte. Folglich 
muTsten, wenn man die den beiden un- 
gleichen Winkeln zugleich als Schenkel 
angehürende Linie unter A H', BM‘, CM’ 
als Axe annähme, die Ordinaten der auf 
den beiden anderen Linien gleichweit 
von M’ entfernten Punkte nach No. 3 
einander gleich sein , welches jedoch we- 
gen der Ungleichheit der Winkel offenbar 
unmöglich ist. 

24. Ilat nun ein Dreieck einen Winkel 
RAC, welcher 5 J/l ist so kann der 
Punkt kleinster Entfernung nicht inner- 
halb liegen, weil sonst AMB = AMC = jÄ 
(No. 23), also nothwendig MAB < \B, 
MAC< j ß, BAC< D /I sein müfstc. 


Fig. 930. 



In einer Seite des Dreiecks kann aber 
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der Punkt kleinster Entfernung überhaupt 
eben so wenig liegen als aulserhalb des 
Dreiecks, weil sich von einem solchen 
Punkt nie nach den Spitzen drei gleiche 
Winkel mit einander einschlielsende ge- 
rade Linien ziehen lassen , wie cs doch 
in vorliegendem Fall möglich sein müfste 
(23) Daher mnfs der Punkt kleinster 
Entfernung in zwei Seiten zugleich, d. h. 
in einer Spitze des Dreiecks liegen. Da 
aber offenbar II I + IIC • AB Al', 
CA + CB > AB -i AC ist, so mufs der 
Punkt kleinster Entfernung in der Spitze 
C des stumpfen Winkels liegen. 

Pyramide ist ein Körper, der von einer 
drei- oder mehrseitigen Figur als Grund- 
fläche und von so violen Dreiecken als 
diese Grundfläche Seiten hat als Sei- 
tenflächen, die alle in einem Punkt 
der Spitze zusammen treffen, begrenzt 
wird ; der Abstand der Spitze von der 
Grundfläche ist die Höhe der Pyramide. 

2. Wird eine Pyramide mit Ebenen 
parallel ihrer Grundfläche geschnitten, 
so sind die Durchschnitte der Grund- 
fläche ähnlich und ihre Flächen verhal- 
ten sich zur Grundfläche wie die Qua- 
drate ihrer Abstände von der Spitze zu 
dem Quadrat des Abstandes der Grund- 
fläche von der Spitze. 

Denn ist EFG eine der Grundfläche 
BCD parallele Durchschnittsebene, dann 
sind die Durchschnittslinien dieser Ebene 
mit den Seitenflächen der Pyramide den 
Seiten der Grundfläche parallel, nämlich 
F.F 4 = CD, EG+BO, FG + BC. Deshalb 
Z EFG = Z BCD u. s. w. 


Fig. 931. 



Die Durchschnittsfigur und die Grund- 
fläche sind also in einerlei Folge gleich- 
winklig, weil FG (- BC, und 80 ist 
FG: BC- AF: AC 
und weil EF^CÜ 

EF:CD = AF-.AC 
daher FG : BC = EF : CD 


Schliefst man so fort, so folgt, dafs 
die Seiten beider Ebenen, die an glei- 
chen homologen Winkeln liegen, je zwei 
und zwei einander proportional sind, mit- 
hin sind Durchschnitt und Grundfläche 
einander ähnlich. 

All sei eiu I.oth auf die Grundfläche 
ans der Spitze gefällt. Dieses schneide 
die Durchschnittsohenc in J, ziehe Bll, 
GJ, so sind diese parallel. Daher 
All : AJ - AB . AG = BC: FG 
daher ist All 1 : AJ > = BC* : FG 1 . 

Aehnliche Figuren verhalten sich aber 
wie die Quadrate homologer Linien , also 
Grundfläche BCD : Durchschnittsflächo 
EFG = BC 1 : FG * = AH' . AJ*. 

2. Der Inhalt einer Pyramide ist das 
Product ans dem Drittheil der Höhe und 
dem luhalt der Grundfläche. 

Denn es sei g der Inhalt der Grund- 
fläche und h die Höhe der Pyramide. 
Diese Höhe theile man in eine beliebige 
Anzahl gleicher Theile, lege durch nie 
Theilpunkte Ebenen parallel zur Grund- 
fläche, so zerlegen diese die Pyramide in 
n Theile, deren Inhalte, von der Spitze 
abgezählt, der Reihe nach mit p, 
bezeichnet seien. Zwischen je zwei näch- 
sten Durchschnitten denke man sich Pris- 
men construirt, doren eine Seitenkante 
mit einer Seitenkante der Pyramide zu- 
sammenfällt und wovon das eine den 
oberen, das andere den unteren Durch- 
schnitt zu Endflächen, beide aber den 
Abstand der beiden Durchschnitte, also 

— h zur Höhe haben; so erhält man zwei 

Reihen von Prismen ; die Prismen der 
einen Reihe sind Theile der zwischen die- 
selben Durchschnitte fallenden Pvramiden- 
theile, also kleiner als diese Theile, die 
Summe ihrer Inhalte also kleiner als der 
der Pyramide Dagegen sind von den Pris- 
men der anderen Reihe die zwischen den- 
selben Durchschnitten liegenden Pyra- 
midenstücke nurTheile, die Prismenstücke 
also gröl'ser als die zugehörigen Pyrami- 
denstücke. Die Summe ihrer Inhalte 
also gröfser. Die Prismen der ersten 
Reihe sind also inwendige Prismen, die 
Durcbschnitto, welche durch den (in— 1) 
und den niten Theilpunkt der Höhe von 
der Spitze abgezählt gehen, haben die 

Abstände ” — k unil m k von dieser 

n n 

Spitze. Bezeichnet man diese Durch- 
schnitte mit g,„ und g m , so hat man 
nach dom vorigen Satz 
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Also ist g ul , = 9 

Eben so folgt g„, = ( ” ) g. 

Der Inhalt des inwendigen Prisma zwi- 
schen diesen beiden Durchschnitten ist 
daher 

1 (m - 1) J 

— 1 = *-—*9 

n 1 n 5 

der Inhalt des auswendigen Prisma 

1 . m 2 , 

= = 

Zwischen diesen beiden Inhalten ist 
nun der Inhalt p m des zwischen densel- 
ben Durchschnitten liegenden Pyramiden- 
stücks begriffen, man hat also 


Setzt man in diese Vergleichung für 
wi die Reihe der natürlichen Zahlen von 
1 bis n, so erhält man eine Reihe von 
m Vergleichungen für alle einzelnen Py- 
ramidenstücke: 

0 , 1* 
rä "0 P> < z* h n 


— i— *«,< 


b<p,< 


*9 


hg. 


2 , 3* , 


(m — l ) 3 , m‘ ; 

bezeichnet man den Inhalt der ganzen 
Pyramide mit p, so ist 

P = P, + P. + P, + ----P» 
nnd wenn man die n Vergleichungen ad- 
dirt, so erhält man 


l > + 2 , + 3*+...(»-l) ! . l* + 2* + 3*+ ... n* 

— ~j *9 < P < *9 


Nun ist aber 

l* + 2 s + 3 J +...(»- 1)’ 


. .. l’ + 2 J + 3>+ ... n- 

*9 < 1 *9 < „j *9 


Mithin fällt p nnd Jäj zwischen einerlei 
einschliefsende Grüfsen, deren Unterschied 

fi 3 1 

= - i hg=—hg, der also, weil n be- 
liebig grofs genommen werden kann, sich 
beliebig klein machen läfst. Folglich 
müssen die zwischen begriffenen Grüften 
einander gleich sein. 

Anmerk, gh ist der Inhalt eines 
Prisma von der Grundfläche g und der 
Höhe h , folglich ist eine Pyramide der 
dritte Theil eines Prisma von gleicher 
Grundfläche nnd gleicher Höhe. 8ind 0 
und II dasselbe für eine Pyramide P, 
was g nnd h für die Pyramide p sind, 
so hat man p : P-gh : GH, d. h. Pyra- 
miden verhalten sich wie die Producte 
aus Grnndflächen nnd Höhen Sind also 
die Grundflächen zweier Pyramiden gleich 
und die Höhen gleich, so sind auch die 
Pyramiden gleich. 

3. Der Theil einer Pyramide, begriffen 
zwischen den Grundflächen und einem 
damit parallel geführten Durchschnitt; 
d. h. der Inhalt einer abgekürzten Pyra- 
mide ist dreien Pyramiden znsanimenge- 
nommen gleich rba einerlei Höhe mit 


der abgekürzten, deren Grundflächen aber 
der Heike nach die untere Endfläche, die 
obere Endfläche der abgekürzten nnd das 
geometrische Mittel derselben sind. 

Denn es sei ABCDEF eine dreiseitige 
abgekürzte Pyramide Man lege sowohl 
durch die Punkte A, C, E als durch C, 
E, F eine Ebene, so wird dadurch die 
abgekürzte Pyramide in drei vollständige 
Pyramiden AliCF, DE FC und ACFE 
zerlegt. Betrachtet man von den beiden 
ersten die Dreiecke ABC nnd l)F.F als 
Grundflächen, so haben diese einerlei 
Höhe mit der abgekürzten nnd sind also 
die beiden zuerst genannten Pyramiden. 
Zieht man durch E in ABF.F mit der 
Kante AF die Parallele EG und verbin- 
det C mit G, so ist CG parallel der Ebene 
des Dreiecks ACF. Betrachtet man also 
bei der dritten Pyramide ACFE jenes 
Dreieck als Grundfläche, so ist sie auch 
gleich einer Pyramide über derselben 
Grundfläche, die ihre Spitze in G hat. 
Die Eckpunkte dieser zweiten Pyramide 
sind aber bei dieson A, C, G, F. Mau 
kann also das &ACG als ihre Grund- 
fläche betrachten, wo dann F ihre Spitze, 
wo sie dann einerlei Höhe mit der ab- 


Digitized by Google 


Pyramide. 338 Pyramide. 


Fig. 932. 



gekürzten Pyramide hat: es ist also nur 
noch zu zeigen, ilafs das &ACG das geo- 
metrische Mittel zwischen den Endflächen 
ABC und ORF. 

Nun ist 

&ABC : A ACG = AB : AG = .1/; : EF 
= AC :GF = A ACG : A GEF 
weil A ABC >■ A GEF, und bei Dreiecken, 
die einen gleichen Winkel habeu, die 
Inhalte sich wie die Producte der den 
gleichen Winkel einschliefsenden Seiten 
oder wie je zwei dieser Seiten sich ver- 
halten, wenn die beiden anderen Seiten, 
wie hier AG und EF einander gleich 
sind. Mithin ist A ACG das geometrische 
Mittel zwischen den Dreiecken ABC 
und GEF. Man hat demnach A ACG 
= v A ABC x A GEF. 

4. Es sei ABC GEF eine mehrseitige 
abgekürzte Pyramide, die zu der voll- 
ständigen ABC GH gehört, HJKL sei 
eine dreiseitige Pyramide, deren Grund- 
fläche JKL der Grundfläche ABG gleich 


Fig. 933. 



ist uud mit dieser in einerlei Ebene liegt ; 
alsdann haben beide vollständige Pyra- 
miden auch, weil sie eine gemeinschaft- 
liche Suitze II haben, eine gemeinschaft- 
liche Hohe, und wenn man die Ebene 
EFG erweitert, bis sie die dreiseitige Py- 
ramide itn A NMO schneidet, so haben 
auch die Pyramiden EFG II und MNOII 
einerlei Hohe. Da Durchschnitte parallel 
den Grundflächen der Pyramide in dem 
Verhältnis der Quadrate ihrer Abstände 
von der Suitze stehen, in den beiden 
hier betrachteten Pyramiden aber diese 
Abstände gleich sind, so verhält sich die 
Grundfläche ABG : Durchschnitt EFG 
= A JKL : A NNO. 

Aber Grundfläche AHD = &JKL, 
folglich Durchschnitt EFG = A jWiYO, 
folglich haben die Pyramiden EFGII und 
MNOH gleiche Grundflächen und gleiche 
Hohen, wie die zugehörigen ganzen Py- 
ramiden AG II und JKL ll y sie sind also 
je zwei gleich grofs, nnd wenn mau 
Gleiches von Gleichem hinweg nimmt, 
so bleibt die abgekürzte Pyramide 
ABCGEFG = JKLMNO. 

D h. Eine mehrseitige abgekürzte Py- 
ramide ist so grol’s als eine abgekürzte 
dreiseitige Pyramide von gleicher Höhe 
und gleich grofsen Endflächen, folglich 
gilt von der mehrseitigen der Satz wie 
von den dreiseitigen. 

b. Zwei Pyramiden sind ähnlich, wenn 
sie ähnliche Grundflächen und ähnliche 
homologe Seitenflächen und unter glei- 
chen Winkeln gegen die Grundflächen 
geneigt sind. 

Denn es seien ABC GEF und abedef 
zwei Pyramiden, deren Grundflächen ein- 
ander ähnlich, so wie die Seitenflächen 
ABF und nbf u. s. w., die überdies 
leiche Neigungswinkel gegen die Grund- 
ächen haben. Wegen der Ähnlichkeit 
der Grundflächen ist ^/ABF^^/abf, 
daher sind in den beiden Ecken II und 
b zwei Seiten nnd der eingeschlossene 
Winkel der einen eben den Stücken der 
anderen gleich, folglich sind diese Ecken 
congruent nnd also auch die übrigen 
Seiten und Winkel gleich. Man hat also 
/.CBF = Ccbf und anfserdem sind die 
Seitenflächen CBF und cbf wegen des 
gleichen Winkels der Ecken an BC und 
bc gegen die Grundflächen unter gleichen 
Winkeln geneigt. Aus der Aehnlichkeit 
der Grundflächen folgt 

AB : ab = BC : bc 

und wegen der Aehnlichkeit der Seiten- 
flächen ABF und a b f hat man 
AB : ab = BF : b f. 
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Daher ist auch 

BC : 6c = BF : bf. 

Mithin sind die Seitenflächen BCF und 
bcf nach zwei Seiten und dem einge- 
schlossenen Winkel ähnlich. Man kann 
also von diesen Seitenflächen wie von 
den zuerst betrachteten ausgehend auf 
die Aehnlichkeit der übrigen homologen 
Seitenflächen und auf deren gleiche Nei- 
gung gegen die Grundflächen schließen, 
und so folgt dann , dafs in beiden Pyra- 
miden alle Winkel und Ecken gleich und 
alle homologen Längenabmessungeu pro- 
portional sind. 

6. Aehnliche Pyramiden verhalten sich 
wie die Cubi homologer Längenabmes- 
sungen. 

Denn fällt man von den Spitzen der 
Pyramiden Lothe auf ihre Grundflächen, 
so folgt wie früher bei den Prismen, dafs 
die homologen Seitenbauten diese Lothe 
und die Projectionen jener Seitenkanten 
auf den Grundflächen ähnliche Dreiecke 
bilden. Bezeichnen II und A die Höhen 
der beiden Pyramiden, deren Inhalte P 
und p sein mögen , und sind A und a 
homologe Seitenkanten und G und g die 
Grundflächen der Pyramiden, so hat man 
P= \HG und p = i/i^. 

Daher P:p = HG :hg 
und A ’ a- H : A 

Nun sind die homologen Seitenkanten 
den Grundkanten proportional, folglich 
verhalton sich die Quadrate der hoinolo- 

f en Seitenkanten wie die Quadrate der 
omologen Grundkanten, die letzten ver- 
halten sich aber wie die Grundflächen. 
Man bat bat also 

A* *. a a = 0 : g. 


Setzt man diese Proportion mit der 
obigen 

A:m = Hk 

zusammen, so ergibt sich 

A*:a* = HG:hg = P:p. 

Da nun in ähnlichen Pyramiden alle 
homologen Längenabmessungen also auch 
ihre Cuben proportional sind, so verhal- 
ten sich allgemein die Inhalte der Py- 
ramiden wie die Cuben homologer Län- 
genabmessungen. 

Die Oberfläche einer regulären Pyra- 
mide wird trigonometrisch leicht gefunden. 
Jede der Seitenflächen ist ein gleich- 
schenkliges Dreieck, dessen Grundlinie 
die 8eite eines regulären Vielecks der 
Grundfläche und die Höhe der Hypote- 
nuse in dem rechtwinkligen Dreieck ist, 
dessen Cathete die Höbe der Pyramide 
und die Senkrechte aus dem Mittelpunkt 
auf die Seite der Grundfläche sind. 

Der Halbmesser der Grundfläche sei r, 
die Höhe = A, der halbe Centriwinkel 
= <jr, so ist der Inhalt eines der Dreiecke 
= r rin (f \ (r 3 co» 7 q + A 3 ), und die Summe 
aller Seitenflächen = nr rin J (r*co# 2 q +A 2 ) 
wo n die Anzahl derselben ist. Die Grund- 
fläche ist = nr 3 «in </ • co» q . 

Die Seitenflächen einer gleichförmigen 
Pyramide sind gegen die Grundfläche 
unter einem Winkel geneigt, dessen Tan- 
h 

gente = . 

r co» q 

Die Seitenlinien der Pyramide machen 
mit den Seiten der Grundfläche einen 
Winkel, dessen Tangente = ist 
p(r* co» *q -f A 3 ) 
r »in q 

Der Neigungswinkel der Seitenflächen 


so ist l (r* co» 3 <r + A*) = r cot q p(l -f tg J n) = r co» q • »ec t: — TC0> ~ 

cotct 


daher die Summe aller Seitenflächen 
__ nr 2 sin q • co» q _ n r 3 sin *qr 
co» « 2 cos a 

Die Seitenlinien der Pyramide machen 
mit den Seiten der Grundfläche den Win- 
kel, dessen Tangente = ist . 

co» ft 

7. Es sei CABEDFG ein abgekürztes 
Pyramidenstück, dessen Grundflächen 
CAB, FÜR parallel sind, es soll der In- 
halt gefunden werden aus dem was au 
dem Stück gemessen werden kann. 

Dieses sind die Seitenlinien der beiden 
paralleleu Flächen und die Winkel ihrer 


Seiten, woraus der Inhalt derselben ge- 

Fig 934. 
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funden wird. Wenn die Höhe nicht durch 
Ablothung gemessen worden kann, so 
niufs sie ans den Winkeln, welche eine 
der Seitenlinien AD mit den Seiten AH 
und AC macht und dem BAC beg- 
leitet werden. Denn daraus ergibt sich 
(spärische Trigonometrie) der Neigungs- 
winkel der Linie AD gegen die Grund- 
fläche und danu die Hohe, welche dem 
Produkt aus AD in den Sinus des Nei- 
gungswinkels gleich ist. Diese Höhe sei 
h, die Höhe der gansen Pyramide = x , 
der weggenonnuenen y, so ist r - y= A. 


335 Pyramide. 

Ferner sei Aß = a, DE- 
a\b = x-y und y = 


b, so ist 

bx 


Da a:a — b = xix — y = x : Ä ist 
. . oh bh 

so ist x = yrz 

a - b n —b 

Ferner sei die untere Grundfläche A, 
die obere H, so ist 

Ai B = a*: b 1 . 

Nun ist das Pyramidenstück 
=}Ax — /, By. 

.Setzt mau für x, y, H ihre Werthe, 
so wird das Pyramidenstück 




-*i A . a, + “ 4 + 4, _, s* 
-=JAA 


(a — 6) a 


(■+ 1 + 5 ) 


Die dreiseitige Pyramide ist unter den 
Körpern mit ebenen Seitenflächen, was 
das Dreieck unter den ebenen geradlini- 
gen Figuren ist. 

8. Es sei DACH eine dreiseitige Py- 
ramide, deren Grnndfläche ABC. Der 
Winkel der Seitenlinie DC mit AC sei 
= n, der Winkel derselben mit BC sei 
= fl, der Winkel ACB = y. Ferner sei 
AC = a, BC = b, CD — U. Es ist der In- 
halt der Pyramide = 

1 abd | li» i(f< + fl + y) . sin t (n + fl - j-). 
sin }("-(* + y) • sin £(— « -f fl + y). 

Der Beweis ist derselbe wie für den 
Inhalt eines_ Parallelepiped, nur dafs hier 
die Grundfläche =^bsiny ist, und dafs 
diese mit dem dritten Theil der Höhe 
multiplioirt werden inufs. Goniometrie wird diese Formel in ful- 

Durch einige Substitutionen aus der gende verwandelt. Inhalt der Pyramide 


Fig. 935. 



— & abd y( 1 — co» % tt — co» % ß — co» *y + 2 co» a • co* ß • co » y) 


9. Die dritte Seite der Grundfläche AB 
sei = c, die Seitenlinie AD = e , BD = f. 
Es ist der Inhalt der Pyramide durch 
die sechs Seitenlinien ausgedrückt 
* Vl**P (- a* + b* -f c» + + e* - p) 

+ b*c* («« 

+ c»f/» («» -f 61 _ f * _ d* -f e* +/•»)]. 

Diese sehr symmetrische Formel wird 
erhalten, wenn für cos a, co» ßy to» y ihre 
Werthe durch die Seiten der Dreiecke 
©ingeführt werden. 


Es ist co» rt = — 


co» ß — 



co» y : 

Die Rechnung ist etwas langwierig, 
übrigens eine hlofs mechanische Multi- 
plication. 

Man kann die Combination in der For- 
mel noch auf andere Art symmetrisch 
ordnen: als 


- aW + a'b * (*» + /») + aV (<P + H) + „ V» (/•» - e>) + «Vp _ „j« , rt. 

+ bV (<P + ,») + bhP ( r » - p) - 4 V (4* + c«) + AV/ S - cV (c J + di) 

+ cV («» AD- cVf. 
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10. Es sei Fig. 93*» die Grundfläche 
einer dreiseitigen Pyramide ADBC ge- 
geben, nebst den Neiguugswiukeln der 
Seitenlinien DA, DB, DC gegen die 
Grundfläche, man soll die Höhe der Py- 
ramide DE und die Lage des Grundpunkts 
E bestimmen. 

Man ziehe an den Grundpunkt E die 
geraden AE , BE, CE. Diese verhalten 
sich wie die Tangenten der Winkel ADE , 
BDE, CÜE , oder wie die Cotangenten 
der Neigungswinkel EAD , EBD , ECD. 
Nun ist der Kreis der geometrische Ort 
für alle Dreiecke, die über einer gege- 
benen Grundlinie ein gegebenes Verhält- 
nifs der Seiten haben. Man beschreibe 
also über zweien der drei Seiten der 
Grundfläche AB, AC\ als Chorden Kreis- 
bogen, deren jeder der Ort des Punkts 
E sei, so gibt ihr Durchschnitt diesen 
Punkt, also auch die Längen AE, BE, 
CE. Ans jeder dieser und dem zugehö- 
rigen Winkel wird dann die Höhe der 
Pyramide ED bestimmt. Die Berech- 
nung ist etwas mühsam und mufs trigo- 
nometrisch ausgeführt werden. 

1 1. Wenn an einer Pyramide eine Seite 
AB der Grundfläche, der gegonüberlie 
gende Winkel an der Suitze ADB und 
der Neigungswinkel der Seitenlinien AD, 
BD gegen die Grundfläche gegeben wer- 
den, so ist die Höhe und der Grundpunkt 
dadurch bestimmt. Denn aus den Nei- 
gungswinkeln ist erstlich das Verhältnis 
der Linieu AE, BE, die nach dem Grund- 
punkt gehen, gegeben; ferner ist durch 
den Winkel ADB mit den Neigungswin- 
keln der Winkel AEB der auf DE Senk- 
rechten AE, BE gegeben. 

Die Aufgabe wird nun diese, erstlich 
über AB als Chorde einen Kreisbogen zu 
beschreiben, der einen gegebenen Winkel 
fasse und in diesem zwei geraden AE, 
BE zu ziehen, die ein gegebenes Ver- 
hältnifs haben. Bei Höhenmessungen ist 
dies anwendbar. 

12. Die drei ebenen Winkel der Ecke 
A an der dreiseitigen Pyramide ABCD 
seien alle rechte, so dafs die drei Ebenen 
BAC, DAC, BAD senkrecht auf einan- 
der stehen. Es ist 

(& AliD)* =- {ABC) 7 + (ADC)* 4 {ABU) 7 
wo die Flächen der Dreiecke in Zahlen 
ausgedrückt zu verstehen sind. 

Der Inhalt des &BCD werde durch 
seine drei Seiten ausgedrückt. Es sei 
BD = a, BC = b, CD = e, so ist der In- 
halt des Dreiecks 

H (« + Ä + *)(— c)(«i+c— A)(a+A- e). 

Die anderen Dreiecke drücke man durch 
das halbe Product ihrer Catheteu aus. 


Fig. 936. 



Das Product unter dein Wurzelzeichen 
entwickele man Es ist erstlich ein Pro- 
duct aus den Factoreu (A*4-e*) — a* und 
«* — (A* - r*) und dieses ist 
2 « V A* -f 2dV -f 2A 3 c* — ö 1 — A* — c* 

= 4u 3 A 3 - (n* -f A 3 - c 3 ) 3 

Nun ist AB 7 +■ AD* 

A* = AB* + AC* 
r * = AC* + AD* 

Setzt man diese W T erthe für a *, b*, c 1 
in jenes Product, so wird es = 

4 AB* • AC* -f 4 AB* - AD* + AC* • AD* 

Die Summe der Dreiecke ist 

\D+\AB- AC+\AC- AD 
und die Summe der Quadrate von den- 
selben der sechszehnte Theil jener Summe. 
Das Quadrat des Dreiecks BCD ist eben- 
falls der sechzehnte Theil derselben und 
der Satz ist erwiesen. 

13. La Grange hat in den neuen Me- 
moiren von Berlin für 1773 analytische 
Auflösungen einiger Aufgabeu über die 
dreiseitigen Pyramiden gegeben. Sie 
setzen gar keine Constructiun voraus und 
beruhen auf Gleichungen zwischen den 
rechtwinkligen Coordinaten, deren jo drei 
zu einem Punkt im Raum gehören. 

Aus diesen Coordinaten oder gewissen 
daraus zusammengesetzten Ausdrücken 
bestohen die Wertho der Gröfsen, die für 
eine Pyramide gesucht werden. So findet 
la Grange zuerst Ausdrücke für die Sei- 
tenflächen, leichte zwar für die aiu Schei- 
telpunkt zusammenlaufenden, aber für 
die Grundfläche in der That einen zu- 
zusammengesetzten nur durch die Form 
einfachen. Der Scheitelpunkt wird zu 
dem Anfangspunkt der Coordinaten ge- 
nommen. Wenn », t, u die Coordinaten 
zu der Grundfläche sind uud die Glei- 
chung für dieselbe ist u = / -f mt + nl, so 
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ist die Höhe der Pyramide 

1 

y(i + «»+«*)' 

Der Inhalt der Pyramide wird durch 
eine symmetrische Formel mittelst der 
Coordinaten zu den drei Winkelpunkten 
der Grundfläche angegeben. Diese seien 
x, y, s; x\ y\ s’; r, y”, s", so ist der 
Inhalt der Pyramide = 

Kxy V'+ys’x"+M 'y"+ n’y"- yxz” - »y V\ 

Der Inhalt durch die sechs Seitenlinien 
ist oben angegeben. Merkwürdig ist die 
Aufgabe, in einer dreiseitigen Pyramide 
denjenigen Punkt zu finden, von welchem 
aus die nach den Ecken gezogenen ge- 
raden die Pyramide in vier Theile (hei- 
len, deren Verhältnisse gegeben sind. 
Dadurch gelangt der Verfasser auch zu 
Formeln zur Bestimmung einer Kugel, 
welche zwar sehr symmetrisch, im Grunde 
aber sehr zusammengesetzt ist. Ein 
schöner Satz ist folgender über den 
Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide. 
Er ist einerlei mit dem Schwerpunkt vier 
leicher (mit ihren Schwerpunkten) auf 
ie Tier Ecken der Pyramide gestellten 
Körper. 

Eine geometrische Kleinigkeit ist noch 
diese. Eine dreiseitige Pyramide werde 
parallel mit zwei Seitenlinien geschnitten, 
die nicht in derselben Ebene liegon. Der 
Schnitt ist ein Parallelogramm. 

Das Netz einer Pyramide ist die in 
einor Ebene ausgebreitete Oberfläche. Es 
ist leicht gezeichnet, wenn nur die Sei- 
ten und Winkel der Seitenflächen (mit 
Inbegriff der Grundfläche) bekannt sind. 
Die drei um den Scheitelpunkt werden 
nach der Reihe an einander gelegt, an 
eine derselben wird die Grundfläche über 
der beiden gemeinschaftlichen Seite ge- 
fügt. 

Pyramide (Kryst.) quadratische, s. y. w. 
„quadratisches Octaeder“. 

Pyramidales Krystallisationssystem 

ist das zweite System, das zwei und ein- 
axige System , bei welchem drei Axen 
unter einander rechtwinkel sich schneiden, 
von denen zwei gleichartig sind, die dritte 
gegen diese ungleichartig ist (s. Axon- 
system), indem man sich die dritte halbe 
ungleiche Axe als Höhe und die beiden 
gleichen Axen als die Durchmesser einer 
vierseitigen Pyramide vorstellt. 

Pyramidalzablen, s u. „figurirte 
Zahlen.“ 

PyramideDWÜrfel (Kryst.) (tetrakis- 
hexaeder, Viermalsechsflächner), 
so genannt von der Art, wie je vierFli- 

rv. 


chen nm die sechs Octaederecken grnp- 
pirt sind, wodurch diese Formen das An- 
sehen von Hexaedern erhalten, auf deren 
Flächen vierseitige Pyramiden aufgesetzt 
sind. Es gibt mehrere Formen dieser 
Art; sie haben 24 Flächen, 36 Kanten 
und 14 Ecken. 


Fig. 937. 



Die Flächen sind gleichschenklige Drei- 
ecke, dio Kanten sind zweierlei, 12 län- 
gere F, die eine gleiche Lage haben, wie 
die Kanten des Hexaeders und in denen 
immer zwei Flächen mit den Grundlinien 
an einander stofsen. 24 kürzere (1 , die 
eine ähnliche Lage haben wie die Kanten 
des Dodekaeders und in denen immer 
zwei Flächen mit den gleichen Schen- 
keln an einander stofsen. 

Dio Ecken sind zweierlei, acht sechs- 
flächige symmetrische, die wie die Ecken 
des Hexaeders liegen und sechs sechs- 
flächige reguläre A, die wie die Ecken 
des Octaeder liegen. 


Fig. 938. 
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Jede Fliehe des Tetrakishexaeders ist 
wie beim Dodekaeder einer der drei Octa- 
ederaxen parallel, während sie die an- 
deren nicht gleich wie beim Dodekaeder 
sondern verschieden schneidet. 


Pyramidentetraeder , Hemllcosltetrae- 
der, H&lbvierondiwaniigfl&chner , haben 
12 Flächen, 18 Kanten und 8 Ecken. 

Die Flächen sind gleichschenklige Drei- 
ecke. Die Kanten sind zweierlei: 6 schär- 


Pvramidenoctaeder (Dreimalacht- fore nnd längere -V, die eine gleiche Lage 
ri« • i • . « . .. Irakan wia .lioKrmfpn rips Hemioctaeuers 


flächner, Triakisoetaeder) haben 
ihre Namen erhalten von der Art, wie je 
drei Flächen nm die acht Hexaederecken 

gruppirt sind, wodurch sie im Allgemei- 
nen das Ansehen eines Octaedors erhal- 
ten, auf dessen Flächen dreiseitige Py- 
ramiden aufgesetzt sind. F.s gibt eben- 
falls mehrere Formen dieser Art: Sie 
haben 24 Flächen, 36 Kanten, 14 Ecken. 

Die Flächen sind gleichschenklige Drei- 
ecke. 

Die Kanten sind zweierlei: 12 längere 
und schärfere D, die eine gleiche Lage 
haben wie die Kanten des Octneders und 
in denen immer zwei Flächen mit den 
Grundlinien an einander stofsen, und 24 
kürzere und stumpfere (1. die eine ähn- 
liche Lage haben wie die Kanten des 
Dodekaeders und in denen immer zwei 
Flächen mit den gleichen Schenkeln an 
einander stofsen. 

Die Ecken sind auch zweierlei, 6 acht- 
flächige, symmetrische Ecken A, die wie 
die Ecken des Octaedors liegen und 8 
dreiflächige reguläre 0, die wie die Ecken 
des Hexaeders liegen. Uan kennt zwei 
Arten ron Triakisoctaedern. 


haben wie die Kanten des Hemiortaeders 
nnd in welchen die Flächen mit ihren 
Grundlinien znsammonstofsen. 12 stum- 
pfere und kürzere F, die eine ähnliche 

Fig. 940. 



Pyramide, rhomboedlsche , Skalenoe- 
der, hat 12 congruente ungleichseitige 
Dreiecke, achtzehn (6 kürzere schärfere, 
6 längere stumpfere Scheitel, 6 im Zick- 
zack auf und anlaufende Rand-) Kanten, 

Fig. 939. 


Lage haben, wie Linien, die auf den 
Flachen des Hemioklaedcrs von den Mit- 
telpunkten der Flächen nach den Ecken 
ran werden, in welchen die Flächen 
len Schenkeln an einander stofsen. 


mit i 

Die Ecken sind zweierlei. Vier sechs- 
flächige symmetrische J, die eine gleiche 
Lage haben wie die Ecken des Hemioc- 
taedors, vier dreiflächige gloichkantige 0, 
die in ihrer Lage den Flächen des lle- 
mioctaeders entsprechen. 

Dio drei octaedrischen Axen verbinden 
die Mittelpunkte zweier gegenüberliegen- 
der längeren Kanten X. 

Die vier hexaedrischen Axen verbinden 
die sechsflächigen Eckon mit den ihnen 
gegenüberliegenden dreiflächigen Ecken. 

Die Hemiicositetraeder sind die hemic- 
drischen Formen der Icositetraeder und 
entstehen aus denselben, wenn dio Flä- 
chen, welche um ihre abwechselnden He- 
xaederecken liegen, so an Gröfse zuneh- 
men , dafs die dazwischen liegenden ganz 
verdrängt werden. Je nachdem nun die 
einen odor die anderen Flächongruppen 
fortfallen, entstehen ans jedem Icositetra- 
Rand-) eder, 2 Körper, die sich gegen einander 
en die verhalten wie die zwei Hemioctaeder, die 
Mittelpunkte je zwei gegenüberliegender ans dem Octaeder entstehen nnd wie jene 
Randkanten. in rechte und linke unterschieden werden. 



acht (2 symmetrisch vierkantige 
Ecken. Die Nebenaxen verbinden 
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Pyramidales Krystalüsationssystem ist 

da« zweite System. 

Pyrgoid&lxahl (thurmförraige Zahl) ist 
die Summe einer Columnarzahl und Py- 
ramidulzahl von einerlei Gattung, wenn 
in der letzteren die Seite oder Wurzel 
um 1 kleiner ist als in jener. Eine Co- 
lumnarzahl ist aber das Product aus 
einer Polygonalzahl in ihre Wurzel. Bloss 
zur Uebung im Rechnen folgt hier die 
Form einer solchen Zahl 
i(m- 2) r*-* (2m— 7) r’ + i (2«-7)r. 

Pyritoeder enthält 12 gleiche fünfsei- 
Fig, 941. 



Pylhagorisclie Rechentafel. 


Fig. 943. 



tige Flächen, dreissig (6 längere, 24 kür- 
zere) Kanten und 20 dreikantige (8 
gleichkantigc und 12 ungleichkantige) 
Ecken. Die Axcn verbinden die Mittel- 
punkte der sechs längeren Kanten. 

Pyrometer ein Instrument der Physik 
für Messung von starken Hitzegraden. 

Pyrophor eine Materie, welche Kohlen 
enthaltend bei gewöhnlicher Temperatur 
an der Luft sich entzündet. 

Pythago rischer Lehrsatz ist der be- 
kannte Lehrsatz, dass in einem recht- 
winkligen Dreieck das Quadrat der Hy- 
potenuse so gross ist als die Summe der 
Quadrate der Katheten. 

Pythagorische Rechentafel ist das Ein- 
maleins in die Fächer eines Quadrats 
vertheilt Man schreibt die Einrichtnng 
dem Pythagoras zu, vermuthlich aus einem 
Missverstände. Der Abacus der Pytha- 
goraer, welchen BOotius aufbewahrt hat, 
ist kein Einmaleins. 
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